
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

4,  16 (1978)

MODELE  MATEMATYCZN E  PROCESÓW  DYNAMICZNYC H I  STATECZNOŚĆ  RUCHU

ROMAN  GUTOWSKI  (WARSZAWA)

1. Wstęp

Badanie  własnoś ci  dynamicznych  ciał   rzeczywistych  moż na  przeprowadzać  doś wiad-
czalnie,  lub  teoretycznie. Badania  doś wiadczalne  przeprowadza  się   na  istnieją cym  ciele
rzeczywistym,  lub na jego modelu, zachowując  spełnione kryteria podobień stwa dynamicz-
nego. Badania teoretyczne wymagają  zbudowania odpowiedniego modehi matematycznego.

Skonstruowanie modelu matematycznego procesów zachodzą cych w ciele  rzeczywistym,
wymaga uprzedniego zbudowania jego modelu fizycznego.  Model fizyczny  nie jest odbiciem
rzeczywistoś ci,  lecz aktualnie posiadanej o niej wiedzy  i zawiera koncepcję  opisu  fizycznego
ciał   rzeczywistych,  z  uwzglę dnieniem  strony  iloś ciowej,  przedstawionej  podstawowymi
prawami fizyki, wyraż onymi  odpowiednimi formułami.  Model fizyczny  ciała  rzeczywistego
powinien uwzglę dniać  przede wszystkim  te jego  cechy, które  mają   decydują cy  wpływ  na
zasady  organizacji  i funkcjonowania  ciała rzeczywistego,  lub zachodzą cego w nim procesu.
Ograniczając  się  do ciał  stałych moż na stwierdzić, że w chwili obecnej najbardziej  rozpow-
szechnione  i skuteczne w praktyce  technicznej  są   modele fizyczne  fenomenologiczne, na-
zywane  modelami cią głymi  i dyskretnymi.

W przypadku modeli fizycznych  cią głych, podstawową   rolę  odgrywa  poję cie elementu,
których  ilość  jest  w  modelu  cią głym  z  założ enia nieskoń czenie  wielka.  Poję cie  modelu
fizycznego  cią głego  nie jest jednoznaczne,  zależy  ono  bowiem  w  istotny  sposób  od cech
przypisywanych  samemu elementowi, jak  i od charakteru oddziaływania mię dzy elementami.
Czę sto stosowany  schemat przypisuje  elementom cechy ciała sztywnego,  oddziaływują cego
z innymi elementami w sposób  opisany za pomocą  modeli  Teologicznych, których zacho-
wanie się  przedstawiają   tak zwane konstytutywne  prawa  stanu. Powstaje  tu od  razu moż-
liwość generowania bogatej  rodziny modeli fizycznych  cią głych, typu sprę ż ystego  Lamego,
lub Cosserat, lepko sprę ż ystych  itd. Dalsze wzbogacenie  modeli  fizycznych  moż na uzyskać
odstę pując  od  koncepcji  elementu  jako  ciała  sztywnego  i  dopuszczając  procesy  nawet
dynamiczne zachodzą ce wewną trz  elementu. Taka sytuacja  ma na przykład miejsce w przy-
padku  oddziaływania na  ciało  stałe obcią ż eń  szybkozmiennych,  o  czę stoś ciach  porówny-
walnych z czę stoś ciami drgań atomów w sieci krystalicznej  ciała.

W  przypadku,  gdy  jako  reprezentację   modelu  fizycznego  przyjmujemy  skoń czoną
ilość  skoń czonych elementów,  traktowanych  jako  punkty  materialne, lub  ciała  sztywne,
wtedy  mamy  do czynienia  z modelem fizycznym  dyskretnym,  którego  ostateczna postać
zależy  od  charakteru wię zów,  to  znaczy  oddziaływań  mię dzy  elementami  i  otoczeniem.

Dla  każ dego  modelu  fizycznego  moż na  zbudować  szereg  modeli  matematycznych,
w zależ noś ci od przyję tego  wyboru  współrzę dnych stanu. Pozostając w ramach mechaniki
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newtonowskiej,  najczę ś ciej  stosowanymi  modelami  matematycznymi  są   dla  modeli  cią g-
ł ych  równania  róż niczkowe  o  pochodnych  czą stkowych,  bą dź  równania  cał kowe,  bą dź
róż niczkowo  cał kowe,  otrzymane  ze  skojarzenia  równań  otrzymanych  metodą   bilansu
i  równania  konstytutywnego  stanu,  zaś  dla  modeli  dyskretnych  równania  róż niczkowe
zwyczajne  otrzymywane  za  pomocą, metod mechaniki  analitycznej.

Pomijając  szereg szczegółowych  idei zwią zanych  z ogólną   teorią   i praktyką   modelowania
fizycznego  i matematycznego procesów  mechanicznych w ciał ach stał ych, należy  stwierdzić,
że  badania  teoretyczne  uzyskanego  modelu  matematycznego  może  się   odbywać  bą dź  me-
todami  iloś ciowymi  w  sposób  analityczny,  lub numeryczny,  bą dź  metodami  jakoś ciowymi.
W  dalszych  rozważ aniach  skoncentrujemy  się   na  jednej  z  waż nych,  lecz  czę st.o  niedoce-
nianych  cech  jakoś ciowych  modelu  matematycznego,  to  znaczy  statecznoś ci,  która  dla
modeli  matematycznych, w  których  wystę puje  czas  jako  parametr wyróż niony,  nosi  nazwę
statecznoś ci  ruchu.  D la  procesów  dynamicznych  w  ciał ach  stał ych, model  matematyczny
powinien  zapewniać  uzyskanie  informacji  o zachowaniu  się   ciała  w  przestrzeni  z  biegiem
czasu.  Statecznoś ć .rozwią zań  jest  jedną   z  podstawowych  cech  modelu  matematycznego,
opisują cego  proces  fizyczny,  podobnie  jak  istnienie  i  jednoznaczność  rozwią zania,  gdyż
decyduje  ona o realizowalnoś ci  procesu  rzeczywistego,  opisywanego  rozważ anym  modelem
matematycznym. Trzeba  stwierdzić,  że dla  statecznoś ci  ruchu wprowadzono  wiele róż nych
poję ć  i definicji,  a ponadto badania prowadzi  się  za pomocą  niejednolitego  i róż norodnego
aparatu matematycznego. Stan ten czę sto nie uł atwia interpretacji  otrzymanych  rezultatów,
gdyż  ze  wzglę du  na  róż nice  co  do  metody  i sposobu  przedstawienia,  przeprowadzenie  ich
porównania  okazuje  się   w wielu przypadkach  trudne.  Spowodowało  to powstanie  sytuacji,
w  której  poję cie  statecznoś ci  ruchu  przestało  być  jednoznaczne  i  pod  poję ciem  tym  kryją
się   róż ne,  czę sto  przeciwstawne  własnoś ci  rozwią zań  modelu  matematycznego.  W  niniej-
szych  rozważ aniach  przedstawione  zostaną   gł ówne  istnieją ce  poję cia  statecznoś ci  i  kie-
runki  ich rozwoju,  zarówno dla modeli dyskretnych jak  i cią gł ych, z uwzglę dnieniem  szeregu
waż nych  i  istotnych  róż nic  mię dzy  nimi.

2.  Podstawowe  poję cia  teorii  statecznoś ci  ruchu.  Rodzaje  statecznoś ci  ruchu  układów  dyskretnych

Rozważ my  ukł ad  materialny, bę dą cy  bą dź  w stanie równowagi,  bą dź  w stanie  pewnego
ruchu.  Rozwią zanie  otrzymane  na  podstawie  modelu  matematycznego,  opisują cego  roz-
waż any  ukł ad  materialny,  zapewniają ce  uzyskanie  informacji  o  zachowaniu- się   ukł adu
w przestrzeni  z  biegiem  czasu, bę dziemy  w  dalszym  cią gu  nazywali  procesem.

Ogólnie  rzecz  biorą c,  na  podstawie  intuicji,  statecznoś cią   procesu  bę dziemy  nazywali
wł asność  zachowywania  przez  model  matematyczny  danego  procesu,  przy  dział aniu
mał ych  zaburzeń,  lub  inaczej  niepodatność na  małe  zaburzenia,  których  nie  uwzglę dnia
się  przy wyprowadzaniu  równań ruchu ukł adu. Spodziewamy  się  wtedy, że ukł ad materialny
bę dzie  miał   zdolność  do  zachowywania  wykonywanego  ruchu,  lub  poł oż enia  równowagi
przy  oddział ywaniu  mał ych  zaburzeń.  Jeż eli  rozważ any  proces  ulega  unicestwieniu  nawet
pod  wpł ywem  dowolnie  małych zaburzeń,  wtedy  nazywamy  go  niestatecznym. Proces nie-
stateczny  jest  nieobserwowalny,  to  znaczy  nie  dają   się  zrealizować  w  rzeczywistoś ci,  czyli
inaczej  mówią c  nie wystę puje  w  przyrodzie.
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Przy badaniu teoretycznym dowolnego  rzeczywistego  zjawiska, pomijamy  drugorzę dne
czynniki  i  budujemy  model  fizyczny  i matematyczny,  bę dą cy  naszym  przybliż onym  wy-
obraż eniem o tym  zjawisku.  Opierając  się   o ten model, konstruujemy  nowe  modele tego
zjawiska,  lub  nawet  modele  innych zjawisk.  Powstaje  pytanie,  czy  utworzone  przez  nas
nowe procesy  moż na zrealizować  w  rzeczywistoś ci.

Otóż jeś li  są   one stateczne, to moż liwość  taka, przynajmniej  teoretycznie istnieje.  Jeś li
zaś  ulegają   one  likwidacji  pod  wpływem  małych  zaburzeń  odzwierciedlają cych  warunki
rzeczywiste,  to są   one niestateczne i nierealizowalne w  rzeczywistoś ci.  •

Z  tego  wzglę du,  warunkiem  koniecznym  realizacji  idealnych  procesów  jest,  aby  od-
powiadają cy  im  model  matematyczny  czynił   zadość  tak  zwanej  zasadzie  statecznoś ci,
obejmują cej  istnienie, jednoznaczność i stateczność jego  rozwią zań  pod wpływem małych
zaburzeń.

Należy rozróż niać stateczność wzglę dem  dowolnie małych zaburzeń, decydują cą   o mo-
ż liwoś ci, zrealizowania  procesu  w  rzeczywistoś ci  i  stateczność  wzglę dem  dowolnych  za-
burzeń,  zwią zaną   z  oszacowaniem  odchylenia  procesu,  od  pewnego  procesu  idealnego,
niezaburzonego.  Jednakże  badanie  zachowania  się   procesu  idealnego  przy  wię kszych
zaburzeniach ma znaczenie tylko wtedy,  gdy jest on stateczny  wzglę dem  dowolnie małych
zaburzeń, to znaczy, gdy jest  on obserwowalny  w przyrodzie.  Zarówno jedna jak  i druga
statecznoś ć,  mają   podstawowe  znaczenie  przy  projektowaniu  nowych  obiektów,  gdyż
pozwalają   one na  prognozowanie,  czyli  przewidywanie  zachowania  się   obiektu  podczas
eksploatacji.

Z powyż szych  rozważ ań  wynika,  że poję ciu  statecznoś ci  został  nadany wyraź nie  sens
matematyczny,  dotyczą cy  własnoś ci  modelu  matematycznego,  a  nie  fizyczny,  dotyczą cy
zjawiska  rzeczywistego.  W  tym rozumieniu poję cie  statecznoś ci nie stosuje  się   do zjawisk
rzeczywistych.  Stwierdzenie,  że  rzeczywiste  zjawisko  fizyczne  jest  stateczne  lub  nie, jest
w  powyż szym  znaczeniu  pozbawione  sensu.  W  wię kszoś ci  istnieją cych  sformułowań
badanie  statecznoś ci  wymaga  bowiem:

1)  Porównywania  jednocześ nie  wystę pują cego  zbioru  procesów  zaburzonych  z  procesem
idealnym,  niezaburzonym.

2)  Ustalenia  sposobu  mierzenia  odległoś ci  mię dzy  jednocześ nie  wystę pują cymi  proce-
sami, zarówno w stanie począ tkowym jak  i dowolnym.

3)  Okreś lenia  warunków,  którym  muszą   czynić zadość  te odległoś ci.
Realizacja  tych wymagań  nie jest moż liwa w przypadku  zjawiska  rzeczywistego,  które

odbywa  się  w sposób  jednorazowy.

Chcąc sprecyzować lepiej poję cie statecznoś ci, trzeba brać pod uwagę  specyficzne  cechy
zjawiska, które ma opisywać  model matematyczny. Może to mieć istotny wpływ na  osta-
teczne ś cisłe zdefiniowanie  poję cia  statecznoś ci. Poję cie  statecznoś ci  nie jest  bowiem po-
ję ciem  właś ciwym  dla fizyki  jakiegoś  zjawiska,  lecz podlega  zdefiniowaniu,  w  zależ noś ci
od tego, jakich cech ż ą damy od modelu matematycznego opisują cego  zjawisko.

Podamy  teraz  najważ niejsze  definicje  statecznoś ci  ruchu  zaburzonego,  które  zostały
zdefiniowane  dla  potrzeb  badania  róż nych  własnoś ci  modeli  matematycznych  układów
dyskretnych.



418 R.  GUTOWSKI

0)

2.1. Stateczność w sensie Lapunowa. Rozważ my  równanie  ruchu  zaburzonego  w  postaci

dx

dt
=   f(t,x),  x(to)=xo,

gdzie  x  =   col  [x,,  . . ., x„],   f  = col  [/ i ,  . . . / „ ] .  Zakł adamy, że  funkcja  /   speł nia  dowolne
zał oż enia,  zapewniają ce  istnienie  i  jednoznaczność  równania  (1)  w  pewnym  przedziale
(a, oo).

Definicja.  Rozwią zanie  £ =   C(t)  równania  (1)  jest  stateczne  w  sensie  Lapunowa
przy  r -> oo, jeś li dla  dowolnego  e > O  i  t0  e  (a, oo) istnieje  takie  r)(e, t0)  >  O, że
1)  Wszystkie rozwią zania  x  = x(t)  równania  (1) wł ą cznie z C(t) speł niają ce  warunek

(2)  \ \x(to)- ł ;(t0)\ \   <  rj,

są  okreś lone  w [t0,  oo], lub jak  niekiedy mówimy, są okreś lone w przyszł oś ci
2)  D la  rozwią zań  tych  zachodzi  nierówność

(3)  '

Jeś li ponadto jest

(4)

wtedy  rozwią zanie  £(/) jest  asyraptotycznie  stateczne.

Rys.  1 Rys.  2

Inaczej mówią c, rozwią zanie  C(?) jest stateczne, jeś li rozwią zanie *(/ ) dostatecznie bliskie
niego  dla  t  =  t0,  leży  cał kowicie w dowolnie  wą skim  e —  otoczeniu, zbudowanym  wokół
rozwią zania  %(t).

Gdy  f(t,  0)  = O wtedy  równanie  ( ł ) ma rozwią zanie  zerowe  Ł ,  — O, zwane poł oż eniem
równowagi.  Definicję  statecznoś ci  tego  rozwią zania  zerowego  otrzymujemy,  kł adą c
w  (2), (3), (4), C(t0)  =  O i ą (t)  =  0.

Jeś li r\  moż na dobrać niezależ nie od t0,  to znaczy jest ij  =   ł j(e), to stateczność nazywamy
jednostajną.

Należy  zaznaczyć,  że  ze  statecznoś ci  rozwią zania  niezerowego  Ę (t)  równania  (1) nie
wynika  jego  ograniczoność  i na odwót.

Przedstawiona definicja  statecznoś ci  w sensie  Lapunowa, obejmuje  przypadek  klasycz-
ny,  podstawowy,  statecznoś ci  wzglę dem  zaburzeń  tylko  wartoś ci  począ tkowych.  Moż na
rozważ ać  również  stateczność  przy  mał ych  zaburzeniach  samej  postaci  równania  (1),  to
znaczy  przy  mał ych  zmianach  funkcji  f(t,  x),  wystę pują cej  po  prawej  stronie  równania





420  R-   GUTOWSKI

1)  Każ de  rozwią zanie  x(t;  t0,  x0)  moż na  nieograniczenie  przedł uż yć w prawo,  to  znaczy
ma ono sens  w  [t0,  oo), czyli jest ono okreś lone w przyszł oś ci

2)  N orma każ dego rozwią zania  x(t;  t0,  - £0) jest ograniczona w [t0,  oo)

(8)  *  \ \x(t;tQ,  xo)\ \   «S M(to,xo)  =  const  <  co,  t e  [t0,  co).

Z  definicji  tej  jest  widoczne,  że stateczność w sensie  Lapunowa  i w  sensie  Lagrange'a
róż nią  się  w  istotny  sposób.  Istotnie stateczność w sensie  Lapunowa dla  równań  nielinio-
wych  jest  zindywidualizowana,  to  znaczy  jedne  rozwią zania  mogą  być  stateczne w  sensie
Lapunowa,  a  inne  nie.  Natomiast  stateczność  w  sensie  Lagrange'a,  dotyczy  wł asnoś ci
obejmują cej  wszystkie  rozwią zania  równania  nieliniowego,  a  więc  dotyczy  ukł adu,  a nie
indywidualnych  rozwią zań.  Nastę pnie rozwią zania  stateczne w sensie  Lapunowa dla  rów-
nania  (1)  nie  muszą  być  ograniczone,  co  stanowi  drugą  podstawową  róż nicę,  mię dzy
statecznoś cią  w  sensie  Lapunowa  i  Lagrange'a.  Widać  wię c, że  ukł ad  stateczny w  sensie
Lapunowa  może  być  niestateczny  w  sensie  Lagrange'a  i  na  odwrót.  Poję cia  obu  tych
statecznoś ci  są  równoważ ne  tylko  wtedy,  gdy  ukł ad  (1) ma rozwią zania  Ę (t) ograniczone,
które  są  globalnie  asymptotycznie  stateczne w sensie  Lapunowa, to  znaczy  wzglę dem  do-
wolnych  zaburzeń  wartoś ci  począ tkowych.  Wtedy  ukł ad  (1) jest  też  stateczny  w  sensie
Lagrange'a.  Również wszystkie ukł ady liniowe jednorodne, stateczne w sensie  Lapunowa,
są  stateczne w  sensie  Lagrange'a  i na  odwrót.

2.3. Stateczność orbitalna.  Rozważ my  równanie  róż niczkowe  nieliniowe  autonomiczne

(9)  •   ^ r = / ( * } '   * ( f°) = *o.

Zakł adamy,  że  funkcja  /   speł nia  warunki,  zapewniają ce  istnienie  i  jednoznaczność
rozwią zań  równania (9) w rozważ anym  obszarze współ rzę dnych stanu x.

Niech  x  =  x(t)  bę dzie  rozwią zaniem  równania  (9). Zbiór punktów Lwn  wymiarowej
przestrzeni  euklidesowej  E",  tworzą cych  rozwią zanie  równania  (9),  bę dziemy  nazywali
trajektorią  rozwią zania.

Odległ ość  punktu  z  e E£  od  zbioru  L  zawartego  w  tej  przestrzeni  okreś lamy  nastę-
pują co

(10)
xeL

Niekiedy  dogodnie  jest  dla  rozwią zania  x  — x(t)  rozważ ać  zbiór  punktów  £ +  w  E",
odpowiadają cych  wartoś ciom  parametrów  t0  ^  t  <  oo.  Zbiór  ten  nazywamy  pół trajek-
torią  dodatnią  (analogicznie  okreś lamy  póltrajektorię  ujemną  I r ) .

Definicja.  Rozwią zanie  C  = £(?) równania  (9) nazywamy  orbitał nie  statecznym  przy
t  - * co, jeś li  dodatnie pół trajektorie L+  wszystkich rozwią zań, które w chwili  t0  są dostate-
cznie  bliskie  rozwią zania  C(/) są  przez  cały  czas  te  [t0,  oo) zawarte  w  dowolnie  mał ym
e —  otczeniu dodatniej  póltrajektorii  IĄ  rozwią zania  C(t).

Inaczej mówią c, dla dowolnego  e >  0 istnieje r](s,  t0)  >  0 takie, że jeś li  \ \x(to- C(to)\ \   <
<  rj  to  e(x(t),  Li)  «£ e  dla  /  ^  tQ.

Jeś li  ponadto  g(x(/ ), LJ)  - * 0 przy  t  -> co  to  rozwią zanie  C(t)  nazywamy  asympto-
tycznie  orbitał nie  statecznym.
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G dy  na  przykł ad  Li  jest  zamknię tą   asymptotycznie  orbitalnie  stateczną   trajektorią,
to  trajektorie  L+  dostatecznie bliskie niej  w  chwili  t  =  t0,  nawijają   się   na nią   przy  t  -»  co.

Jeś li  rozwią zanie  Ę (t)  jest  stateczne  w  sensie  Lapunowa,  to  wynika  stąd  również  sta-
teczność orbitalna  tego  rozwią zania,  lecz nie na  odwrót.

Rys. 3

2.4. Poję cie  o statecznoś ci w sensie  Poissona.  Rozważ my  ruchu  punktu  na  powierzchni

torusa.  N iech  ruch ten opisują   równania  róż niczkowe

dtp  dd

dt  '  dtOD cc = const  >  0.

Trajektorie  punktu A  na  torusie  otrzymujemy  z równania  róż niczkowego

(12)  - r̂=«

Rys.  4

Każ dą   z  trajektorii  na  torusie,  otrzymujemy  z  trajektorii  podstawowej  cp =  <x,Q,  przez
dodanie stałej C, wystarczy  wię c zbadać strukturę  trajektorii  podstawowej.  Rozważ my  dwa
przypadki

1)  a  =  - - 7Tjest  liczbą   wymierną.  Wtedy  trajektoria  cp  = —8  jest  lini ą   zamknię tą   na  po-
K-   fc

wierzchni  torusa  i  po  wykonaniu  skoń czonej  iloś ci  zwitek  przechodzi  przez  punkt
0  = 2k?!;, <p  =  Inrn  pokrywają cy  punktem (0, 0)

2)  a jest liczbą   niewymierną. Aby  zbadać strukturę  trajektorii w tym przypadku,  korzystamy
z  nastę pują cego  rezultatu.
Rozważ my  liczby  w postaci  (na), gdzie n jest liczbą   cał kowitą  dodatnią, zaś  (na)  czę ś cią

uł amkową   liczby  na,  to  znaczy  0  <  (na)  <  1.  D la  n  =  1, 2, 3,  . . . , m amy  cią g  liczb
(a),  (2a), (3a), . . ., które moż emy przedstawić  jako  punkty w przedziale  [0,1]. Jeś li  a  >  0
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jest  liczbą   niewymierną,  to  liczby  (na)  dla  n  — 1,2,3,  ...,  tworzą   zbiór  wszę dzie  gę sty
w  przedziale  [0,1].

Trajektoria  cp  =   a.6  wychodzą ca  z punktu  (0, 0) wykonuje  kilka  zwitek  i przecina  rów-

( 9  \

d  =   , ę   =   2n\  róż nym od wyjś ciowego, nastę pnie po  wyb
kilk u  zwitek,  przecina  równik  <p  =  0  w  nowym  punkcie!  , 4 J I)  i  tak  dalej.  Wobec

tego  trajektoria  przecina wielokrotnie  równik  w punktach (  , 2kn  I . Pomijając  wartoś ci

bę dą ce  wielokrotnoś ciami  2n,  mamy  nastę pują ce  współ rzę dne  punktów  przecię cia  tra-

jektorii  cp =   aB  z  równikiem 12n I  —  I, 01,  gdzie  I —  I jest  czę ś cią   uł amkową   liczby  I —

(/c =  1, 2,  3,  . . . ).  Na podstawie  przedstawionego  wyż ej  rezultatu  liczby  I —  I  tworzą   zbiór

wszę dzie  gę sty  w  przedziale  [0,2TE],  a  wię c  punkty \2nI  —  I, 01 tworzą   zbiór wszę dzie  gę sty

na  równiku  cp =   0.  Rozważ ania  te  moż na  bez  zmian  powtórzyć  dla  dowolnego  równo-
leż nika  <p  — c,  zatem  trajektoria  <p  =   a.0 jest  wszę dzie  gę sta  na  powierzchni  torusa.

Rozważ my  jakikolwiek  konkretny  ruch  po  trajektorii  cp =  ad  na  przykł ad

(13)  cp =   at,  0  =   t

Ponieważ  ruch  ten  odbywa  się   po  trajektorii  cp  =   aB wszę dzie  gę stej  na  powierzchni
torusa  i prę dkość  ruchu jest  stała  v  =  j/ l+ o c 2  =  const  >  0,  wię c  dla  każ dego  otoczenia
punktu  (0,0) istnieje  t  >  t0  takie, że punkt reprezentują cy  A(8  =   t,cp  =   at)  należy  do  tego
otoczenia.  Mówią c  potocznie  rozważ any  ruch  ma  tę   własnoś ć,  że  punkt  reprezentują cy
O  powraca  nieskoń czenie  wiele  razy  w  każ de  otoczenie  punktu  (0, 0),  mimo  że  może
w  mię dzyczasie  znacznie  oddalić się   od tego  punktu. Wł asność ta nazywa  się   statecznoś cią
ruchu  w  sensie  Poissona  i  jest  to  rodzaj  statecznoś ci  odmiennej  od  statecznoś ci  w  sensie
Lapunowa,  Lagrange'a  i  statecznoś ci  orbitalnej.  Stateczność  w  sensie  Poissona,  znajduje
zastosowanie  mię dzy  innymi  przy  badaniu  własnoś ci  ruchów  okresowych  i prawie  okreso-
wych.

2.5.  Stateczność techniczna.  Rozważ my  równanie  róż niczkowe  w  postaci

(15)  ~  =   F(t,  z)+F(t, z),  z(t0)  =   z0  =   x0

Zakł adamy,  że  funkcje/   i F  spełniają   warunki, zapewniają ce  istnienie i jednoznaczność
rozwią zań  rozważ anych  równań  w  skoń czonym  obszarze

tô t^T,  ||*||  <  H,  \ \z\ \  ^  H

P on adto n iech / ( /, 0)  =   0, F(t0  z0)  =   0. Funkcja F(t,  z) może być praktycznie nieznana,
lecz  zakł adamy,  że  znane  jest  oszacowanie  tej  funkcji  oraz  wartoś ci  począ tkowych  z0

(16)  ||«oll  <  «J,  \ \F(t,  z)\ \ <  I\ t)  dla  t0  <  /  <  T.

W  szczególnym  przypadku  może  być  F(t)  —y  — const.
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Definicja:  N iech z =  z(t; t0,  z0)  przedstawia  wszystkie ruchy  opisane  równaniem  (15),
spełniają ce  warunek  począ tkowy  z(t0)  =  z0  i  ograniczenia (16).
Jeś li

(17)  \ \z(t; tt

(w  szczególnym  przypadku  może  być A(t)  =  X — const),  to  proces  x(t;  t0,  x0),  czyli
rozwią zanie  równania  (14) nazywamy  statecznym  technicznie,  wzglę dem  wartoś ci  ogra-
niczeń  z%, F(t),  A(t).

Proces  x(t; t0,  x0)  nazywamy  niestatecznym  technicznie  wzglę dem  tych  ograniczeń,
jeś li  dla t0  ^  t <  T, chociaż by jedno z rozwią zań  z(t; t0,  z0)  nie speł nia  nierównoś ci  (17),
co  najmniej  w jednej  chwili  z  przedziału  t0  ^  t ^  T.

Rys. 5

Istotną   sprawą   w  tak rozumianym  poję ciu  statecznoś ci  jest  to, że wartoś ci  z$ i  A(t)
(lub  X =  const.)  obiera  się  jeden  raz dla danego  zagadnienia,  niezależ nie  od siebie  oraz,
że  ż ą dane  własnoś ci mają   mieć miejsce  w skoń czonym  przedziale  czasu  t0  <  t <  T, gdzie
wartość  T  obieramy  również  jeden  raz dla danego  zagadnienia.

Porównując  rozważ aną   stateczność  techniczną   na przykł ad ze  statecznoś cią   w  sensie
Lapunowa  stwierdzamy,  że w tej ostatniej dla każ dego  obszaru  QA  musiał   istnieć  obszar
i2*o  t aki ,  aby  startują ce  z niego  rozwią zanie  pozostawało stale  (T =  oo) w  obszarze  QA.
W  stosunku  do statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa,  stateczność  techniczna ma zł agodzone
warunki,  bardziej  przystosowane  do potrzeb  praktyki.

2.6.  Ogólne  uwagi o niektórych  innych rodzajach  statecznoś ci.  W  powyż szych  rozważ aniach
przedstawionych  zostało kilka  poję ć  statecznoś ci  ruchu, przy  czym poję cia  te są  odmienne,
zatem  przy  badaniu  statecznoś ci  ruchu  trzeba  wyraź nie  sprecyzować,  jaka  stateczność
podlega  badaniu.  Oprócz  wymienionych  wyż ej  rodzajów  statecznoś ci  ruchu,  istnieją
liczne  ich modyfikacje  oraz  inne jeszcze poję cia  statecznoś ci  ruchu,  odmienne  od rozwa-
ż anych  wyż ej.  D okonanie systematycznego  i wyczerpują cego  przeglą du  istnieją cych  obec-
nie  poję ć  statecznoś ci,  przekroczył oby  ramy  niniejszych  rozważ ań.

Omówimy  tylko  ogólnie  jeszcze  jedno  poję cie,  które  czę sto  nosi  nazwę   wraż liwoś ci
własnoś ci  rozwią zań,  na zmiany  strukturalno- modelowe. Aby  objaś nić  to poję cie,  posł u-
ż ymy  się  przykł adem  trzech  równań  róż niczkowych  w  postaci

(18)  x+Px+a2sinx  = 0,

(19)  x+px+a

2x  = 0,

(20)
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Równania  (19) i (20) moż na uważ ać  za modele zastę pcze, uproszczone, powstałe w  wy-
niku  zaburzenia  modelu  wyjś ciowego  (18),  czyli  zaburzenia  struktury  ukł adu.  Również
równania  (18) i  (19)  moż na  uważ ać  za  modele zastę pcze wzbogacone,  powstałe w wyniku
zaburzenia  modelu  wyjś ciowego  (20).  Zaburzeniom  tego  typu  towarzyszy  modyfikacja
równania  róż niczkowego,  czyli  modelu  matematycznego  opisują cego  dane  zjawisko.

Z  fizycznego  punktu widzenia modyfikacje  takie są uzasadnione, jeś li  zmiany  równania
róż niczkowego,  polegają ce  na doł ą czaniu  lub odł ą czaniu  mał ych  skł adników  równania
róż niczkowego,  pocią gają  za  sobą  małe  zmiany  rozwią zania.  Przypuszczamy  zwykle,
że  tak  jest,  opierając  się na intuicji  fizycznej,  jednakże  przypuszczenie  takie  nie  zawsze
jest  prawdziwe,  zwł aszcza  dla  procesów  dł ugotrwał ych, gdyż  małe  zmiany  równania  róż-
niczkowego,  mogą  w  istotny  sposób  wpł ywać  na zachowanie  się rozwią zania.  Jeś li na
przykł ad oscylacyjność  rozwią zań jest nadrzę dną cechą jakoś ciową, którą chcemy zachować
modyfikując  model matematyczny, to  równania  (18), (19) i (20) moż emy  uznać za  równo-
waż ne  na  przykł ad dla  mał ych /? > 0. G dy  cechą  nadrzę dną jest  okresowość  rozwią zania,
to  model  (20)  czyni  temu  zadoś ć,  natomiast  modele  (18)  i  (19) już nie.

Powstaje  więc  zagadnienie  wyodrę bnienia  klas  równoważ nych  równań  róż niczkowych,
w sensie zachowania pewnej  wł asnoś ci, lub pewnego  zespołu wł asnoś ci W. Jest to zagadnie-
nie  wraż liwoś ci  strukturalno  modelowej,  nazywanej  również ,statecznoś cią  w sensie  Bel-
lmana,  polegają ce  na  tym,  aby  przy  zastą pieniu  jednego  modelu matematycznego  innym,
wyróż niane  wł asnoś ci ukł adu nie zmieniały się w istotny  sposób  i znajdowały  się w  zasię gu
naszej  kontroli.  Wraż liwość  może  dotyczyć  nie  tylko  zespołu W wł asnoś ci  jakoś ciowych,
lecz  również  zmian  iloś ciowych  pewnych  wielkoś ci  jak  na  przykł ad  zmiany  wartoś ci  roz-
wią zania,  cał kowitej  energii  ukł adu,  funkcji  celu  w procesach  optymalnych  itp.

Jednym  z wariantów  zagadnienia  wraż liwoś ci  nabierają cych  ostatnio  coraz  wię kszego
znaczenia  praktycznego,  jest  zagadnienie  wraż liwoś ci  iloś ciowej  rozwią zania  na zmianę
parametrów,  które przedstawimy  poglą dowo  w sposób  nastę pują cy.  N iech model matema-
tyczny  pewnego  zjawiska  fizycznego  bę dzie  opisywany  równaniem  róż niczkowym  w pos-
taci

(21)  0  -   'x- / (t,  x, x, c) = 0,  x(t0) = x0,  x(t0) =  x0.

Rozwią zanie  równania  (21)  bę dziemy  uważ ali  za znane. Zagadnieniem,  które  chcemy
zbadać, jest  wraż liwość  rozwią zania x(t, c) na zmianę parametru c, to znaczy  zmiana  tego
rozwią zania,  gdy  parametr c zmieni  się o wartość  Ac.  W tym  celu  wprowadzamy  funkcję
wraż liwoś ci  w postaci

,  .  x(t,c+Ac)- x(t,c)  8u
(22)  u(t,  c) =  hm  —  —  =   - - .

AC- Ô  Ac  dc

N a  podstawie  zwią zku  (22)  mamy  przybliż oną  zależ ność

(23)  x(t, c+Ac)- x(t,  c) £  u(t,  c)Ac.

Jeś li  więc  wyznaczymy,  lub  oszacujemy  funkcję  «(/, c), wtedy  na  mocy  (23)  moż emy
wyznaczyć  w przybliż eniu,  lub  oszacować  zmianę funkcji  x{t, c) wynikłą  wskutek  zmiany
parametru  c o wartość  Ac. Moż na  również  sformuł ować  zadanie  odwrotne,  wyznaczenia
takiej  zmiany Ac parametru c,  aby  odchylenie  rozwią zania  x(t, c) powstałe pod  wpł ywem
tej  zmiany,  nie  przekroczyło z  góry  ż ą danej  wartoś ci.
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Równanie  róż niczkowe  dla  funkcji  u(t,c)  otrzymujemy,  róż niczkując  równanie  (21)

wzglę dem  parametru  c

80  80  dx  8f  8x_  8f  3x*  df  _
dc  8x  dc  8x  dc  8x'dc  dc

Stąd  mamy

..  df  .  df  df
v  dx  CX  dc

Ponieważ  rozwią zanie  x(t,  c)  uważ amy  za  znane,  wię c  znane  są   również  funkcje

,  ,  3f  ..  .  df  .  ,  df
(X\ l,  C  I   —  r, •   > \ J W,  Cl  —  ——  , V\ l  , C)  —  ~ 7T~ł

dx  dx  dc

Równanie  (24)  przybiera  wię c  postać

(25)  u+a(t,  c)u + P(t,  c)u  =  y(t,ć ).

Zwróć my  uwagę   na  to,  że  dla  równania  nieliniowego  (21)  równanie  róż niczkowe
wraż liwoś ci  (25) okazuje  się   liniowym  równaniem  róż niczkowym  o zmiennych  współczyn-
nikach.  Waż nym  praktycznie  przypadkiem  rozważ anego  zagadnienia,  jest  wraż liwość
równania  róż niczkowego  o  stałych  współczynnikach,  na  zmiany  współczynników  rów-
nania.  Niech  równanie  (21)  ma  na  przykład  postać
<26)  x+ax+bx  =f(t).

Chcemy zbadać wraż liwość rozwią zań  tego równania, na zmianę  współczynnika  na  przyk-
ład  b,  który  w  rozważ anym  teraz  przypadku  odgrywa  rolę   parametru  c.  Róż niczkując
równanie  (26)  wzglę dem  parametru  b,  otrzymujemy  na  mocy  (22)  (dla  b  — c)

(27)  u+au  + bu  =   — x.

Równanie  róż niczkowe  wraż liwoś ci  ma  wię c  taką   samą   postać  jak  równanie  (26),
lecz  po prawej  stronie wystę puje  ten składnik równania  (ze znakiem minus), który  w  rów-
naniu  wyjś ciowym  (26)  wystę pował   wraz  ze  współczynnikiem  b.

Rezultaty  badania  wraż liwoś ci  na  zmiany  współczynników  równań  liniowych  są   os-
tatnio  z  powodzeniem  stosowane  przy  pewnym  rodzaju  syntezy  ukł adów  mechanicznych
i  elektrycznych,  zwanym  zagadnieniem  modyfikacji  ukł adu.

Spoś ród  omówionych  rodzajów  statecznoś ci  ukł adów  dyskretnych,  dla  wię kszoś ci
potrzeb  wystę pują cych  w  zastosowaniach  technicznych,  najlepiej  przystosowana  jest  sta-
teczność  techniczna.  Poję cie  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa,  zawiera  niejednokrotnie
zbyt  ostre  wymagania  w  stosunku  do  potrzeb  techniki  w  chwili  obecnej,  mimo  tego  sta-
teczność ta jest w technice szeroko  stosowana, ze wzglę du na najlepiej  opracowane metody
jej  badania.  Poję cie  statecznoś ci  w  sensie  Lagrange'a  jest  bez  modyfikacji,  z  punktu  wi-
dzenia potrzeb  technicznych zbyt  szerokie,  ze wzglę du na  dowolność  stałej,  ograniczają cej
rozwią zanie  modelu  matematycznego.  Niedogodnoś ci  powstają ce  przy  stosowaniu  róż-
nych  pojęć  statecznoś ci  w  technice,  zostały  w  znacznej  mierze  usunię te,  przez  wprowa-
dzenie  poję cia  statecznoś ci  technicznej,  odpowiadają cej  najbliż ej  potrzebom  techniki.

Należy zaznaczyć, że metody badania róż nego  rodzaju  statecznoś ci, wywodzą   się  w  du-
ż ym  zakresie  z  metod  opracowanych  dla  badania  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa.  Tak
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więc stosowanie  metod  badania  statecznoś ci  za pomocą  tak zwanych  funkcjonał ów La-
punowa, nie oznacza zawsze, że badana jest stateczność w sensie Lapunowa. Z tego wzglę du
zaznajomienie  się z metodami  badania  statecznoś ci  róż nego  rodzaju,  celowe  jest  rozpo-
czynać  od metod,  opracowanych  dla statecznoś ci  w sensie  Lapunowa.

3.  Podstawowe  róż nice  mię dzy  statecznoś cią  modeli  matematycznych  ukł adów  dyskretnych  i  cią gł ych

N orma  stosowana  w  definicjach  o  statecznoś ci  (na przykł ad  w  sensie  Lapunowa)
modeli matematycznych uł adów dyskretnych,  jest miarą odległ oś ci mię dzy  rozwią zaniami,
mię dzy  innymi  rozwią zań  x(t)  od rozwią zania  idealnego, niezaburzonego  § =  0. Istotną
sprawą  jest fakt,  że normy w przestrzeniach o skoń czonej iloś ci  wymiarów  są topologicznie
równoważ ne.  Inaczej mówią c, jeś li dla równania róż niczkowego  zwyczajnego,  opisują cego
tikł ad o skoń czonej  iloś ci  stopni swobody,  stwierdzimy  stateczność rozwią zania  na przyk-
ł ad  £ =  0  wzglę dem  pewnej  normy,  to jest  ono stateczne  również  wzglę dem  dowolnej
innej  normy. Natomiast wł asność ta nie ma na ogół  miejsca,  w przypadku  nieskoń czonej
iloś ci  współ rzę dnych  stanu, co odgrywa  zasadniczą  rolę w sformuł owaniu  i badaniu sta-
tecznoś ci  rozwią zań  równań o pochodnych czą stkowych,  opisują cych  dynamikę  oś rodków
cią gł ych.  Proces opisiiją cy  zachowanie się oś rodka cią gł ego, może być stateczny  wzglę dem
jednej  normy,  zaś wzglę dem  innej  niestateczny.

Drugą  waż ną  okolicznoś cią,  którą  trzeba  brać pod uwagę  przy  badaniu  statecznoś ci
jest  fakt,  że w  przypadku  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  opisują cych  ukł ady dys-
kretne,  wartoś ci  począ tkowe  są  liczbami,  zaś istnienie  i  jednoznaczność  rozwią zania  są
zależ ne  tylko  od regularnoś ci  prawej  strony  / ( / , x) równania róż niczkowego  j(l) . W przy-
padku  równań  róż niczkowych  o  pochodnych  czą stkowych,  opisują cych  ruch  ukł adów
cią gł ych,  wartoś ci  począ tkowe  są na ogół  funkcjami.  Istnienie i jednoznaczność oraz ogra-
niczoność  rozwią zań  zależ ą , wtedy' nie  tylko  od regularnoś ci  samego  równania,  lecz rów-
nież  od regularnoś ci  funkcji  przedstawiają cych  wartoś ci  począ tkowe.

Rozważ my  bliż ej  to zagadnienie na przykł adzie równania  liniowego  typu  hiperbolicz-
nego  drugiego  rzę du,  opisują cego  drgania  poprzeczne  struny  lub podł uż ne  prę ta.

(28)  - g L ^ - g i,  0 < x < / ,  * >0 .

Niech  warunki  brzegowe  mają  postać

(29)  u(0,O- O.  «( / , 0 - 0.

Zakł adamy, że  warunki począ tkowe  mają  postać

(30)  u(x, 0) .  ,»(*),  - M ^ -   =   f(x).

Stosując  formalnie  metodę rozdzielenia  zmiennych, moż emy  rozwią zanie  zagadnienia

przedstawić  w  postaci

00

/  mi  •  _  . mi \  . nn, . , .  ,  .  VI   .  ,  Vi  /   ,  mi  _  .  mi  \  .  nn

(31)  u(x, t) =  2J  ll«(x' 0  =  2J  [An0os- ~pat + Bnsm- Y- at\ sm- j- x.
n = l  ^
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Funkcja  ta  speł nia  warunki  brzegowe  (29).  Warunki  począ tkowe  przedstawiamy
w  postaci

co

u{x,  0)  =   (p(x)  -

8u(x,0)  VI   .  nn
j t —  =  y>(x) =  2J  y,,sm—x,

gdzie
i i

2  f  .  .  nn  2
(pn =—r-   I   < p( f)sin—crf|,  ip„  =  —

I   J  I   1
o

N a  mocy  (31)  otrzymujemy

7

(32) An  =  cp„, B„  =

Formalnie  zbudowany  szereg  (31)  przedstawia  rozwią zanie  zagadnienia  (28)- (30),
jeś li  szereg  ten jest jednostajnie  zbież ny  wraz  z  szeregami,  które  otrzymujemy  przez  dwu-
krotne  róż niczkowanie  (31)  wzglę dem  x  i  t.

Cią głość  funkcji  u(x,  t)  wynika  z jednostajnej  zbież noś ci  szeregu  (31), którego  ogólny
wyraz  jest  funkcją   cią gł ą.  Biorą c  pod  uwagę   nierówność

\u„(x,t)\ś \
widzimy,  że  szereg

jest majorantą   szeregu  (31), której  zbież ność zapewnia jednostajną   zbież ność  szeregu  (31),
to znaczy cią głość u(x,  t). Analogicznie zbież ność jednostajna  a wię c  i cią gł ość pochodnych

du  82u  82u  .,  ,
- = —,  - Z- Z- ,  ^r- r̂  wynika  ze  zbież noś ci  maiorant
ot  ot  ox

Wobec  tego  dowód  zbież noś ci  szeregu  przedstawiają cego  funkcję   (31)  i  szeregów
przedstawiają cych  jej  pochodne do  rzę du  drugiego  wł ą cznie, sprowadza  się   do  dowodu
zbież noś ci  szeregów

(33)

(34)  2/ "*I V. I »  * - - l i O , l,
n= l
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Moż na  udowodnić,  że  warunkiem  wystarczają cym  zbież noś ci  szeregów  (33)  jest,  aby
funkcja  <p(x)  miała  cią głe  pochodne do  drugiego  rzę du  wł ą cznie  i  trzecią   pochodną   od-
cinkami  cią głą   oraz  aby  CJ(O)  =   <p(l)   =  0,  <p"(0)  =   <p"{l)   — 0.

D la  zbież noś ci  szeregów  (34)  wystarczy,  aby  funkcja  ip(x)  miała  cią głą   pierwszą   po-
chodną   i  drugą   pochodną   odcinkami  cią głą   oraz  aby  tp(O) =   ip(l)  =  0.

G dy  wartoś ci  począ tkowe  <p(x)  i  y(x)  nie  spełniają   wskazanych  wyż ej  warunków,  na
przykł ad  są   one  tylko  cią głe,  wtedy  u(x,  t)  nie  jest  na  ogół   rozwią zaniem  zagadnienia
(28)—(30)  w  sensie  klasycznym.  W  tym  przypadku  wprowadza  się   poję cie  rozwią zania
uogólnionego  w sensie  Sobolewa,  które dla pewnych chwil  t  «•   t*   może przybrać charakter
dystrybucji.

Z  powyż szych  rozważ ań  jest  widoczne, że  rozwią zanie  równania  róż niczkowego  o po-
chodnych czą stkowych,  zależy  od regularnoś ci wartoś ci począ tkowych, co nie miało  miejsca
dla  równań  róż niczkowych  zwyczajnych.  M a  to  istotne  znaczenie  dla  poprawnego  sfor-
muł owania  zagadnienia  granicznego,  zapewniają cego  cią głą   zależ ność  rozwią zania  od
wartoś ci  począ tkowych  oraz dla sformuł owania statecznoś ci rozwią zań  w sensie Lapunowa
w  przypadku  ukł adów  cią gł ych,  gdyż  zagadnienia  te  bada  się   przy  zaburzeniu  wartoś ci
począ tkowych.  Stąd  jest  widoczne,  że  bezpoś rednie  i  bezkrytyczne  przenoszenie  poję ć,
definicji  i  metod  dla  statecznoś ci  rozwią zań  równań  róż niczkowych  zwyczajnych,  na  sta-
teczność  rozwią zań  równań  róż niczkowych  czą stkowych,  może  doprowadzić  do  zasadni-
czych  nieporozumień  i  niejasnoś ci.

Jednym  z najważ niejszych  zagadnień, jest jak  wynika  to z dotychczasowych  rozważ ań,
ustalenie  odległoś ci  mię dzy  rozwią zaniami  zaburzonymi  i  rozwią zaniami  niezaburzonymi.
Warunki  nał oż one  na  tę   odległ oś ć, powinny  zapewniać  mię dzy  innymi  takie  ograniczenie
stanu  w  chwili  począ tkowej,  aby  proces  niezaburzony  był   stateczny,  w  sensie  przyję tej
odległ oś ci.  Trzeba  przy  tym  liczyć  się   z  faktem,  że  dowolne  zaburzenie  nawet  bardzo
regularnego  stanu  począ tkowego,  może  po  zaburzeniu  doprowadzić  do  takich  wartoś ci,
które  generują   rozwią zania.uogólnione.  Sprawa  przyję cia  właś ciwej  odległoś ci,  ma  wię c
dla  badan ia  statecznoś ci  procesów  cią gł ych  podstawowe  znaczenie.

Rozważ my  to  zagadnienie  bliż ej,  na  przykł adzie  równania  struny  (28)  z  warunkami
(29)  i  (30).  Wprowadzamy  odległość mię dzy  procesami  zaburzonymi  u(x,  t)  i  procesem
niezaburzonym  u  =   0  w  postaci

(35)  Q  =   sup  \u\ +  sup  ~
xs[0,l]  xe[0,l]  "t

Ograniczenie  Q W chwili  t  =   0, jest  wię c równoważ ne  ograniczeniu wartoś ci  począ tko-
wych  w  tym  sensie,  że  jeś li. g|/ = 0  jest  mał e,  to  również  małe  jest  wychylenie  i  prę dkość
punktów  struny  w  chwili  t  — 0  i  na  odwrót.  Tego  rodzaju  ograniczenie  wartoś ci  począ t-
kowych,  przyjmuje  się   dla  badania  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa  rozwią zań  równań
róż niczkowych  zwyczajnych  i  dla  tych  równań,  ograniczenie  to  pocią ga  za  sobą   np.  dla
oscylacyjnego  rozwią zania  równania  liniowego  o  stał ych  współ czynnikach,  ograniczenie
wychyleń  i  prę dkoś ci  w  dowolnej  chwili  t.  Takiej  własnoś ci  spodziewamy  się   na  ogół,
badając  stateczność  ruchu.

Pokaż emy, że dla  procesów  cią gł ych, ograniczenie wychyleń  i prę dkoś ci  począ tkowych,
to znaczy  odległoś ci Q W chwili  i  =  0, nie pocią ga za sobą   na ogół  ograniczonoś ci  wychyleń
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i  prę dkoś ci  w dowolnej  chwili  /. Przykł ad ten wskazuje  wyraź nie,  że przenoszenie  pojęć
i  przyzwyczajeń  ze statecznoś ci  równań  róż niczkowych  zwyczajnych,  może  doprowadzić
do  niepowodzenia,  w  przypadku  badania  statecznoś ci  procesów  cią gł ych.

Na  mocy  (31)  i  (35) mamy

nn  .  nn
, cos —=~ at +  B„  sin  —  at

nn

Dla  t  = 0 mamy

(36)
1 1 = 1

ZJT
l

- aBn

Niech  funkcje  począ tkowe  <p(x)  i  ^(x)-  bę dą  takie,  że

nn  _
(37) An  = ,3 / 2

nn  _  nn
—at  + £„cos—.— at

Wtedy  szeregi  w wyraż eniu  (36) są zbież ne, gdyż szereg J  ̂ ~s~Jest  zbież ny  dla  a  > 1
n—l

i  rozbież ny  dla  a ^  1. Stąd jest widoczne, że g|,= 0  jest  wielkoś cią  ograniczoną  i  zmierza
do  zera  przy  e —•  0.

Jednakże  Q nie  jest  wielkoś cią  ograniczoną,  gdyż  dla  wartoś ci  t  — t*   dla  których

nn im

I
im

=  1,  cos—^ai*  = 0

mamy

(38) B,2
u - 1

nn aA„ZJ
n = l

r

[ 1  s  na  e
~n71^  +  Tn^\  ~C°-

Ten nieoczekiwany  na pozór  rezultat moż na wyjaś nić  zarówno z matematycznego jak
i  fizycznego  punktu  widzenia.

Z matematycznego punktu widzenia,  w równaniu  (28), oprócz pochodnej wzglę dem  t,
wystę puje  pochodna wzglę dem  zmiennej przestrzennej  x,  co  nie ma miejsca  w przypadku
równań róż niczkowych zwyczajnych.  Natomiast odległ ość (35) nie nakł ada  ż adnych  ogra-
niczeń, na pochodne wzglę dem  zmiennej przestrzennej x.  Wobec tego szeregi  przedstawia-
ją ce te pochodne, mogą okazać się rozbież ne przy pewnych wartoś ciach /, jak  to ma miejsce
w  przypadku  rozwią zań  uogólnionych.

Z  fizycznego  punktu  widzenia  ograniczenie  wielkoś ci  u  i  - t-  dla  t  = 0,  to  znaczy

ograniczenie  począ tkowych  wychyleń  i  prę dkoś ci  punktów  struny,  zagwarantowanie

ograniczeniem odległ oś ci w postaci  (35), nie  ogranicza  jej  począ tkowej  energii  potencjal-

nej,  zależ nej  od  pochodnej  — .  Energia  potencjalna  przekształ ca  się  podczas  drgań

struny  w energię  kinetyczną  i może  spowodować  nieograniczony  wzrost  ą  dla  pewnych

2  Mech.  Teoret.  i  Stos.  4/78
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wartoś ci  /  —  t*.  Oczywiś cie  nie  dotyczy  to  struny  rzeczywistej,  lecz  jest  konsekwencją
przyję tego  modelu matematycznego mają cego  powyż sze własnoś ci, które trzeba brać pod
uwagę   przy  formułowaniu  i  badaniu  statecznoś ci.

W  rozważ anym  przypadku  energia  potencjalna  ma  postać

N a  mocy  (31)  mamy
00

. . r t S  C  V  2 /  A  " n  ,  ,  D  •   m t

gdzie  c  oznacza  stałą   niezależ ną   od  n.  Dla  t  = O  mamy
00

/ / II  \  P  =  r  >  W2  J 2

Dla  wartoś ci  A„   zgodnych  z  (37)  otrzymujemy

(42)  .  E„ =  eh

Szereg  ten jest rozbież ny dla dowolnie małego e >  O, a wię c energia potencjalna struny
Ep  ma  w  rozważ anym  przypadku  dla  t  =  O nieskoń czenie  wielką   wartoś ć.

Łatwo  sprawdzić,  że w przypadku  rozwią zania  klasycznego,  ograniczenia dla wartoś ci
począ tkowych prowadzą ce do wzorów  (37) nie mogą  mieć miejsca i mają  postać zapewnia-
ją cą   zbież ność  szeregu  (41). Zatem w przypadku  klasycznym,  energia potencjalna jest dla
t  = O ograniczona  i  ograniczoność przemieszczeń  i  prę dkość  w  chwili  począ tkowej,  po-
cią ga  za  sobą   ograniczoność  tych wielkoś ci  w dowolnej  chwili  t, wzglę dem  przyję tej  od-
ległoś ci.

4.  Sformułowanie  zagadnienia  statecznoś ci  dla  procesów  cią głych

Załóż my, że układ cią gły jest  opisywany  modelem matematycznym, w którym  wyróż-
niamy parametr  t oznaczają cy  czas. Takie  założ enie obejmuje  te praktycznie  interesują ce
przypadki, gdy  zmiana stanu układu odbywa  się  z biegiem czasu. Niech rozważ any model
matematyczny  ma  postać  równania

(43)  [F](u(P,  0)  = O,

gdzie  [F]  oznacza dowolny  liniowy,  lub  nieliniowy  operator o pochodnych  czą stkowych.
Niech równanie (43) opisuje pewne zjawisko w obszarze ograniczonym Q mają cym brzeg F.
Symbol  P  oznacza  zbiór  zmiennych przestrzennych.

Do  równania  (43) doł ą czamy  warunki  brzegowe,  które  przedstawiamy  symbolicznie
w  postaci   l

(44)  u(P,  t)\ r  = O
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oraz  warunki  począ tkowe,  które  przedstawiamy  symbolicznie  w  postaci

(45)  u(P,0)=y>(P).

Oznaczenia  (44)  i  (45)  mają   charakter  symboliczny  dlatego,  że mogą   one symbolizo-
wać  wię kszą   ilość  warunków,  w  których  mogą   wystę pować  również  pochodne.

Zakł adamy,  że równanie  (43) ma przy  zerowych,  wartoś ciach  począ tkowych  rozwią -
zanie  zerowe u(P, t)  = 0, które  bę dziemy  rozważ ać  jako  proces niezaburzony.  Bę dziemy
badali stateczność rozwią zania niezaburzonego, wzglę dem  zaburzeń wartoś ci  począ tkowych,
zakł adają c,  że samo  równanie  (43), jak  i  warunki  brzegowe  (44) nie ulegają   zmianie.

Odchylenie  procesów  zaburzonych  od niezaburzonego  bę dziemy  mierzyli  za pomocą
odległoś ci  Q — Q(U, t)  spełniają cej  warunki

1)  Q(U,  t)>0

2)  e( 0, 0 = 0

3)  dla dowolnego  procesu  u(P, t)  funkcja  rzeczywista  Q(U(P,  t), t)  zmiennej  t, jest  cią gła
wzglę dem  t.

Należy zaznaczyć, że odległ ość Q(U, t) nie musi  speł niać aksjomatów  odległ oś ci w prze-
strzeniach  metrycznych.

Wraz  z  odległoś cią   Q(U, t)  wprowadzamy  odległ ość  QP(U) na  ogół   róż ną   od  Q\l=la,
spełniają cą   warunki  (1) i (2) dla  t  = t0.  Odległ ość ta nie  zależy  jawnie od czasu  r i za po-
mocą   tej  odległoś ci,  bę dziemy  ograniczali  stan  począ tkowy.  Spoś ród  wszystkich  moż li-
wych  stanów  począ tkowych  odległość  QP wyodrę bnia  tylko  te, dla których  pozostaje ona
ograniczona.

Stosowanie  róż nych  odległoś ci  Ę P  oznacza,  że  proces  idealny,  niezaburzony  u = 0,
może być poddany zaburzeniom począ tkowym  róż nego rodzaju, to znaczy o róż nym stopniu
regularnoś ci.  D la  konkretnego  obiektu  (struna,, belka,  pł yta  itp.) rodzaj  zaburzeń  wynika
z  charakteru  jego  pracy  i  odległoś ci  Q i cp  dla procesu  opisują cego  matematycznie ten
obiekt,  powinny  być wybierane  na podstawie  przesł anek  fizycznych.  Stosowanie  odleg-
łoś ci  QP ograniczają cej  stan  począ tkowy,  pozwala  na  rozpatrywanie  zaburzeń  wartoś ci
począ tkowych  o mniejszym  stopniu  regularnoś ci  niż klasyczny,  dopuszczają cym  również
rozwią zania  uogólnione.

Przy  rozważ aniu  dwóch  odległoś ci  Q i  QP wprowadza  się  jeszcze  jeden  warunek  dla
odległoś ci  Q a  mianowicie

4) odległość Q(U , t) jest cią gła wzglę dem  odległoś ci QP(U) dla /  =  t0,  to znaczy dla  dowolnego
s  > 0  i  t  = t0  istnieje  takie  rj(e,  t0)  >  0, że  nierówność  QV(U) <  ł?(e, f0) pocią ga  za  sobą
nierówność  Q(U,  ?)I / = / O  • *» e-   N ie  zakł adamy  natomiast, że jest  na odwrót,  to zaiaczy od-
ległość  QP nie musi  być  cią gła  wzglę dem  odległoś ci  Q dla /  =  t0.  Weź my  na przykł ad

W  tym przypadku, dla  dowolnego e > 0 moż na zawsze znaleźć  takie - ą  =  rj(e) >  0, że
jest  Q <  e jeś li  tylko  QP <  ?;(e), na przykł ad  ??(e) = e. N atomiast z  nierównoś ci  Q < rj(e)
nie  wynika,  że QP < e.
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Definicja:  N iezaburzony proces cią gły  u = 0 nazywamy  statecznym w sensie  Lapunowa
wzglę dem  dwóch  odległ oś ci  ą  i  QP  W przedziale  [t0,  co) jeś li
1)  wszystkie  procesy  u(P,  t)  są  okreś lone  w  przedziale  |70, co)
2)  dla  dowolnego  e  >  0  istnieje  77(e, ?0)  >  °  takie,  że  dla  dowolnego  procesu  «(/%  t)

nierówność  QP ^  r){e,t0)  pocią ga  za  sobą  nierówność  £ <  e  dla  wszystkich  / ^  t0.
Jeś li  ponadto  g  -»  0  przy  t  ~* co,  wtedy  niezaburzony  proces  nazywamy  asympto-

tycznie  statecznym.

W  szczególnym  przypadku  może  być  ąp  =   Q\ ,=ID-   Wtedy  stan  w  chwili  począ tkowej
i  dowolnej  charakteryzują,  się  tą  samą  odległ oś cią.  Powiadamy  wtedy,  że stateczność ba-
damy  wzglę dem  jednej  odległ oś ci.

Definicję  statecznoś ci wzglę dem  dwóch  odległ oś ci dla procesu cią gł ego podał  Mowczan
i  z  tego  wzglę du  stateczność  ta  bywa  nazywana  statecznoś cią  w  sensie  Lapunowa- Mow-
czana.

Badanie statecznoś ci w sensie  Lapunowa, zarówno procesów  dyskretnych jak  i cią gł ych
moż na  przeprowadzić,  opierając  się  bezpoś rednio  na  definicji,  lecz  udaje  się  to  rzadko,
dla  bardzo  prostych  modeli  matematycznych.  W  bardziej  zł oż onych  przypadkach,  do-
godniejsze  jest  stosowanie  tak  zwanej  bezpoś redniej  metody  Lapunowa.

M etoda  bezpoś rednia  Lapunowa  dla  ukł adów dyskretnych  jest  dobrze  znana  i  opra-
cowana.  Z  tego  wzglę du  ograniczymy  się  do  omówienia  ogólnych  aspektów  tej  metody
dla  procesów  cią gł ych.

M etoda  bezpoś rednia  Lapunowa  dla  procesów  cią gł ych  polega  na  wprowadzeniu
funkcjonału  V(u,  t),  który  dla  dowolnej  funkcji  u(P,t)  i  danej  chwili  czasu  t^  t0  jest
liczbą  rzeczywistą. Odległ oś ci Q i QP są  też funkcjonał ami  tego  rodzaju.  Funkcjonał  V róż ni
się  od  Q tym,  że  zmienia  się  on  monotonicznie z  biegiem  czasu,  zaś  wł asność  tę  może
mieć,  lecz nie musi, funkcjonał   Q. Jeś li  do  funkcjonału  V(w,  t)  podstawimy  funkcję  u(P,  t)
przedstawiają cą  konkretny  proces,  to  V  staje  się  pewną  funkcją  czasu,  którą  oznaczamy
przez V  =  V(V).  Analogicznie  odległ ość  Q(U, t)  dla  pewnego  procesu  u(P,  t)  oznaczamy
przez  Q  =  c(r).

W  celu  zbudowania  podstaw  bezpoś redniej  metody  Lapunowa,  trzeba  wprowadzić
pewne  okreś lenia  dotyczą ce  funkcjonału  V,  a  mianowicie  zdefiniować  stał ość  i  okreś lo-
ność  co  do  znaku  funkcjonału  V  wzglę dem  odległ oś ci Q i  cią gł ość  funkcjonału  wzglę dem
odległ oś ci  QP dla  t  =   t0.  Pomijając  szczegół owe  przedstawienie  tych okreś leń,  przejdziemy
do  twierdzenia,  bę dą cego podstawą  bezpoś redniej  metody  Lapunowa  badania statecznoś ci
procesów  cią gł ych  wzglę dem  dwóch  odległ oś ci.

Twierdzenie Lapunowa- Mowczana (o statecznoś ci)

Warunkiem  koniecznym  i wystarczają cym  na  to, aby  proces niezaburzony  u(P,  t)  =  0
był   stateczny  wzglę dem  dwóch  odległ oś ci  Q i  QP  dla  t  >  t0  jest,  aby  istniai  funkcjonał   V
1)  dodatn io  okreś lony  wzglę dem  odległ oś ci  g
2)  cią gły  wzglę dem  odległ oś ci  QP  dla  t  =  t0

3)  nie  rosną cy  wzglę dem  czasu,  wzdł uż  dowolnego  procesu  zaburzonego  n{P,  t)  dla
t>'t
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Jeś li  ponadto jest  HmV = 0,  to  proces niezaburzony  u(P, t)  -   0 jest  asymptotycznie
r- >oo

stateczny.
Zwróć my uwagę, na niektóre zagadnienia zwią zane  z badaniem statecznoś ci  procesów

cią głych metodą  funkcjonałów  Lapunowa. Jak już wiemy, do badania statecznoś ci procesu
u  =  0 dogodnie jest  stosować  dwie odległoś ci  Q i QP. Wybór  tych odległoś ci w konkretnej
postaci, zależy  od  róż nych,  czę sto  przeciwstawnych  wzglę dów.  Jeś li  badamy  stateczność
w oparciu o twierdzenie Lapunowa- Mowczana, wtedy  trzeba sprawdzić  cią głość  funkcjo-
nału V wzglę dem  odległoś ci począ tkowej  QP dla t  — t0.  Najproś ciej  jest  to  ticzynić,  osza-
cowując  funkcjonał   Lapunowa  V,  przez  odległość  począ tkową   gp  dla  t  — t0.  Jednakże
jeś li  funkcjonał   V  ma złoż oną  postać, wtedy  oszacowanie  takie  łatwiej  otrzymać, gdy  cp

ma  postać  podobną   do  V,  co  nie zawsze jest  dla  nas  odpowiednie,  z •  punktu  widzenia
ograniczenia stanu począ tkowego.  Jeś li moż na przeprowadzić  badanie statecznoś ci wzglę -
dem jednej  odległoś ci  Q i QP =•   g|r=r„  i  zastosować  funkcjonał   V  w  tej  samej  postaci  co
odległość  Q, wtedy  sprawdzenie  warunków  z  twierdzenia  o statecznoś ci  znacznie się  up-
raszcza, gdyż warunki  (1) i  (2) tego  twierdzenia  są   wtedy  automatycznie spełnione i po-
zostaje  tylko sprawdzenie warunku  (3). Z drugiej  strony informacja  zawarta w nierównoś ci
g <  e w przypadku  gdy  Q ma złoż oną  postać, może okazać się  mało  interesują ca  i nieczy-
telna z fizycznego  punktu widzenia.  Najbardziej  interesują cy  praktycznie jest  przypadek,
gdy  z  nierównoś ci  Q ^  e  moż na  otrzymać  nierówność  |w|  =c M(t,  e,P0,  t0).  Uzyskanie
takiego rezultatu jest ułatwione gdy  g ma odpowiednią   do tego celu postać, która nie ko-
niecznie jest wtedy  równie dogodna dla  innych celów, wynikają cych  ze stosowania  twier-
dzenia o statecznoś ci. Należy przy  tym podkreś lić, że rezultat  taki  moż na uzyskać  tylko
wtedy,  gdy  proces zależy  od jednej  zmiennej przestrzennej. Jest  to zwią zane  z  faktem,  że
cią gła zależ ność samego rozwią zania  od wartoś ci począ tkowych,  nawet dla prostego linio-
wego równania o pochodnych czą stkowych typu hiperbolicznego drugiego rzę du, ma  miejsce
tylko  w przypadku  jednej  zmiennej  przestrzennej.  Inaczej  mówią c,  w przypadku  jednej
zmiennej przestrzennej, małe zmiany funkcji  począ tkowych, pocią gają   za sobą  małe zmiany
samego  rozwią zania,  przy  okreś lonej  regularnoś ci  wartoś ci  począ tkowych.  W  przypadku
dwóch  lub wię kszej  iloś ci  zmiennych przestrzennych, małe zmiany  funkcji  począ tkowych
nawet  o duż ym  stopniu  regularnoś ci,  pocią gają   za  sobą   co najwyż ej  małe  zmiany  całki
z  kwadratu  rozwią zania,  obliczonej  w  obszarze  przestrzennym.

Wszystkie  te  zagadnienia  są   w  istotny  sposób  zwią zane  z  wyborem  funkcjonału  V
i  odległoś ci  Q i QP, którego  dokonujemy  dla zbadania  statecznoś ci  procesu  cią głego nie-
zaburzonego  u —  0.

Analogicznie  do przedstawionych  tu rozważ ali, moż na sformułować teorię  statecznoś ci
dla równań typu parabolicznego, opisują cych  zjawiska przewodnictwa cieplnego  i  dyfuzji,
oraz dla równań typu eliptycznego, opisują cych na przykład zjawiska równowagi  sprę ż ystej
ciał   stałych. Moż na stwierdzić,  że  najtrudniej  poddają   się   badaniom  równania  typu  hi-
perbolicznego,  opisują ce  zjawiska  dynamiczne  w  ciałach stałych.

Konstrukcję   funkcjonałów  Lapunowa  dla  procesów  zachowawczych  moż na  na  ogół
zrealizować obierając całkowitą  energię  układu jako funkcjonał  Lapunowa V. W przypadku
procesów  tłumionych,  staramy  się   zmodyfikować  odpowiednio  postać  całkowitej  energii
układu, aby wykazać, że V ^  0. Funkcjonały Lapunowa w  takiej  zmodyfikowanej  postaci
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nazywamy  całkami  energetycznymi.  Modyfikacja  energii  całkowitej  układu,  prowadzą ca
do pewnego  wariantu całki energetycznej,  odbywa  się  czę sto na drodze w znacznej mierze
intuicyjnej.  Dla  liniowych  równań  róż niczkowych  o pochodnych czą stkowych  i ich ukła-
dów,  opracowano  również  bardziej  systematyczne  metody  poszukiwania  funkcjonałów
Lapunowa, w postaci całkowych form  kwadratowych.  Istnieją   również nieliczne rezultaty,
dotyczą ce  zagadnień  nieliniowych  i  poczyniono  pierwsze  kroki,  dotyczą ce  konstrukcji
optymalnych  funkcjonałów  Lapunowa,  zapewniają cych  najwię kszy  obszar  parametrów,
dla  których  rozwią zanie  jest  stateczne.

Dla  równań  róż niczkowych  o pochodnych czą stkowych,  moż na wprowadzać  również
inne  poję cia  statecznoś ci, niż sformułowana  poprzednio stateczność w sensie  Lapunowa-
Mowczana,  zwią zana  z  zaburzeniem  wartoś ci  począ tkowych.  Przede  wszystkim moż na
rozważ ać  zaburzenia  warunków  brzegowych  przy  niezmiennych  wartoś ciach  począ tko-
wych, lub  też  rozważ ać jednocześ nie zaburzenia wartoś ci  począ tkowych  i warunków  brze-
gowych.  Oprócz  tych  zaburzeń  moż na  rozważ ać  dodatkowo  zaburzenia  samej  postaci
równania  róż niczkowego,  co prowadzi  do poję cia  statecznoś ci przy  stale działają cych za-
burzeniach. Sformułowanie pojęć statecznoś ci przy wymienionych zaburzeniach wzglę dem
odległoś ci  w  sensie  Lapunowa- Mowczana  nie nastrę cza  zasadniczych  trudnoś ci, dlatego
ś cisłe  ich  zdefiniowanie  pomijamy.

Spoś ród  statecznoś ci  odmiennych  od  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa- Mowczana
warto  zwrócić uwagę  na stateczność w sensie Lagrange'a.  Model matematyczny przedsta-
wiony  równaniem  o pochodnych  czą stkowych  liniowym  lub  nieliniowym  jest  stateczny
w sensie Lagrange'a, gdy  każ de jego rozwią zanie jest okreś lone dla P e Q  i t e  [i 0,  oo) oraz
gdy  spełniona jest  nastę pują ca  nierówność

(47)  e(u(P,  0)  <  0(c,  / ),  <2>(c, 0  > 0,  P e Q,  te  [t0,  co),

gdzie  stała  c =  const  >  0  zależy  tylko  od  obszaru  zmiennoś ci warunków  granicznych,
zaś Q oznacza odległoś ć.  W szczególnym przypadku może być @(c, t)  —  M(ć ) — const  > 0.
W  sformułowaniu  (47)  funkcja  &(c, t)  jest  dbwolna,  to  znaczy  wystarczy  wykazać,  że
jakakolwiek  funkcja  0  ograniczają ca  odległość  q  istnieje,  aby  model matematyczny był
stateczny  w  sensie  Lagrange'a.  Jednakże  istnieje  wiele problemów  fizycznych  i technicz-
nych dla których  trzeba podać warunki  dostateczne przy  których  odległość g jest ograni-
czona  funkcją ,  lub  stała,  na  które  nałoż one  są   dodatkowe  warunki.

Warunki  te  polegają   czę sto  na  ż ą daniu  efektywnego  wyznaczania  funkcji  lub  stałej
ograniczają cej  i  przy  tym  w  taki  sposób,  aby  istniała moż liwość  wpływania  na  ich  war-
toś ci — na przykład poprzez dobór wartoś ci począ tkowych, współczynników równania itp.
Moż na  dopuś cić  również  funkcje  <P{c,t) rosną ce,  lecz w  tym przypadku  chcemy  mieć
informacje  o prę dkoś ci jej  wzrostu  i moż ność wpływania na tę  prę dkoś ć. W tym ostatnim
przypadku,  chodzi na przykład o  to, aby  układ regulacji,  który zaczyna działać w chwili,
gdy  rozwią zanie przekroczy pewien okreś lony poziom wartoś ci, miał  czas na sprowadzenie
rozwią zania  do nowych wartoś ci wyjś ciowych. Tak sformułowane zagadnienie statecznoś ci
w sensie Lagrange'a, dla którego nakłada się  dodatkowe ograniczenia i ż ą dania na  funkcję
0(t,  c)  wynikają ce  z  przesłanek  fizycznych,  nosi  nazwę   zmodyfikowanej  statecznoś ci
w  sensie  Lagrange'a.
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Zagadnienie statecznoś ci  technicznej dla procesów  cią gł ych moż na sformuł ować nastę-

pują co.

Niech  bę dzie  dane  równanie  w postaci

(48)  [F](u(P,   t ) )  +  a ( P,  0 = 0 ,  P e Q,  te[t0,  T).

Niech  warunki  brzegowe  mają  postać

(49)  u(P, t) + P(P,t)\r=*O,

gdzie <x(P, t), fi(P, t) są funkcjami  zmiennych P i t. Funkcje u(P, t) i / ?(?, t)  przedstawiają
stale  dział ają ce  zaburzenia  w  obszarze  Q  i na  jego  brzegu  F.

Zakł adamy,  że równanie  (48) ma dla zerowych  wartoś ci  począ tkowych  oraz  « = 0
i  /? = 0 rozwią zanie  zerowe  u = 0, które  bę dziemy  rozważ ali  jako  proces  niezaburzony.
Pozostałe  rozwią zania  u(P, t)  są  generowane  przez  róż ne  wartoś ci  począ tkowe,  które
oznaczamy  symbolicznie  przez  u(P, t0).

Stan  począ tkowy  i  aktualny  procesu  bę dziemy  charakteryzować  za pomocą  dwóch
odległ oś ci QP(U) i Q(U, t). Stale dział ają ce zaburzenia bę dziemy charakteryzować za pomocą
odległ oś ci  £a(a), £,?(/?) okreś lanych na zbiorze  funkcji  a(P, t),  / 3(P, t), P e Q,  t e [t0, T],

Niezaburzony  proces u =  0 nazywamy  statecznym  technicznie przy  stale  dział ają cych
zaburzeniach a i /? i danych ograniczeniach Q, QP, Qa QP gdy dowolne rozwią zanie  równania
(48)  speł nia  nierówność

(50)  e(«.O«S h.  t e Uo,T],
jeś li  tylko

(51)  QP(u)  ^  QP,  QK(a) <  Q„,   QP(P)  ^ QP

dla  dowolnych  zaburzeń  a(P,t),  fi(P,t),  dla których- istnieje  rozwią zanie  rozważ anego
równania  (48) odpowiadają ce  wartoś ciom  począ tkowym  u(P, t0).-  Wielkość  QP jest  stał a,
zaś g, Qa, Qp są na ogół   funkcjami  czasu,  (w szczególnym  przypadku  mogą  to być również
stał e).

D la  modeli  matematycznych  procesów  cią gł ych  formuł uje  się  również  zagadnienie
wraż liwoś ci  strukturalno modelowej  mają ce  to samo znaczenie, jak omówione poprzednio
dla równań róż niczkowych  zwyczajnych.  Przypominamy, że chodzi tu o wraż liwość wybra-
nej  grupy  wł asnoś ci jakoś ciowych,  lub cech  iloś ciowych,  na małe zaburzenia  postaci mo-
delu,  czyli  małe  zmiany  samego  równania.  Zilustrujemy  to  zagadnienie  na  przypadku
szczególnym wraż liwoś ci  iloś ciowej  rozwią zań prawie  liniowego  rówania struny, na zmiany
współ czynników  czę ś ci  liniowej  równania.

Rozważ my  równanie  poprzecznych  drgań  struny  w  postaci

, „ .  82u  8u  32u  I   du  8u
(52)  - N r +  2f}-  ̂ +   a u - k + f \ t

Niech  warunki  począ tkowe  mają  postać

(53)  u(x,0y- <p(x),

i  niech  warunki  brzegowe  mają  postać

(54)  „(O, 0  m 0,  «(/, ?) =
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Rozwią zanie  równania (52) z warunkami  (53)  i  (54) bę dziemy  uważ ali  za  znane.  Za-
gadnieniem,  które  chcemy zbadać, jest  wraż liwość  rozwią zań  równania  (52)  na zmianę
parametru c równego a lub /? lub k. W tym celu wprowadzamy funkcję  wraż liwoś ci w postaci

(55) a>(x,  t, c) = lim
u(x,  t, c + Ac)- u(x,  t, c)

Ac 8c '

N a  podstawie  (55)  mamy  przybliż ony  zwią zek

(56)  u{x,  t, c + Ac)- u(x,  t, c) s  a>(x,  t,  c)ń c.

Jeś li  wię c  wyznaczymy  lub oszacujemy  funkcję   co(x, t, c), wtedy  na podstawie  wzoru
(56) moż emy w przybliż eniu  wyznaczyć, lub oszacować zmianę  funkcji  u(x, t, c) powstałą
w  wyniku  zmiany  parametru  c  o  wartość  Ac.

Wyprowadzimy  równanie  róż niczkowe  dla  funkcji  OJ(X, t, c). Róż niczkując  równanie
(52)  wzglę dem  c =  a, f},k  otrzymujemy  równanie  róż niczkowe  w postaci

(57)

gdzie

(58)

82<o 82<a 8a>

8u_

~8x~'
u,  =

8u
H  =

8a>
8ut  8t

— u  dla  c  =   a

|  dla  c  =   k
2

Warunki  począ tkowe  i  brzegowe  dla  funkcji  ca  mają   postać

oi(x, 0, c) =  - fcU(x,  0, c) =  - d- ę {x)  = 0,

(59)

eo(0, r,c)  =~u(0,t,c)  = 0,

/ , / , C) =  - ^U(l,  t,C)  =

Zagadnienie  polega  teraz  na  ś cisłym,  lub  przybliż onym  rozwią zaniu  równania  (57),
lub zbadaniu własnoś ci jego rozwią zań, to znaczy na przykład ustalenia warunków dosta-
tecznych  ich  ograniczonoś ci  i  zmierzania  do zera  przy  t  ->  oo.
Wprowadzamy  oznaczenia

(60) ZA  =
8ut'

a =» v  =
8f_
8u  '



M OD ELE  MATEMATYCZN E  PROCESÓW  437

Wtedy  równanie  wraż liwoś ci  moż emy  napisać  w  postaci

(61)  *

Ponieważ rozwią zanie  u(x,t,c)  traktujemy  jako  znane, wię c  funkcje  (60)  są   znane.
Równanie wraż liwoś ci  (61) jest wię c  równaniem liniowym  o zmiennych współczynnikach.
W przypadku liniowego  równania struny/  = 0, kładziemy w równaniu  (61) A =  a  =  v = 0
i  otrzymujemy  równanie  róż niczkowe  liniowe  o  stałych  współczynnikach,  wymuszone
rozwią zaniem  (lub jego  pochodnymi), którego  wraż liwość  badamy.

W  przedstawionych  wyż ej  rozważ aniach  dokonany został  przegląd  poję ciowy  najważ-
niejszych  pojęć  statecznoś ci  ruchu,  dla  modeli  matematycznych  dyskretnych  i  cią głych,
z punktu widzenia  potrzeb technicznych. Pominię te zostały  mniej  istotne warianty  pojęć
statecznoś ci  oraz  całkowicie pominię to zagadnienia  statecznoś ci  procesów  losowych,  wy-
magają cych  osobnego  opracowania.  Dla  wszystkich  przedstawionych  tu  rodzajów  sta-
tecznoś ci  istnieją   mniej  lub  bardziej  zaawansowane  metody  ich  badania.  Metody  te  są
znacznie bardziej zaawansowane dla modeli dyskretnych, niż dla modeli cią głych. Przedsta-
wienie  nawet pobież nego  przeglą du  istnieją cych  metod przekracza  znacznie  ramy niniej-
szego opracowania. Systematyczne zapoznanie się  z metodami badania statecznoś ci ruchu
oś rodków  dyskretnych  i  cią głych,  wymaga  się gnię cia  do  ź ródłowej  literatury.
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