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1. Wstep

Niniejsza praca po$wigcona jest optymalnemu ksztaltowaniu preta sprezystego podda-
nego $ciskaniu sita skupiona oraz silami roztozonymi wzdiuz dhugoéci preta, a pochodza-
cymi od cigzaru wlasnego. Poszukiwaé bedziemy maksymalnej sity krytycznej przy stalej
objetoéci preta i ograniczeniach naloZzonych na przekrdj poprzeczny. Rozpatrywaé be-
dziemy pelme nieliniowe réwnanie linii ugigcia. Otrzymane wyniki poréwnamy ze zna-
nymi rozwigzaniami analitycznymi dla przypadku optymalnego ksztaltowania preta spre-
Zystego, §ciskanego sita o stalej warto$ci, ustalonym kierunku dzialania i punkcie przy-
lozenia (tak zwana sila eulerowska). Poréwnanie to dotyczy¢ bedzie tych zagadnien
w ktérych pominigto wplyw cigzaru wiasnego. :

Optymalizacji konserwatywnych zagadnien stateczno$ci poéwmcona jest znaczna liczba
prac. Obszerny spis literatury zawieraja migdzy innymi publikacje [I—6]. Rozwigzanie
$ciste zagadnienia optymalizacji preta $ciskanego sila eulerowska przedstawiono w pracy
[6], gdzie poszukiwano minimum objgtoSci preta przy danej sile krytycznej, powodujacej
utratg statecznoéci przez wyboczenie. W przypadku preta plasko-zbieZnego o stalej wy-
sokoéci otrzymano rozwigzanie w ktérym przekrdj zmierzat do zera w punkcie przyloZenia
sily krytycznej. Stosujac bezpoérednie metody numeryczne optymalizacji w pracy [7]
rozwigzano pewien problem optymalnego ksztaltowania preta w stanie zakrytycznym
przy duzych sprezystych ugigciach. Poszukiwano optymalnego stosunku gigtnej sztywnoéci
dwoch odeinkdw preta o stalych przekrojach. Pret $ciskano dana sita osiowa, przy ustalonej
jego objetosci, a kryterium optymalno$ci stanowito-w jednym przypadku minimum wy-
chylenia kofica preta x;, za§ w drugim — minimum kata odchylenia tego kofica od pionu.

W niniejszej pracy, w oparciu o zasade¢ optymalno$ci Bellmana oraz metode gradien-
towa zaproponowana przez CLAUDONA [8], przedstawione zostanie podej§cie numeryczne
umozliwiajace optymalizacje preta przy utracie statecznosci (w oparciu o statyczne kry-
terium statecznoéci).

2, Sformulowanie zagadnienia
Rozpatrywaé dezxemy plaskozbieiny, sprezysty pret jednostronnie sztywno utw1erdzo-
ny obciazony sila eulerowskq Pi CIQZarem wlasnym (rys. 1).

*) Praca wykonana zostala w ramach problemu wezlowego 05.12 pt. <Wytrzymalo$é i optamalizacja
konstrukeji maszynowych i budowlanych®>, koordynowanego przez IPPT PAN.
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Objeto§é takiego preta wynosi
) . V= cf a(s)ds,

gdzie « = EJ; ¢ — stala.
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Nalezy znaleZzé:
)] maxP
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— stalej objgtoéei
3) ) Vo = const
- gdzie Vy = V/c;

— ograniczeniu natozonym na poszukiwany przekréj a(s)
@ o < o$) < ag,

gdzie ca; < Vy € cas.

a

3. Réwnanie funkcyjne Bellmana

Rozwiazanie wariacyjnych zadan stateczno§ci mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia
minimum nastepujacego funkcjonatu [9]

"Xt

2 | FOGx,y, y)dx
(5) k= f=1x1-y

nx;

> o9x, , y)dx

I=1 Xi—y
gdzie F® @D 53 to dostatecznie gladkie funkcje zmiennych x, y, . Krzywa realizujaca
ekstremum wyrazenia (5), powinna spehiaé nastgpujacy uktad réwnaf rézniczkowych [9]:

©) | - (F(l)_tqi(l))'y_ %(ﬂ"—@“’),y’ = 0
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oraz réwnanie calkowe postaci
(N f (F<'> 1dW)dx = 0,
=1 xj_
gdzie ¢ — parametr liczbowy. .

Ponizej pokazemy, jak rozwigzaé powyZsze zadanie metodg programowania dynamicz-
nego. W szczegdnoéci zamienimy funkcjonat (5) na funkcjonat addytywny oraz postuzymy
si¢ réwnaniem funkcyjnym Bellmana do wyznaczenia jego. minimum.

Funkcjonal (5) ma w naszym przypadku postac:

. . 1
J l:%((p')z - cl(s,f a(s")ds")(1~cos (p)]ds
® F= ¥ ’
{ (1—cosg)ds
0

&

| d 12 , , ' ;
gdzie ¢’ = _d?;_; =gV cigzar wiasciwy ; b— wysokos¢ przekroju; I— dtugosé.
Programowanie dynamiczne pozwala wykluczy¢ z rozwazan réwnanie (6). Szukang
krzywa,' @(s) i P poszukujemy w procesie minimalizacji funkcjonahu (7), ktéry w naszym
przypadku mozna zaplsac nast@pujqco
1

© R= f { (77— [Pt f a(s)ds)]a—cosqo)}

Zadanie polegajace na wyznaczeniu obcigzenia krytycznego Py, dla danego rozkladu
a(s) sprowadza sie do minimalizacji funkcjonatu (9) z uwzglednieniem warunku @0) = 0,
przy czym P powinno przyja¢ warto$é najmniejsza.

Minimum funkcjonatu (9) wyznaczaé bedziemy w procesie wieloetapowym dzielac
przedzial calkowania [0, 1] na N etapéw o dlugosci A kazdy, tak, ze N+ A = 1. Etapy
bedziemy numerowa¢ od swobodnego konca posuwajac sig¢ ku sztywnemu utwierdzeniu.
To znaczy N = H odpowiadaé bedzie poczatkowi procesu N-etapowego, za§ N = 1 os-
tatniemu. krokowi w tym .procesic. W dowolnym punkcic k wprowadzimy oznaczenia

(10) ' o= @(8); g = ¢'(kA); k=1, ..., N.
~ Pochodng ¢'(s) zastapimy ilorazem réZnicowym:
(1) ~ pits) = Pt e

Warunek poczatkowy ¢(0) = 0, (sztywne utwierdzenie), weZmiemy w postaci gy = ¢.
Zastepujac (9) suma orzymujemy

(12) ~ Z [ PL?— (P+cl Zk: a,A)(l—comp,,)]A

_ i=1
‘Zapiszmy minimalna wartoéc sumy (12) dla N ostatnich krokéw

N
(13) G mm [——( 0> (P+C,Za, )(1 cosq),,)]

i=k
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Wielko$¢ fy(c) nazywaé bedziemy dalej funkcja celu. Z zasady optymalnosci otrzymu-
jemy nastepujace réwnanie funkcyjne

W Ao - m,in{[%(qo&)hmcl A —cos%)]A+f~_1<¢~-l)},

gdzie py_; = @y +Apy.
Analogicznie otrzymujemy dla nastgpnych etapéw:

(15)

. O ,
Tn-ilgn-1) = n}‘“{[ 5 pv-1)? = (P+C1
PN-1

. N
6 fid=min | Lo (pre D wafi-cosp]s4nieal,

2 i=2

N
. , R
(17) filgn) = mm{[—"‘;—(%)z ~(pre Y ea)a —cosqol)] A},
¥y i=1
gdzie ‘
Pn-2 = @Py_1+Apy_y
. @1 = P2+ Ag;
Rozwiazywanie réwnaii funkcyjnych (14)—(17) prowadzimy posuwajac si¢ etapami
od swobodnego kofica ku utwierdzeniu, rozpoczynajac'c od fi(py) gdzie @, ..., @y 53 tO
dopuszczalne warto$ci zmiennej sterowania ¢(s). '

4. Obliczanie sily krytycznej

Po jednorazowym wykonaniu procedury réwnania funkcyjnego Bellmana (14)—(19)
otrzymujemy warto$ci @q, @1, .., Py_1, kiére realizuja minimum wyjsciowego problemu
(14). Minimum to obliczamy dla dowolnej wartoéci P, przy ustalonym rozkladzie a(s).
Site krytyczna otrzymamy dla R = 0. Wykorzystujac fakt, iz R jest liniowa funkcja P
przeprowadzamy na wstgpie jeden raz obliczenia dla dowolnej wartoéci P;. Otrzymane
minimum wyrazenia (13) oznaczymy fy,. Nastepnie powtarzamy te same obliczenia dla
P,, a otrzymane minimum oznaczmy fy,. Wtedy sile krytyczna P,, obliczamy z wyra-
Zenia ‘ ‘

(P2—P)(0—fy1)
= R

+P,.

5. Metoda gradientowa — procedura obliczania przekroju optymalnego

Obliczenia (9)—(15) rozpoczynamy przyjmujac staly przekrdj aq = const tak, by

. . 1
(16) [ agds = 1.
. 0
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Réwnocze$nie site krytyczna wyznaczyé mozna z relacji
1 1

f[%((p’)z—cl(f oc(s')ds’)(l—cos<p)]ds
0

s

17 P, = min :
f (I—cosp)ds
0

Natomiast zgodnie z [8] bedziemy poszukiwaé «polepszonego» rozkladu masy w naste-
pujacej postaci

(18) o, =4 [ao+a( 3;; )],

gdzie & — maly parametr, 4 — stala normujaca taka, ze
1

(19) [ Aayds = 1,
0
Pkl‘ ' « ) . .
za$ Em naleZy rozumie¢ nastepujaco:
1
1 ,
5@~ e [ ds’)(1—cosp)
20 aPk!‘ _ 2 s’ o
@) P o |

1
[ (@ —cos p)ds
0
Z (19) otrzymujemy nastepujaca postaé stalej normujacej

@1) | A= L

o2}

Wzory (18) 1 (21) daja w koficu nastepujaca formule na «przekrdj polepszony»

( aPkr )
oo+ & | ———
da
(22 Ty(s) = T

ez

Caly cykl obliczen przebiega nastepujaco:

Na wstepie startujemy z o = 1. W oparciu o wzory (9) - (15) wyznaczamy silg krytycz-
na dla danego przekroju oy(s), powtarzajac dwukrotnie procedur¢ réwnania funkcyjnego.
Przy trzecim powtdrzeniu wyznaczamy ¢(s) dla obciazenia krytycznego. Dalej postugujac
si¢ wzorami (16) - (22) wyznaczamy polepszony przekrdj, ktéry wstawiamy w miejsce
ao(s) rozpoczynajac poprzez dwukrotne powtdrzenie procedury réwnania funkcyjnego
okrelenie nowej sily krytycznej, a przy trzecim powtérzeniu obliczamy kolejny «polep-
szony» rozklad masy. Na kazda iteracje skiada si¢ zatem trzykrotne powtérzenie réwnania
funkcyjnego Bellmana, a na koficu wedtug schematu (16) - (22) znajdujemy kazdorazowo
nowy rozklad masy.

Algorytm ten jest szybko zbiezny. Na rys. 2 przedstawiono schemat blokowy tego al-
gorytmu.
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Wezytanie
v,00. PPy

—| =ty fprm ey
P=p P=p, P=B
Procedura rownania
funkcynego Bellmana
Jesli
i=t | =2 ] =3
1
|| Obliczenie
Iy
Obliczenie
iz
Obliczerie
Pr__ ) [Obliczene 0B, /d0c oraz & |
Oruk _
Py oraz o
| Sprawdzenie zbieznosci By [
sToP
Rys. 2
Tablica 1 Tablica 2
Tteracja Sita krytyczna Tteracja Sifa krytyczna
1 2,471% 1 2,321
2 2,732 2 2,609
3 2,859 3 2,761
4 2,961 4 2,867
5 3,024 5 2,940
6 3,058 6 2,981
7 3,092 ‘ 7 3,014
8 - 3,108 8 3,021
9 - 3,121 9 3,055
10 3,138 10 3,074
11 3,139 11 3,087
12 3,139 12 3,087

*) warto$é dokladna 2,467 [[1]
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6. Wyniki obliczen

a) Optymalne ksztaltowanie przy obcigzZeniu silq skupiong P. W celu sprawdzenia powyz-
szej metody polozono najpierw w (8) ¢, = 0 oraz nie brano pod uwage ograniczen (4).
W tablicy 1 przedstawiono wartoéci sity krytycznej dla réinych iteracji. Widaé, Ze osigg-
nigto dobra dokladnoé¢ rozwigzywanego zadania wariacyjnego, przy obliczaniu P, dla
stalego przekroju ao(s), [11]. Na rys. 3 przedstawiono zmiang a(s) dla réznych iteracji
oraz ptzekrdj optymalny.

og=10
pkr=2,47’

04r
021
I N i VA
o 02 " 06 10 14 18

Rys. 3

Z pracy [6] wynika, Ze stosunek optymalnej sity krytycznej do przekroju « w punkcie
sztywnego utwierdzenia jest réwny 2. Réwniez wyniki naszych obliczen daja t¢ sama
warto$¢. .

b) Optymalne ksztaltowanie przy obciqzeniv silq skupionq P i ograniczeniu przekroju.
Dalsze obliczenia uwzgledniaty warunek (4) w postaci: '

(23) ofs) = a.

051
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Procedura wyznaczania sily krytycznej pozostaje nadal taka sama. Modyfikacji ulega
jedynie ostatnia cze§é opisana wzorami (16) - (19). W miejsce tych przekroi a(kA), gdzie
k=1,..,N, ktére nie spelniaja warunku (23) podstawia sig a(kA) ay. Uzyskane
przekae pokazuje rys. 4, dla o, = 0,4; 0,6 oraz 0,8.

0 04 08
Rys. §

¢} Optymalne ksztaltowanie przy obciqzeniu silg Skupiong P i cigzarem wlasnym. Obli-
czenia przeprowadzono przy pominieciu warunku (4). Wartoéci sily krytycznej dla réZnych
iteracji zestawiono w tablicy 2, za§ otrzymane ksztalty oraz ksztalt optymalny pokazano
na 1ys. S.

7. Uwagi koncowe

Cecha charakterystyczna przedstawionej metody jest wariacyjne sformulowanie réw-
nania statyki preta i rozwiazanie go bezpoérednig metoda teorii sterowania optymalnego —
jaka jest procedura réwnania funkcyjnego Bellmana.,

Omawiany sposéb rozwiazania zagadnienia’ statecznodci postuzyé moze jako jedna
z metod do obliczania obciazent krytycznych elementéw konstrukcyjnych o dowolnym
ksztalcie (niekoniecznie ciaglym na przyklad skokowym), przy uwzglednieniu dowolnego
obcigZenia cigglego np. ciezaru wlasnego.

Przedstawiony sposéb rozwiazania zadania optymalizacji polegajacy na skojarzeniu
metody gradientowej [8] z programowaniem dynamicznym [10] moze by¢ przystosowany
do optymalizacji niektdrych zagadnien zwiazanych z utratg statecznosci plyt osiowo sy-
metrycznych.

Literatura cytowana w tekscie

1. A. M. BranpT, Kryteria i metody optymalizacji konstrukcji, Warszawa.

2. <. U. Huoracou, I1. TIzpepcen, O630p uccaedosanuii no onnusaisHoMy npoeKmuposaniro KoHCmpyK-
yuu, Mexamura, CGoprux [lepeBomos, 2 (1973), 136 - 157.

3. A. Gasewsk!, Wybrane zagadnienia optymalizacji ksztaltu pretéw, Czas. Techn., Z-4M (1972).



OPTYMALIZACJA PRETA SCISKANEGO 351

4. A. GAIEWSKI, M. Zyczkowski, Optimal design of elastic columns subjected to the general conservative
behaviour of loading, J. of Appl. Math. and Phys., ZAMP, 21 (1970), 806—818.

5. A. GAIEwWsSKI, Optymalne ksztaltowanie wytrzymalosciowe w przypadku materialéw o nieliniowosci
fizycznej, Zesz. Nauk. Polit. Krak., 5 (1975). '

6. H. I'. Uenyos, Crofiku HauMmensitero seca, Tpyast IJATH, 1936, 265.

7. J. BracHUT, Optymalne ksztaltowaie preta Sciskanego przy duzych ugigciach metodq programowania
dynamicznego, Mech. Teor. Stos., 3, 15 (1977), 375—385.

8. J. L. CLAuUDON, Characteristic curves and optimum design of two structures subjected to circulatory loads,
Journal ‘de Mécanique, 14 (1975), 531--543.

9. 10, M. IToutmas, A. JI. Konecuuururo, Yucaentioe peweiing 00020 icaacca 3a0ay MEXanuKL CRAOULONT
cpedvr Meno0os OUKAMUNECK020 npozparmuposarun, Van. Axan. Hayx Apmsrcikoit CCP, Mexauuia,
2 (1972), 90 - 95.

10. R. BeLLMaN, Prograinowanie dynamiczne, Warszawa 1969,

11. N. BIELAJEW, Wytrzymalo$é materialéw, Warszawa 1954,

Pesome

OIITHUMAJIBHOE ITPOEKTHUPOBAHME ITO METOOY ITMHAMHWUYECKOIO
IIPOTPAMMUPOBAHHUSA CKATOTO CTEPXKHA C YYETOM
COBCTBEHHOT'O BECA

Tano penrenue 3aauy 0 HAXOMACHHH MaKCHMATILHOM KPHTHUECKOR CHIIB], DK YCTaHOBIIEHHOI 00be-
Me cTepakus, 3ajaua pellaeTCs Ha OCHOBE CTATHYECKOrO0 KPHTepHsa ycroiuusocrn. Kprrrueckue cumer
HAXOMSTICA W3 YCIOBHA MMHUMYMA HHTETDAya NOTEHIUATDHON SHEPTHMK C MUCTONB30BAHHEM (DYHKIHO-
HampHoro ypasHeHusa DBensmana. dPopma CTepIKHs onpenesiela IO rpafuenTHomy meTony KionoHA [8].
PaccMoTpeHo BIIMSHHME OIDAHMYEHHA IOIEPEUHOrO CEeYeHWsl CTepyKHA. KIccimeqoBaHbl CTEPYHH JIMLUIL
NPAMOYTOJEHOTO CEYEHHH .

Summary

OPTIMAL DESIGN OF A BAR UNDER AXIAL FORCE AND OWN WEIGHT BY MEANS OF
) DYNAMIC PROGRAMMING

The subject of this paper is to maximize the critical force under a constant volume of a bar. The prob-
lem of stability is based on the statical stability criterion. The critical forces were calculated numerically
by minimizing the potential energy, Bellman’ sfunctional equation. being used. The problem of shape opti-
mization was also solved numerically on the basis of CLaupon [8] gradient method. The influence of
constrained cross-section is shown. Only the rectangular cross-section of a bar was discussed.

INSTYTUT FIZYKI
POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 listopada 1977 r.



