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1.  Wstęp

Praca  niniejsza  stanowi  uogólnienie  prac  [1, 10, 11, 12, 13]  i  dotyczy  rozwią zywania
metodą   iteracyjną   dowolnych  ciał   odkształcalnych w zakresie  liniowo  sprę ż ystym.  Moż na
również  korzystać  z  niej  przy  rozwią zywaniu  równań z  operatorami  liniowymi.

Przedstawiana  metoda  ma  wiele  cech  wspólnych  z  metodą   perturbacji  [2, 8]  i  jest
w pewnym sensie jej  uogólnieniem. W metodzie perturbacji  [8] wprowadza  się  do równania
parametr perturbacyjny  e przyjmują cy  wartoś ci  z przedziału  [0,1]. Równanie operatorowe

(1.1)  UZ  =  g

przyjmuje  wówczas  postać  równania  zastę pczego

(1.2)  U(e)ZE  =   g,

a  dla  szczególnych  wartoś ci  e,  np.  s  =   0,  otrzymujemy  równanie

(1.3)  Ż

które  rozwią zuje  się   proś ciej,  lub  którego  rozwią zanie  jest  znane.
Rozwijając  rozwią zanie ZE równania (1.2) w szereg zbież ny wzglę dem  potęg e, otrzymuje

się   cią g  równań,  z  których  przy  szczególnej  wartoś ci  e  np.  s  — 0,  wyznacza  się   kolejne
przybliż enia,  a  rozwią zaniem  równania  (1.2) jest  wspomniany  szereg  dla  e =  1.

F U NG  w  pracy  [2]  przedstawia  dla  szczególnego  przypadku  zagadnienia  teorii  sprę-
ż ystoś ci  metodę   zaburzeń  przez  zmianę   współczynnika  Poissona  v  (metoda  pomysłu
WESTERGAARDA).  Moż na zauważ yć,  że  wprowadzenie  parametru perturbacyjnego  e  jako
mnoż nika v zmienia wartość v, a tym samym zmienia operator równania Naviera.  WESTER-

GAARD nie wprowadza  w  sposób  jawny  współczynnika  e, dobiera jednak  taką   szczególną
wartość  v — m,  aby  rozwią zanie  równania  Naviera  było  prostsze  lub  znane.

W metodzie iteracji, proponowanej w niniejszej  pracy, również nie operuje się  w sposób
jawny parametrami zaburzają cymi  stan dany, lecz przyjmuje  się  operator zastę pczy prostszy
(lub ciało zastę pcze prostsze), zbliż ony  swą   postacią   do danego, taki jednak, aby  otrzymy-
wany  szereg  był   zbież ny.  Za  pomocą   przyję tego  operatora  zastę pczego,  stacjonarnego
dla  procesu  iteracyjnego,  rozwią zuje  się   cią g  zagadnień  prostszych,  z  których  tworzy  się
szereg nieskoń czony, zbież ny  do rozwią zania  danego.

Jedną   z  zalet  proponowanej  metody jest  moż liwość  przeprowadzenia  oceny  bł ę dów,
jakie  się   popełnia  przy  rozwią zywaniu  zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci,  w przypadku  ideali-
zacji  ciała  odkształ calnego,  gdy  np.  ciało  niejednorodne  zastę pujemy  w  obliczeniach
ciałem jednorodnym,  lub  anizotropowe — ciałem  izotropowym,  itp.
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Ocena bł ę dów jest  tu prostsza niż np. w  metodzie elementów skoń czonych, za pomocą
której oszacowanie wpływu cech sprę ż ystoś ci  ciała na wyniki obliczeń jest moż liwe wył ą cznie
przez porównanie  rozwią zań.

W  opracowaniu  skorzystano  z zapisu  operatorowego, oznaczając  operatory  wyróż nio-
nym  drukiem  np. U,  i  opierając  się   na  stwierdzeniu,  że  ^działaniom  na operatorach w C"
odpowiadają analogiczne działania na odpowiadają cych im  macierzach  według  reguł algebry
liniowej» [5].

Uż ywać  bę dziemy  prostoką tnego  kartezjań skiego  ukł adu  współ rzę dnych  odniesienia;
w układzie takim znika róż nica mię dzy  kontrawariantnoś cią   i kowariantnoś cią, w  zwią zku
z  czym  prowadzenie  przekształ ceń za  pomocą   rachunku  tensorowego  sprowadził oby  się
wył ą cznie  do  notacji  tensorowej,  operują cej  wskaź nikami,  które  tu  zajmowałyby  miejsce
innym wskaź nikom,  niezbę dnym z fizycznego  punktu widzenia.  W  tym przypadku  wygod-
niejsza  bę dzie notacja  operatorowa i macierzowa.  Składowe stanów  naprę ż enia i odkształ-
cenia  traktować  bę dziemy  jako  składowe  wektorów.

2.  Sformułowanie  problemu

Dane jest  dowolne  ciało  V  stałe  odkształ canie i  sprę ż yste,  anizotropowe  lub niejedno-
rodne  (rys.  1)  z  dowolnymi  warunkami  brzegowymi  (trzecie  podstawowe  zagadnienie
brzegowe),  w  którym  na  powierzchni  Aa  dane  są   obcią ż enia  p,  a  na  powierzchni  Au  —
przemieszczenia f  [6].

{p*y)dA

Rys.  1.  Ciało  dane  V  (układ  dany  U)  * Rys.  2.  Ciało  zastę pcze V

Rozwią zanie  tego  zagadnienia  moż na przeprowadzić  za pomocą   pewnego  z a s t ę p-
c z e go  c i a ł a  s p r ę ż y s t e go  V,  przystają cego  geometrycznie  do  ciała  V,  o  iden-
tycznych jak  w  ciele  V powierzchniach Aa  i  A„  ograniczają cych  ciało  (rys.  2). Zakł adamy,
że jest moż liwe  rozwią zanie  ciała  zastę pczego.  Bę dzie  to wię c z zasady  ciało  o  prostszych
cechach fizycznych  np. izotropowe  i jednorodne.

Punktem  wyjś cia  jest  równoważ ność  obu  ciał   pod  wzglę dem  pól  przemieszczeń,  przy
wynikają cych  stąd  róż nych polach  sił . Moż na wię c stwierdzić,  że  siły masowe  M  (znane)

*  Symbole  podkreś lone  wę ż ykami  na  rysunkach  odpowiadają   symbolom  pogrubionym  w tekś cie.
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obcią ż ają ce  ciało  Kn ie  są   równe  siłom masowym  M + Z  (nieznanym), obcią ż ają cym  ciało
zastę pcze  V, oraz odpowiednio obcią ż enia p (znane) na powierzchni Aa  ciała F n ie są  równe
obcią ż eniom  p + y  (nieznanym) na  powierzchni  Aa  ciała  V. Przemieszczenia  f  na  Au  nato-
miast  są   sobie  równe  w  obu  ciał ach  V i  V, co wynika z założ onej równoś ci  pól przemiesz-
czeń.

Gdyby znane były siły masowe  Z i siły powierzchniowe Y, to przy założ onej moż liwoś ci
rozwią zania  ciała  V  moż na  by  obliczyć  przemieszczenia  U, które  z  kolei  przy  założ onej
równoś ci  pól  przemieszczeń  ciał   V  i  V  byłyby  podstawą   do  okreś lenia  sił   wewnę trznych
w ciele V. Problemem podstawowym jest tu wię c (pomijając  rozwią zanie  ciała V) okreś lenie
niewiadomych sił  Z  i  y.

Moż na zauważ yć  analogię  do metody sił  dla ukł adów prę towych lub dla ciał  z niejedno-
rodnymi warunkami  brzegowymi,  w  której  przyjmuje  się  ukł ad  zastę pczy  z niewiadomymi
siłami  (tu  odpowiednio  V,  M + Z , p + y),  a  nastę pnie  z  warunków  nierozdzielnoś ci  (tu
U  =  U)  okreś la  się   równania  algebraiczne  lub  cał kowe  z  niewiadomymi  siłami.

Równoważ ność  obu  ukł adów  przedstawionych  na  rys.  1 i  2 pod  wzglę dem  pól  prze-
mieszczeń moż na udowodnić, rozpatrując zadanie odwrotne do sformułowanego i  opierając
się   na  twierdzeniu  Kirchoffa  o  jednoznacznoś ci  rozwią zań  zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci
dla  ciała  liniowo  sprę ż ystego  z  dodatnio  okreś loną   funkcją   energii  odkształ cenia.

Zał óż my,  że  znane  są   siły  masowe  M + Z i  p + y  w  ciele  V;  korzystając  np. z  relacji
(2.2)  obliczyć  moż emy  U, a  nastę pnie na podstawie  (2.1)  okreś lamy  wektor  U, który  jest
podstawą   do  jednoznacznego  (uwagi  koń cowe  pracy)  okreś lenia  wektora  odkształceń e.

Wektor  odkształ ceń e wyznacza  jednoznacznie naprę ż enia a w ciele V  (2.6), a te z kolei
okreś lają   jednoznacznie siły masowe  M  i  siły  powierzchniowe  p.  Zadanie postawione  jest
wię c  również jednoznacznie  okreś lone, a  tym  samym  istnieje  realna moż liwość  doboru sił
Z  i  y  takich,  by  ukł ady,  dany  i  zastę pczy,  były  sobie  równoważ ne.

Wektor  przemieszczeń  U w ciele  V  moż na przedstawić  za  pomocą   tensora  przemiesz-
czeniowego  Greena  VL  ciała  V,  w  postaci  równań  całkowych,  w  których  niewiadomymi
funkcjami  są   skł adowe wektorów  Z i  y.

Korzystając  z założ onej  równoś ci

(2.1)  U =  U ,
otrzymujemy

(2.2)  U = U = /   UZdV+  f  UydA -   f fyidA +  j  UMdV+ j UpdA,
V A A V A

gdzie  U  oznacza  tensor  przemieszczeniowy  Greena ciała  V,  $  macierz  oddziaływań  dla
ciała  V  na  powierzchni  A„   przy  obcią ż eniu  w  punkcie  i* siłą   masową   5(x- Ę ),  Z  wektor
nieznanych  sił   masowych  w  ciele  V,  y  wektor  nieznanych  sił   powierzchniowych  na  po-
wierzchni Aa  w ciele V

Zauważ my,  że  siły  masowe  i  powierzchniowe  w  ciałach  V  i  V  moż na  przedstawić
nastę pują co:

M  = -   W b - ^ W U,  M + Z  =  i ^ t

P -  ssr '^u,  p+y -   sź-
gdzie  2C oznacza operator róż niczkowy  równań równowagi,  2Br  transponowany operator
róż niczkowy  równań  równowagi,  J)  macierz  cech  sprę ż ystoś ci  ciała  V,  Ś)  macierz  cech
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sprę ż ystoś ci  ciała  zastę pczego  V, £) macierz  kosinusów  kierunkowych  normalnej  do  po-
wierzchni  A„  ciała  V  lub  V.
A zatem

jdxy  0  0  d/ dx2  0  d/ dx3~

0  d/ dx2  0  djdXi  d/ dx3  0

0  0  d/ dx3  0

O O cosa2 O C0SCC3
O cosa2 O cosc^ cosce3 0
0 0 cosa3 0 cosa2 cosoq

"1 0 ... 0
0 1

o

S i l

e22

£ 33

«23

(T =

# 22

^ 2 3

cv
€ —

Otrzymujemy  stąd  po przekształ ceniach

(2.4)  Z =   - ^

Podstawiając  (2.4)  do  (2.2)  otrzymamy  również

(2.5)  U =  -

fUpdA.
A V A

Otrzymaliś my  układ  równań  całkowych z niewiadomymi  składowymi  wektora  przemiesz-
czeń U. Po obliczeniu wektora  U obliczymy  z  (2.3) obcią ż enia  ciała  V. Spełnione jest  (2.1).
Siły  wewnę trzne  i  odkształ cenia  ciała  V  obliczymy  w  zwykły  sposób  według  wzorów

(2.6)  e  = 32Br U ,  <r =  J T1 * .

Rozwią zanie  ukł adu  równań  cał kowych  (2.5)  jest  problemem  złoż onym  o  duż ym
stopniu  trudnoś ci. Spróbujemy  go  rozwią zać,  omijają c  równania  cał kowe w  postaci  (2.5),
a  korzystając  z proponowanej  metody  iteracji.

3.  Matematyczne  sformułowanie  metody  iteracji

Równania  operatorowe, przedstawione  w  postaci

(3.1)  % =  U z+ g

dobrze  nadają   się   do  iteracyjnego  rozwią zywania  i  są   szeroko  omówione  np. w  pracach
[4,7,8,9].  '

Słabo  opracowane  są   metody  iteracyjne  równań  operatorowych  w  postaci

(3.2)  Uz =  g
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i nie w każ dym przypadku  moż na je sprowadzić do postaci  (3.1), [4]. Proponowana metoda
iteracji nadaje się zarówno dla równań typu  (3.1), jak  i (3.2), bez koniecznoś ci sprowadzania
równań  do postaci  (3.1).

N iech dane bę dzie  równanie  operatorowe  (3.2) z okreś lonymi  warunkami granicznymi,
gdzie  U jest  operatorem  liniowym,  g —  danym  elementem  przestrzeni  wektorowej.  Pod
poję ciem  operacji  rozumieć  tu  bę dziemy  operację,  która  funkcji  z  przyporzą dkowuje
funkcję  Vii, przy  czym  może  to  być  operacja  róż niczkowania, cał kowania,  przekształ cenia
za  pomocą  macierzy,  bą dź  też  operacja  zwią zana  z jaką kolwiek  metodą  rozwią zywania
ciała  odkształ calnego,  lub  innego  dowolnego  obiektu.

Zał óż my,  że  przedstawienie  rozwią zania  równania  (3.2)  w  postaci  zamknię tej  jest
trudne  lub  niemoż liwe  i  przyjmijmy,  że  istnieje  taki  operator  zastę pczy  I I , za  pomocą
którego  równanie  o  postaci  ''

(3.3)  Uż  =  g

jest  rozwią zywalne,  czyli

(3.4)  ż  =  H - ł g.

Jeż eli  operator U jest  «zbliż ony»  do  operatora U, wówczas  rozwią zanie  (3.4) moż emy

traktować  jako  przybliż enie  poszukiwanego  wektora  z,  czyli  z  s  ż,

Przeprowadź my  operację  i i  na  wektorze  ż,  otrzymamy

(3.5)  Uż  .  g,

a  podstawiając  do  (3.5)  rozwią zanie  (3.4)  otrzymamy

(3.6)  g  =  Sg,

gdzie operator S  =  U l i " 1 .
Przedstawmy  rozwią zanie  z  i wektor  g w postaci

(3.7a)  z  =

(3.7b)  g  =  g +  A l g .

Przy podstawieniu  (3.7) do  (3.2) otrzymamy

a  stąd

(3.8)  U A tz  -   A l g .

Ponieważ na podstawie  (3.7b):

Ai g  =  g - g  =  (3- < 5)g,  gdzie  3g  =  g,

otrzymamy

(3.9)  U A l Z  =  tg,

gdzie  r  = 3—£>  jest  operatorem,  a  3  operatorem  jednostkowym  [4].

Otrzymane  równanie  (3.9)  jest  podobne  do  równania  (3.2).  Postę pując  identycznie
jak  z  równaniem  (3.2)  otrzymamy  nastę pne  przybliż enie  A t z  oraz  A2g  i  A2g.
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W  kolejnym  / - tym  kroku  iteracyjnym  otrzymamy

(3.10a)  A^z^tf- Vg,

(3.10b)  A,._1g  =  Sr ' ' - |g,

(3.10c)  A;g  =   tg,

gdzie  operacja  i*' wyraża  się   wzorem  rekurencyjnym:

(3.11)  t 'g  =  t ( f i - 1g).

W rezultacie otrzymujemy  cią g  wektorów  A( ż i w myśl  (3.7) rozwią zanie  moż emy  przedsta-

wić  w  postaci

(3.12)  z =  J ^
* (=0

przy czym Ao ż = ż.
Korzystając  z (3.10a) otrzymamy

(3.13)  z = ir - 1(g+ rg+ r2g+  ...  +x'g+   ...)

lub

(3.14)  z = lt - 12'r 'g»

przy  czym  operacja  r°g  = 3g  =  g.
Jeż eli  założ ymy,  że  szereg  (3.13)  jest  jednostajnie  zbież ny  w  obszarze  rozpatrywanym

i  że  wykonalne  są   operacje  U,  U,  U'1  w  tym  obszarze,  to  podstawiając  (3.13)  do  (3.2),
otrzymamy

Hz  =  UU~x(g+xg+x2g  +   ...)  -   < 5g+ Srg+ < Sr2g +  ...  =  g + Ai g  + A 2 g+   ...  = g,

co należ ało wykazać.
Zbież ność  szeregu  (3.14)  zależ na  jest  od  operatora r,  a  co  za  tym  idzie  od  operatora

zastę pczego  U.  Warunki,  jakie  speł niać musi  operator  U,  aby  szereg  (3.14)  był   jedno-
stajnie  zbież ny,  muszą   być  rozpatrywane  niezależ nie  dla  poszczególnych  zagadnień  fizyki
czy matematyki  (zagadnienia teorii sprę ż ystoś ci,  równania algebraiczne, równania róż nicz-
kowe,  równania cał kowe).

W  wię kszoś ci  zagadnień  nie jest  moż liwe  przedstawienie  rozwią zania  w  postaci  (3.14)
z  powodu  trudnoś ci w  okreś leniu  operatora x. W  takim  przypadku  rozwią zanie przepro-
wadzić  moż na  wg  algorytmu,  który  doprowadził   do  szeregu  (3.14),  a  it~ 1g  traktować
jako  symbol  okreś lają cy  rozwią zanie  ukł adu  zastę pczego.  Jako  przykł ady  zastosowania
podanego  sposobu  mogą   posł uż yć prace  [1, 10, 11,12, 13].

N iż ej  ilustruje  się   podaną   metodę   przykł adem  równania  róż niczkowego  drugiego
rzę du, w którym operatora % nie wyznaczamy. Zagadnienie równań róż niczkowych  wymaga
niewą tpliwie  osobnego rozpatrzenia.

D ane jest  równanie
d2z

~dx2 = 0,

przy  czym z(0) =  0  i  I——I  =   a. Tutaj  U  =  l- j- j-   + a2) ,  g  =  0.
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Przyjmijmy  operator zastę pczy I I  =   d2ldx2.  Otrzymamy przy uwzglę dnieniu  warunków
począ tkowych

z  ~ U~lg  =  ax
oraz

g  =  Uż  =  U(ax) -   a2ax,  Ajg  = g- g = Xg =  ~a2ax.

W  drugim  kroku  iteracyjnym  otrzymujemy  równanie:

=   - a2ax

oraz

i ż  =  U- 1{- a2ax)  =  - a2 a  „ f '  ^ g-   =  U\ - (/2a- j)  =   - a2ox- a*a—. -,
3!

A' 3

3! 3!

Postę pując  podobnie  otrzymamy  według  (3.13)

3! '

(a*) 5
3

C  /   /   \   "

X V 3  fl  I   I  OtXi"

z = ax~aa^+ «a4

T f - . ..  = 7 | a x —^  ,  5 ,

a  . . .
wię c z =   —  sin (ax).

\

4.  Zastosowanie  metody  iteracyjnej  do dowolnego  ciała  odksztalcalnego

Problem  sformułowany  w p.  2 rozwią ż emy  metodą   iteracyjną   zgodnie  z p. 3.
Konieczne  jest  wprowadzenie  dodatkowych  symboli  na  nastę pują ce  ukł ady:  ciało  V

z danymi warunkami  brzegowymi  nazwiemy  ukł adem  danym  U  (rys.  1), ciało zastę pcze V
z  okreś lonymi  przez  ukł ad  U warunkami  brzegowymi  nazwiemy  ukł adem  zastę pczym  ii
(rys. 3), ciało  V z warunkami  brzegowymi  wynikają cymi  z rozwią zania  ukł adu zastę pczego
U  oznaczymy  przez  W.  N iewiadome  siły  masowe  Z i  powierzchniowe  y  wyznaczymy
na drodze  iteracyjnej.

• Rys.  3.  U kł ad  zastę pczy  U

Założ eniem  podstawowym  metody  jest  znajomość  lub  moż liwość  rozwią zania  ciała
zastę pczego  obcią ż onego  dowolnie  siłami  masowymi  i powierzchniowymi.  Ponieważ ciało
zastę pcze  ma  charakterystyki  zbliż one  do  charakterystyk  ciała  danego, moż na  przypusz-
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czać, że obcią ż enie ciała zastę pczego, tak jak  ciała danego, da  również  zbliż one  rozwią za-
nia  (3.3).

W  począ tkowym  kroku  iteracyjnym  obcią ż amy  wię c  ciało  zastę pcze  siłami danymi p
na powierzchni Aa,  danymi siłami masowymi  M  oraz danymi przemieszczeniami  f  na po-
wierzchni  A„.

Z rozwią zania  ukł adu zastę pczego  (/ podobnie do  (3.4) otrzymujemy:  wektor naprę ż eń
ó,  wektor  przemieszczeń  u  i  wektor  odkształ ceń e.  Zał oż ona w  p.  2  równoważ ność  pól
przemieszczeń  ciał   V  i V daje  relację

(4.1)  E = e

równoznaczną   z  wymuszeniem  w  ciele  V  odkształ ceń e.
li i  V  ||i

Otrzymujemy  układ  W. Naprę ż enia a  i obcią ż enia  M i p ukł adu  W obliczymy  korzys-

tają c  z równoś ci  (4.1), mianowicie

(4.2) T)a =  ta.
Przekształcając  (4.2)  otrzymamy  (patrz  (3.5),  (3.6)),

(4.3)  o  =  Sa,

gdzie

(4.4)  <5 =  I T 1 ! )

Korzystając  z  (2.3)  i  (4.3)  otrzymujemy  obcią ż enia  ukł adu  W:

siły masowe

(4.5a)  M =   - 2 B o=   - 2B<SCT,

siły powierzchniowe

(4.5b)  p = $o  =  $<»«.

Rozwią zanie  układu  U przedstawimy  w  postaci  podobnej  do  (3.7),  tj.

(4.6)  U m  W+AtU,

przy  czym  w miejsce  symboli  U,  W, A1V'w  równan iu  (4.6) m oż na podstawić odpowiedn ie
If  W

wektory  odkształceń,  wówczas  e  =  e+Ale,  wektory  przemieszczeń — u =  u - Mi u,
w  w

naprę ż eń —  a  =  a + A±a,  siły  masowe—•  M  =  M + ^ l jM ,  lub  siły  powierzchniowe  —

Otrzymamy obcią ż enia układu A, u w postaci

(4.7a)

(4.7b)

(4.7c)  Jif- O,

gdzie

(4.8)  x = 3 ~ S,  3  — macierz jednostkowa.

Otrzymaliś my  w  ten  sposób  ukł ad AXU,  który  jest  ciałem  V  z  siłami A±f  (4.7a) na
powierzchni  Aa,  z  siłami masowymi  AXM.  (4.7b)  i  zerowymi  przemieszczeniami  Axi  -   0
(4.7c) na powierzchni  A„.
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Rozwią zanie  ukł adu  At  U moż na przedstawić  w  postaci  analogicznej  do  (4.6)

(4.9)  AtU  =  A1W+A2U,

przy czym ukł ad At  W otrzymujemy w drugim kroku iteracyjnym, podobnie do układu W.

W  kolejnym  / - tym kroku  iteracyjnym  otrzymamy:
obcią ż enia  ukł adu At U

(4.10a)  Atv  =   4p  =  §xńi.la,

(4.10b)  AtM  = A,M=  - WcA^^,

rozwią zanie  ukł adu AtU  w postaci wektorów  naprę ż eń Ą ó  i  odkształceń  Atk,

odkształcenia w układzie A;  W

(4.11)

naprę ż enia w ukł adzie Zf; W,

(4.12)

obcią ż enia ukł adu  AtW

(4.13)  4 , M -

obcią ż enia ukł adu  Z l i + 1 Ł/

(4.14a)

(4.14b)  z l i + 1 M =  -

Rozwią zanie ukł adu At  U przedstawić moż emy podobnie do (4,6) i  (4.9) w postaci

(4.15)  A,U  =  AiW+Al+1U,

a  stąd  wynika  przedstawienie  rozwią zania  ukł adu  U w  postaci  nieskoń czonego  szeregu:

(4.16)  U

Postać  (4.16) rozwią zania moż emy przedstawić przy wykorzystaniu  (4.15) nastę pują co:

(4.17)  U- V

Zwią zek  (4.17) jest dowodem zbież noś ci  szeregu  (4.16) przy warunku

(4.18)

Moż na  zauważ yć,  że  o  wielkoś ciach  składowych  wektorów  obcią ż enia  / l;p  i  AfM

decyduje  macierz r;  wzory  (4.10)  i  (4.14). Jeż eli  macierz r. dobierzemy  tak, aby spełnione

były nierównoś ci:

(4.19)  |j j, + 1p ||  <  \ \AiV\ \ ,  \ \Ai+1M\\  <  \ \A,M\U

wówczas  również  normy  wektorów  naprę ż enia  i  odkształcenia bę dą   maleć  z  kolejnym
krokiem iteracyjnym,  co wynika  wprost  z  (4.14) i definicji  normy. Otrzymamy

\ mxAi+ 1i\ \  <||2BrA,A||,
a  stąd
(4.20)

7  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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i podobnie

(4.21)  H 4+ i«ll< I I4«ll .

Przy  i - * oo normy  wektorów  zmierzać  bę dą   do  zera,  a tym  samym  składowe  odpo-
wiednich wektorów  osią gną   wartoś ci  zerowe.

Zagadnieniem  osobnym  jest  moż liwość  spełnienia  warunków  (4.19).  Mogą   one być
spełnione  przy  takim  doborze  macierzy  r, aby zachodziła nierówność

(4.22)  H t | | < l,

wynikają ca  z twierdzeń  zwią zanych  ze zbież noś cią   szeregu  macierzowego.
Macierz r  (4.8)  okreś lona  jest  przez  ciało  zastę pcze  V; zatem  im bliż sze  bę dzie ono

ciału danemu V, tym norma macierzy r bę dzie mniejsza,  a zbież ność  lepsza.  Zważ ając  na
moż liwość  rozwią zania  ciała  zastę pczego  V  dobierzemy  jego  charakterystyki  jak  naj-
prostsze, np. ciało izotropowe, jednorodne i jednospójne.  Przy z góry  okreś lonym  rodzaju
ciała  zastę pczego  róż nią cego  się  dość  znacznie od ciała  danego,  zachodzi  problem  opty-
malnego  doboru  wartoś ci  charakterystyk  ciała  zastę pczego  ze wzglę du  na  nierówność
(4.22).

Zagadnienie  ciała  zastę pczego  wygodniej  jest  rozpatrywać  dla okreś lonego  rodzaju
ciała  danego  (tarcze, płyty,  powłoki); problem  ten  bę dzie  przedmiotem  osobnych  opra-
cowań.

Obliczmy jeszcze  obcią ż enia  Z i y. Podobnie do  (4.16), moż emy  utworzyć  szereg nie-
skoń czony  z cią gu  rozwią zań  AtU,  wtedy

(4.23) 2
( = 0 f= l / = 0 1=1

Korzystając  z (4.10) otrzymamy

(4.24) 2X) $(2
;=i

lub

(4.25)  Z = - 2 B ( 2 4 « ),  y = .

ponieważ AtM  =   - 2Ikl;ć  i Atp  =  §>Ata.

5.  Uwagi koń cowe

Rozważ my  jeszcze  zwią zane  z  samonaprę ż eniami  zagadnienie  jednoznacznoś ci roz-
wią zania.  Czy  narzucając  w układzie AtW  przemieszczenia  otrzymujemy  jednoznacznie
okreś lone  naprę ż enia?  Odkształcenia  niezależ ne  od sił  zewnę trznych  powodują   wystą-
pienie samonaprę ż en tylko wtedy, gdy nie spełniają  warunków nierozdzielnoś ci  [3]. W przy-
padkach  rozpatrywanych  warunki  nierozdzielnoś ci  są  zawsze  spełnione, gdyż wektor  od-
kształceń  narzucony  w  układzie AtW  ciału  danemu  jest  wzię ty  z  rozwią zania  układu
AtU,  który  moż emy zawsze  rozwią zać  jednoznacznie.



METODA  OBLICZANIA  CIAŁ  ODKSZTALCALNYCH  99

Rozwią zanie  w  każ dym  kroku  iteracyjnym  jest  wię c  jednoznaczne,  a  tym  samym

i  suma  szeregu  nieskoń czonego —  lub  w  rozwią zaniu  przybliż onym  suma  czę ś ciowa  —

są   jednoznacznie  okreś lone.
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P  e  3 io  M  e

HTEPAIIHOHHBIft  METOfl  PACTETA  riP0H3B0JIbHBIX

JIHHEKHO ynpyrnx  TEJI

B  paBoie  npeflcTasneH  o6nnifi  HTepainroHHbrii metop,,  KOToptiS  MCWKHO  npiuvseHHTB  KaK  npn  pe-

ineHHH  npoH3B0JiBHbix  HHHeHHO ynpyrnx  Ten,  o6jiap;aiomHX  nojio>KHTejiBHO

3HeprHH  fledjjopjwainm,  Tai< H n pn  pemeHHH HeKOToptix  MaTeiwaTiraecKHx  3aflai.

ripHMeHHTenbHo  K 3aflaqaM   TeopHH ynpyrocTHj  iweiofl  COCTOHT B 3aiweHe  flaHHoro Tejia

(DHKTHBHblM  TejIOM, flJIH  KOTOpOTO peniaeTCH pHfl  KpaeBBIX  3aflai  npH H3MeHHK>mHXCfl B HTepat(HOHHOM

npoi?ecce  Harpy3i<ax.  3 TO npnBOflHT  K o6pa3OBaffl«o  6ecKOHetnioro  pHfla  BeKTopoB  HanpHSKeroiH H  p,e-

dpopMainiH.

IIpefljiaraeMbiH  MeTOH noxo>K Ha MeTOfl  Manoro napaiweipa,  TaK KaK  COCTOHT B He3HaMHiejibHOM  H3-

napaiweTpOB  flaHHoro  Tena  (nauHoro  onepaTopa)  ii  nocjieflOBaiejibHOM   peinemiH

(ynpomeHHoro  onepaTopa)  n pn  ycjioBHH  CXOSHMOCTH  npH6jra>KeHHMx pemeHHił   K

OopMyjinpyfl  peinemie  3afla^iH  TeopHH ynpyrocTH  npH noMoinji  dpuKTHBHoro Tejia  MO>KHO  3aJweTHTi,

aHanorHK)  c  MeTOflOM   CHJI.

S u m m a ry

ITERATION  METHOD OF CALCULATIN G ARBITRARY DEFORMABLE BODIES IN A LINEAR
ELASTIC RANGE

In the present work a certain general iteration method is described applicable to arbitrary  linear elastic
bodies with a positive definite strain energy  function and to some other mathematical problems. The con-
sidered iteration method, as applied to deformable bodies, consists in replacing the given body by an auxiliary

7 *
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one, and then solving  consecutively  the auxiliary  system  with  loads  changing  in the iterative  procedure.
In the solution  infinite  series of stress  and deformation  vectors  are constructed. A certain similarity  of the
present  method  to the perturbation  and force  methods  is  pointed out.
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