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DYSKRETNE  MODELE DYSLOKACJI

R O M U AL D  K  O  T  O W  S K  I  (WAR SZ AWA)

1.  Wstęp

Dyslokacje  są   to  jednowymiarowe  defekty  sieci  krystalicznej.  Są   one  odpowiedzialne
za  plastyczne  zachowanie  się   ciał   stał ych. Istnienie ich zostało potwierdzone  eksperymen-
talnie  przy  uż yciu  promieni  Roentgena  i  mikroskopu  elektronowego.  Teorie  opisują ce
zachowanie  się   dyslokacji,  ich  oddział ywanie  wzajemne  oraz  z  innymi  defektami  sieci
krystalicznej,  np.  z  defektami  punktowymi,  ich wpływ  na  własnoś ci  mechaniczne ciał   są
przedmiotem  badań  od  przeszło  osiemdziesię ciu  lat.  Stanowią   one  dział   mechaniki  ciała
stał ego. Przez wiele  lat  dyslokacje  z duż ym powodzeniem badano w  ramach kontynualnej
teorii  oś rodków  cią gł ych.  Pozwalało  to  na  stosowanie  dobrze  rozpracowanego  aparatu
analizy  matematycznej. Istnieje  jednak  wiele  takich  zagadnień,  gdy  konieczna jest  wiedza
na  temat  szczegółów  dyskretnej  budowy  kryształ u,  a  wtedy  powyż sze podejś cie  staje  się
niezadowalają ce.  Jednym  z  takich  problemów  jest  zagadnienie  naprę ż enia  Peierlsa,  czyli
minimalnego naprę ż enia, które musi  być  przył oż one z zewną trz  do kryształu, aby  spowo-
dować  ruch dyslokacji.  Zakł ada  się , że dyslokacja  podczas  ruchu pozostaje  prostoliniowa.
N ie uwzglę dnia  się   również wpływu  temperatury.

Dyskretne  modele  dyslokacji  mają   znaczną   niedogodność  polegają cą   na  ogromnych
trudnoś ciach  rachunkowych.  Z  tego  wzglę du  stosuje  się   szereg przybliż eń ,  co  powoduje,
że  otrzymane wyniki nie zawsze są   wiarygodne.

W  niniejszej  pracy  przedstawiono  przegląd  dyskretnych  modeli  dyslokacji,  w  których
podję to próby wyliczenia naprę ż enia Peierlsa. Zaprezentowano modele Frenkla- Kontorovej,
Peierlsa- Nabarro,  Maradudina,  Sandersa  i  Roguli  oraz  wspomniano  o  półdyskretnych
modelach  stosowanych  w  komputerowej  symulacji  dyslokacji  w  kryształach.

2.  Model Frenkla- Kontorovej

Model zaproponowany przez Frenkla i Kontorova był  jednym z pierwszych,  w którym
starano  się   oddać  dyskretną   naturę   dyslokacji  w  krysztale.

W  modelu tym  kryształ  jest  podzielony  myś lowo  na dwie czę ś ci:  górną   i dolną.  Czę ść
górna  jest  zastą piona  przez  jednowymiarowy  ł ań cuch  punktów  materialnych  (atomów)
poł ą czonych  identycznymi  sprę ż ynkami  o  stałej  sprę ż ystoś ci  k.  Oddziaływanie  obu pół-
kryształ ów uwzglę dnia się  przez umieszczenie ł ań cucha atomów w nieruchomym okresowym
potencjale  W{x),  o  okresie  równym  b,  gdzie  b  jest  odległoś cią   mię dzyatomową.



R.  KOTOWSKI

Dyslokację   krawę dziową   wprowadza  się   dostarczając  lub  usuwając  jeden  atom  z nie-

skoń czonego  ł ań cucha  (rys.  1).
Energia potencjalna kryształu  wynosi

CO

(2.1)  U = y  J T { f J+

gdzie  % jest wychyleniem  atomu o numerze j  z ./ - tego minimum potencjał u. Róż niczkując

(2.1)  wzglę dem  ipj,  otrzymujemy  warunek  stanu  równowagi  ./ - tego  atomu

dW(w- )
(2.2)  % , + ,  -  2 fj +  % _t ) -   — g ^ Ł =  0,

który głosi, że atom znajduje  się  w stanie równowagi  wtedy,  gdy  siły sprę ż ystoś ci  sprę ż ynek
są   równoważ one  siłami  potencjalnymi  zwią zanymi  z  potencjał em  W(x).

(c)
l O O O O  O O O  O  O  O

(d)  b
O O O O O O g g « »

(e)  ( • • 8 8 0 0 0 0 0 0

- 2 - 1  0  1 2  —JT  X

Rys.  I ,  Dyslokacja  krawę dziowa  w  modelu  Rys. 2. Dyslokacja  ś rubowa  w modelu  Frenkla-
Frenkla- Kontorovej;  (a)  kryształ   idealny;  gdy  Kontorovej
minimów  potencjałów  O 1  wię cej  niż  atomów:  •  atomy łań cucha,  O atomy sieci  (wg  [1])
(b)  konfiguracja  stabilna;  (c) konfiguracja  nie-
stabilna;  gdy  atomów  o  1  wię cej  niż minimów
potencjału:  (d) konfiguracja  stabilna;  (e) konfi-

guracja  niestabilna

W  oryginalnej  pracy  Frenkla  i  Kontorovej,  jako  potencjał   przyję to  nastę pują cą
funkcję :

(2.3)  j

i  rozwią zano  zagadnienie dynamiczne

(2.4)  m~w~=

kładąc

idx2

gdzie  skorzystano  z  przybliż enia  długofalowego  [1].

W  modelu Frenkla- Kontorovej moż na badać również dyslokację   ś rubową. W  tym celu
należy  rozważ yć  jednowymiarowy  ł ań cuch  atomów ruchomych leż ą cy  na  dwuwymiarowej
siatce  atomów  nieruchomych  (rys.  2).  Ruch  dyslokacji  w  kierunku  x  sprowadza  się   do
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kolejnego  przemieszczania  się  atomów  ł ań cucha  na  odcinku  o  dł ugoś ci  1  w  kierunku  y
na  drodze Ay  =   b z jednego prostoliniowego  szeregu  atomów sieci na nastę pny. Zakł ada się,
że  atomy  z  ł ań cucha  oddział ywują  z  atomami  sieci  za  pomocą  potencjał u, np. typu  (2.3);
a  energia  oddział ywania  atomów  z  ł ań cucha  mię dzy  sobą  zależy  od  ich wzglę dnego  prze-
mieszczenia  w kierunku  y  i wynosi

gdzie rjj  jest przemieszczeniem j- tego atomu z ł ań cucha.  Równanie równowagi  dla  atomów
ł ań cucha zapisuje  się  wtedy  nastę pują co:

^ L  = o

i  problem  sprowadza  się  do  zagadnienia  dyslokacji  krawę dziowej.
Równanie  (2.2)  z  potencjał em  (2.3)  było  rozwią zywane  przez  róż nych  autorów,  ale

przez  sprowadzenie  równania  róż nicowego  do  róż niczkowego.  Pierwsze  dokł adne nume-
ryczne  rozwią zanie  równania  róż nicowego  dla  konfiguracji  symetrycznych  pojedynczej
dysł okacji  podali  HOBART  i  CELLI  [2],  otrzymując  wyniki  w  postaci  zbież nych  szeregów
potę gowych  przemieszczeń  atomowych.

HOBART  W pracy  [3]  przedstawił   metodę  obliczenia  naprę ż enia  Peierlsa  w  modelu
Frenkla- Kontorovej,  korzystając  z  równania  (2.2)  zapisanego  w  postaci

(2.5)  WW  Yip

Stałe  k  i  A  dadzą  się  przedstawić  za  pomocą  stał ych  sprę ż ystych  v,  JJ,  i  E  [3], gdzie
v —  współ czynnik  Poissona,  fi,—  moduł   ś cinania,  a  E—  moduł   Younga,  w  nastę pują cy
sposób:

(2.6)  A- 4^- ,  k=
b(l- v2)'

gdzie  a  jest  odległ oś cią  mię dzy  pł aszczyznami  równoległ ymi  do  pł aszczyzny  poś lizgu,
a  dbc jest  obję toś cią  komórki  elementarnej.  H obart  wykazał,  że  naprę ż enie  Peierlsa  jest
proporcjonalne  do  siły  Rmstx  dział ają cej  na  atom  n  =  0  potrzebnej  do  utrzymania  go
w  odległ oś ci  y0  od  poł oż enia równowagi  i wynosi

(1  1\   rt  ~  - "max

gdzie w{s)b  jest szerokoś cią  dyslokacji,  gdy  znajduje  się ona w poł oż eniu sb  dla 0  <  s  ^  1.
Energia  Peierlsa  jest  równa  pracy,  jaką  musi  wykonać  owa  siła  i?  podczas  cią gł ego

przejś cia  dyslokacji  od  jednej  konfiguracji  równowagi  do  nastę pnej

yl1

(2- 8)  £P  = ^f  R(yo)dyo.
o

Rachunki  moż na  wykonać  tylko  numerycznie.  Metoda jest  na  tyle  ogólna,  że  moż6
mieć  zastosowanie  również  do  innych  potencjał ów.  H obart  wykonał   obliczenia  dla
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w pracy  [4] i dla

w pracy  [5]. Stwierdzono dla tych wszystkich potencjałów, iż energia Peierlsa maleje wykład-
niczo  wraz  ze  wzrostem  szerokoś ci  dyslokacji,  mimo  oczywistych  róż nic  w  wyliczonych
wartoś ciach  energii.  HOBART  [6]  podał   również  sposób  przybliż onego  obliczenia  energii
Peierlsa  przy  uż yciu  metody  zmiennej  zespolonej.  Otrzymane  wyniki  są   w  dość  dobrej
zgodzie  z metodą  dokładną.

Dokł adne  analityczne  rozwią zanie  w modelu  Frenkla- Kontorovej moż na znaleź ć,  gdy
potencjał  jest  odcinkami paraboliczną   funkcją   przemieszczenia. Rozwią zanie  takie znaleź li
KRATOCHVIL  i  INDENISOM [7]  oraz  WEINER  i  SANDERS  [8].  Dokł adną   analizę   tego  modelu

znaleźć moż na również w pracy  ROG U LI  [9].

i  i  1  i  o  °'  II I

( 1„ r ) b  i_.j  „ i .  Ą

°o  i  i

02- o I   Rys.  3.  Podział  kryształu  na strefy  w  modelu  F renkla-

- (vi;- lviti,  +M- 1; M ;  Kontorovej

Kryształ  podzielono na trzy strefy  (rys. 3), ze wzglę du  na wartość przemieszczeń atomów
w stosunku  do parametru modelu:

III :  (l- y)ż >< Ą!/<  b,

(2.11)  .  II:  ybś fjś (l

I:  0 ^  fj  ^  yb,  —oo  <j   <  — M.

W  strefie  I I  jest 2M— 1  atomów  poł ą czonych tzw.  słabymi  wią zaniami.  Numery atomów
przybierają   wartoś ci  połówkowe, gdy  liczba  słabych wią zań  jest  parzysta  i  cał kowite,  gdy
nieparzysta.  Konfiguracja  równowagi  opisana  jest  nastę pują cymi  równaniami  dla  odpo-
wiednich stref:

I I I :  kV2y>j- fj,b(fj- b)  m 0,

(2.12)  n:

I :  kV2y>j- fj,bfj  =  0.

D la  danej  wartoś ci  y  mamy  zawsze  dwie  konfiguracje  równowagi  o  M  róż nią cym  się
o  1/2.  Gdy M jest  połówkowe, to konfiguracja  słabych wią zań jest  symetryczna  wzglę dem
maximum, a dla M  całkowitego jest symetryczna  wzglę dem  minimum potencjał u. Stabilna
jest  ta  konfiguracja,  która  ma  mniejszą   liczbę   słabych  wią zań.

Gdy  do kryształu przyłoż one jest  naprę ż enie ś cinają ce  r,  to na każ dy  atom działa siła
/   =  — rb2.  Rozwią zania  szuka  się  w postaci

(2.13)  t]j   +
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Jeż eli przejś cia  I I  -  I I I  i I   -  I I  wystę pują   równocześ nie,  to  rp  =   — T„  , czyli  rp  =  0 i  dys-
lokacja  może przemieszczać  się   w  krysztale  bez  przykł adania  sił   zewnę trznych,  a  liczba
słabych wią zań  pozostaje  bez zmian.

N a  rys.  5 i 6 przedstawiono wykresy zmian  TP  W funkcji  y~x  otrzymane przez  KRATOCH-
VIL A  i  INDENBOMA  [7]  oraz  WEINERA  i  SANDERSA  [8].

R= 05

10"3

R=1.0

3  U  5  6  7  8  9  10  11 4  5  6  7  8  9  10

Rys.  6.  Wykres  tv(y~l)  wg  Weinera  i  Sandersa  [8]

3.  Model Peierlsa- Nabarro

Model  dyslokacji  zasugerowany  przez  Orowana,  a  nastę pnie  rozwinię ty  przez  Peierlsa
i N abarro wzbudził  wielkie zainteresowanie i wywarł  duży wpływ na rozwój  teorii  dyslokacji
w  kryształach.  Właś nie  w  tym  modelu  Peierls  jako  pierwszy  oszacował   naprę ż enie  po-
trzebne  do  przeprowadzenia  dyslokacji  z  komórki  do  komórki.

Model  Peierlsa- Nabarro  został   zbudowany  przy  nastę pują cych  założ eniach  (rys.  7):
a) kryształ   składa się  z  dwu  poł ą czonych ze sobą, cią gł ych,  sprę ż ystych półprze*strzeni;
b)  wzdłuż  płaszczyzny  poł ą czenia  (cię cia)  pół przestrzenie  mają   strukturę   atomową;
c) oddziaływanie atomów z najniż szej  warstwy górnej  pół przestrzeni z atomami  najwyż-

szej  warstwy  dolnej  półprzestrzeni  jest  typu  sinusoidalnego,  natomiast  w  każ dej  z pół-
przestrzeni  osobno spełnia ono prawo  H ooke'a;

d) przemieszczenia w kierunku prostopadł ym do płaszczyzny poś lizgu  są   zaniedbywalnie
małe  i  nie  są   brane  pod  uwagę   również  wszelkie  efekty  temperaturowe;

e) dyslokacja  jest  prostoliniowa.
Model ten może być oczywiś cie  modyfikowany,  na przykł ad przez ż ą danie, aby  oddzia-

ływanie  atomów  wzdłuż  płaszczyzny  cię cia  było  dowolną   funkcją   okresową   (np.  LEJĆ EK
[10] i KROUPA,  LEJĆ EK  [11]), o okresie równym stałej sieci, byle tylko dla mał ych  wzglę dnych
przemieszczeń  & t  zachodził  liniowy  zwią zek:

(3.1)

(fxy  =  - ^j0x(x)  dla  dyslokacji  krawę dziowej,

dyx  =   ~j(Pz(x)  dla  dyslokacji  ś rubowej,
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gdzie  d  jest  odległoś cią   mię dzypłaszczyznową.  Szczególnie  proste  wyniki  otrzymuje  się
jednakże  wtedy,  gdy  przyjmie  się   zależ ność  sinusoidalną.

Począ tkowo  przemieszczenie  dolnej  pół przestrzeni  wzglę dem  górnej  (na  rys.  7  linie
przerywane)  wynosi

[  b/ 2  x >  0
(3.2)  ^  = ^°  =   U / 2  dI a * < 0 -

Po  nał oż eniu  na  pół przestrzenie  takich  przemieszczeń,  że  tworzy  się   odpowiednio
dyslokacja  krawę dziowa  lub  ś rubowa:

[2ux + b/ 2  x  >  0  \2uz+b/ 2  x  >  0

< 3- 3)  ®^\2ux- b/ 2  d l a  x<0>  0>=\2u z- bl2  d l a

y
x

(b)

Rys. 7. Dyslokacja krawę dziowa  (a) i ś rubowa (b)
w  modelu  Peierlsa- Nabarro  (wg  [12])

Rys. 8. Wykres przemieszczeń w modelu Peierlsa-
Nabarro  (wg [12])

Ogólnie, przemieszczenia zachowują   się  tak, jak pokazano na rys. 8. Z przemieszczeniami
zwią zane są  siły, wywołane zakł óceniem wią zań w płaszczyź nie y  =   0. Zgodnie z  przyję tymi
założ eniami, np. dla  dyslokacji  ś rubowej

(3.4)  ^ , 0 ) =   ^  ""

Formalna teoria sprę ż ystoś ci, jak  również założ enie cią głego rozkł adu dyslokacji  wzdłuż
osi  0x,  prowadzi  do  zwią zku

(3.5)  «r,2(x,0) =   JLP  j  dufp  - J g -,
—  00

gdzie  P  oznacza,  że  cał kę  należy  rozumieć w  sensie  wartoś ci  głównej  Cauchy'ego.  Przy-
równują c  (3.4)  i  (3.5)  otrzymujemy  równanie  cał kowe,  którego  rozwią zaniem  jest

(3.6) u,  =  -
b  .  x

—— arc tg—
2TC  r\
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gdzie  r\  — d/ 2.  Naprę ż enie  wyraża  się  teraz  równaniem

(3- 7)  '  aAxfi)  =   £- ?- .

Ostatni wzór wskazuje na istotną cechę modelu Peierlsa- Nabarro: w zerze, czyli w ją drze
dyslokacji,  nie ma  osobliwoś ci  naprę ż enia, które  pojawiało  się  w  modelu  kontynualnym
Osobliwość  pojawia  się  teraz  w  odległ oś ci  ±rj   od  pł aszczyzny  poś lizgu.

O  o  ~~©

(a)
o  o  o  Rys.  9. Symetryczne konfiguracje dyslokacji w modelu

Peierlsa- Nabarro  (wg  [12])
(a),  (b) —  dyslokacja  ś rubowa;  (c),  (d) —  dyslokacja  krawę dzio-

Q  o  ~n'~—A*  i  I   I I I '  v  wa;  O '  x  o z naczają  atomy  odpowiednio  nad  i pod  plaszczyzną-
poś lizgu,  a  linie  przerywane  na  rysunku  dyslokacji  krawę dzio-
wej  —  poł oż enie  rzę dów  atomów,  gdyby  nie  było  dyslokacji

Podczas  ruchu  dyslokacji  nastę puje  zmiana  energii  potencjalnej  kryształ u.  Zależ ność
energii  potencjalnej  od  poł oż enia  dyslokacji  jest  funkcją  okresową,  o  okresie  równym
dł ugoś ci  wektora  Burgersa  b,  ze  wzglę du  na  periodyczną  budowę  kryształ u.  Aby  przejść
z jednej  konfiguracji  symetrycznej  do drugiej  (rys.  9), dyslokacja  musi  znaleźć się  w  kon-
figuracji  niesymetrycznej.  Oczekiwano,  że  ta  ostatnia  bę dzie  miała  energię  wyż szą,  czyli
że naprę ż enie ś cinają ce  powodują ce  zmianę konfiguracji  też bę dzie  się zmieniać  okresowo.
W modelu zał oż ono, że podczas ruchu dyslokacji  energia sprę ż ysta  w obupół przestrzeniach
nie ulega  zmianie, zmienia się natomiast tylko  energia  pochodzą ca od zmiany  wzglę dnych
przemieszczeń,  bę dą ca  sumą  po  wszystkich  atomach  wzdł uż  pł aszczyzny  cię cia  i  wynosi

(3.8)  W{a)  -   - ^

gdzie  ab jest wychyleniem  dyslokacji  z jednej  z konfiguracji  symetrycznych.  Róż niczkując
otrzymany  wzór  po  a moż na znaleź ć  siłę i naprę ż enie, jakimi  należy  dział ać na  dyslokację,
aby  przesunąć  ją  z  jednego  poł oż enia  równowagi  w  nastę pne:

(3.9)  F=   - T _ L i

Energia  osią ga  maksimum,  gdy  cos4a7i:  =  1,  a  minimum, gdy  COS4OOT =  — 1.  Maksi-
mum mamy  wię c,  gdy  a  =  0 lub  1/2,  a minimum, gdy  a  =  1/4.  Wniosek  jest  niespodzie-
wany  i  sprzeczny  z  oczekiwaniami:  najwię kszą  energię  mają  konfiguracje  symetryczne,
a  konfiguracja  niesymetryczna  jest  obdarzona  energią  minimalną.

Naprę ż enie  Peierlsa,  czyli  maksymalne  naprę ż enie  potrzebne  do  przeprowadzenia
dyslokacji  do  nastę pnej  komórki,  pojawia  się  wtedy,  gdy  a  =  1/8  i  wynosi

(3.10)  (

H IRTH i LOTHE  [12] uważ ają, że nieoczekiwana postać energii potencjalnej jest  czę ś ciowo
skutkiem  sumowania  niezależ nie  po  pł aszczyznach  górnej  i  dolnej.  Metoda  ta  nie  ma
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silnego  uzasadnienia  fizycznego  i  pocią ga  za  sobą   zbytnie  wygładzenie  funkcji  w  pobliżu
ją dra dyslokacji.  Sugerują,  że sumowanie energii pochodzą cej od wzglę dnych przemieszczeń
par  rzę dów  atomów  powinno  poprawić  ten  wynik.

4.  Model  Maradudina

MARADUDI N  [13] zaproponował  prosty  model dyslokacji  ś rubowej  w sieci  krystalicznej,
w której każ dy atom oddział ywuje  tylko ze swymi najbliż szymi  czterema współpłaszczyzno-
wymi  są siadami  zgodnie  z  prawem  H ooke'a.  Odległoś ci  pomię dzy  atomami w  kierunku
prostopadł ym  do  płaszczyzny  przekroju  są   stał e.  Maradudin  wyliczył   przemieszczenia
atomów  w  dwu  konfiguracjach  dyslokacji  ś rubowej:  w  konfiguracji  I ,  gdy  dyslokacja
znajduje  się  w ś rodku komórki elementarnej i w konfiguracji  I I , gdy dyslokacja  znajduje  się
na  krawę dzi  komórki  elementarnej  (rys.  10).  Nastę pnie  podał   wyraż enia  na  energie  od-

o o o ' o a o  o  o  o  c / o

o o o o o o  o  o  .  o  o  o

o  b  o  o  o  o  *  o  o  o  o

oo
Maradudina;  (a) konfiguracja  I ;  (b) konfiguracja  II   (a)
Rys.  10.  Konfiguracje  dyslokacji  ś rubowej  w  modelu  o o o o o o  o o o 0 o

kształ cenia  powyż szych  konfiguracji.  Róż nica  tych  energii  jest  energią   Peierlsa.  Pionowe
przemieszczenie  atomu  o  współ rzę dnych  (m, n)  oznaczono  w(m,ń ).  Jest  ono  wielowar-
toś ciową   funkcją   poł oż enia atomu  w  tym  sensie,  że  wzrasta  o  b  po  zatoczeniu konturu
Burgersa wokół  lini i dyslokacji.  Aby  uniknąć kł opotów zwią zanych  z  wielowartoś ciowoś cią
pola przemieszczeń wprowadzono cię cie wzdłuż osi 0x. Położ enie tego cię cia jest w ogólnoś ci
dowolne.

Stan  równowagi  rzę du  atomów  o  współ rzę dnych  (m, ń )  jest  opisany  równaniem

(4.1)  A(wm+l,n- w,„_Un)  + B(wm,n+1  - wm,n- i)- {2A  + 2B)wmę„   =

=   fiK<S„a+ i/ 2<5„,i / 2- f5„u+ i/ 2(3«.- i/ 2)  w  konfiguracji  I ,

=   Bb(8m,kdn_1/ 2~dmikdn^ii2)  + Bb/ 2(dmi0Sn,lj2- Sm;oS„,- i/ 2)  w  konfiguracji  I I ,

gdzie A  i B są  stał ymi siłowymi oddział ywania atomów, odpowiednio w kierunku x i w  kie-
runku  y,  a k  =  0 , 1, 2, 3  ...

MARADUDI N  [13] rozwią zał  równania  (4.1) metodą  transformacji  Fouriera, aBuLLOUGH
i  TEWARY  [14]  metodą   funkcji  G reena. Otrzymali  oni  identyczne  wyniki,  mianowicie:

dla  konfiguracji  I
TT/2

, .  „ ,  b  b  C f  siny  sm2mxsin2my  ,  ,
(4<2)  W""« -   T ~ 1?ij  T E T -  C sin ^+ si n̂   dxdy'

dla  konfiguracji  I I
n/2

,A  ~,  b  b  C C  cosxsin2mv  sinvsin2m>  ,  ,
(4.3)  Wm,„   =   r  -;  :  i-   •   .  i  / a  dxdy,

4  TZ2 J  J  sinx  Csin2^ + sm2^
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gdzie  C  =  A/ B.W  granicy, gdy Am2+Bn2  jest duż e, wzory  te przechodzą w dobrze  znany

zwią zek  z kontynualnej  teorii  dyslokacji

(4.4)  wmn-   2 n — . o r  -   m

Jest  on  identyczny  dla  obu  konfiguracji,  gdyż  w  teorii  kontynualnej  nie  bierze  się  pod
uwagę  szczegół ów  budowy  ją dra  dyslokacji.

Energia  odkształ cenia została policzona w  pracy  [13] jako  praca  wykonana  przez siły
zewnę trzne  na  krysztale  podczas  wprowadzania  do  niego  dyslokacji.  Otrzymano  nastę-
pują ce  wyniki:

£  i  >   \  + C  i
E\ ~ T~  V AB\ \n2y-  —In—~A—  ł —ln C + ln

4- 7T  y  2 ^ 4

(4.5)

Ba  ~  T ; c - V ^ j l n 2 y-   - j l n —4-

gdzie  y jest stałą Eulera, lny  =  0,57722,  R  zewnę trznym promieniem kryształu  (przyjmuje
się,  że  kryształ   ma  kształt  walca),  £,  r\  odległ oś cią  mię dzy  są siednimi  rzę dami  atomów
odpowiednio w kierunku  x  i y.  Tak  więc

(4- 6)  Eu- E1  =

1  /   .  _ /   C  \  1  R  )

M*~ arcsin  V  T+C)+ TInC+ ln7w  r

Otrzymana w  ten sposób  róż nica energii jest  nadmiernie duż a.  CELLI  [15] poprawił   wynik
Maradudina  wprowadzając  dla  dwu  rzę dów  (0, 1/2)  i  (0, —1/2) w  konfiguracji  I I  poten-
cjał

(4.7)  ^ 2 - (l   +  co s—6 -   -

co  dla  dyslokacji  [110]  w  N aCl  obniż yło wartość  energii  Peierlsa  o  rząd  wielkoś ci.
HOLZLER  i  SIEMS  [16] stwierdzili,  że jeś li  zastosuje  się  poprawkę  Celliego  do  modelu

Maradudina  dla  dyslokacji  [001]  w  krysztale  sześ ciennym,  to  róż nica  En—Ei  staje  się
ujemna.  Jest  to  spowodowane  faktem,  że najwię ksze  wzglę dne  przemieszczenia  bę dą  teraz
w  konfiguracji  I .  Zaproponowali  wię c,  aby  wprowadzić  sinusoidalną  zależ ność  sił   od
przemieszczeń  dla  wszystkich  wią zań,  co  obniż ył oby  wzglę dne  przemieszczenia  również
w konfiguracji  I  i zmniejszył oby  Ą  w ten sposób, że róż nica energii znów był aby dodatnia.

5. Model Sandersa

SANDERS  [17] zbudował   dyskretny  model  dyslokacji  krawę dziowej  w  krysztale  o  sieci
sześ ciennej prostej przystosowany  do badania wpł ywu naprę ż enia ś cinają cego  przył oż onego
z  zewną trz  na  geometrię  dyslokacji.  Zał oż ył  on  liniowe  oddział ywania  pomię dzy  najbliż-
szymi  są siadami  (oprócz pł aszczyzny poś lizgu)  uwzglę dniając  siły centralne i niecentralne.
Rozważ ane  były  tylko  cztery  rzę dy  atomów  najbliż sze  pł aszczyzny  poś lizgu.  Przemiesz-
czenia  atomów  w  tych  rzę dach  dane  są  nastę pują cymi  wzorami:

My  =

2
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gdzie My jest poziomym przemieszczeniem  atomu w  z- tym rzę dzie i w./ - tej  kolumnie, wj; jest
przemieszczeniem atomu wywołanym jednorodnym naprę ż eniem ś cinają cym  r przyłoż onym
w nieskoń czonoś ci z zewną trz  do  kryształ u:

xb2

Mjf, = - ( / - i)  ; > o ,

(5.2)

gdzie  k2  jest  miarą   sił   niecentralnych  (co  wynika  z porównania  z kontynualną   teorią
sprę ż ystoś ci,  gdyż k2 =  c^&b =  / bib),  a u]]  jest  odkształ ceniem  potrzebnym  do  wprowa-
dzenia  dyslokacji:

(5.3) „ I I _

- b/ 4
0

b/ 4
Ala

J > 0
7 = 0;

b/ 4

- b/ 4

dla

Po  wprowadzeniu  dyslokacji  atomy  doznają   relaksacji  i zajmują   położ enia  równowagi,
co  okreś lają   funkcje  q?j,  <jsj,  ip'j '  V>'j  zmierzają ce  do  zera,  gdy  j  -> oo.

W  pobliżu  ją dra  dyslokacji  przemieszczenia  są  tak  duż e,  że porzucono  tutaj  założ enie
o  oddział ywaniu  tylko  najbliż szych  są siadów  i  uwzglę dniono  oddziaływanie  atomów
z rzę du  1 z dwoma atomami z rzę du  — 1 (linie przerywane  na rys.  11). Siła oddział ywania jest
funkcją   poziomej  odległoś ci  0y  pomię dzy  oddziaływują cymi  atomami,  gdzie  &ij   jest
odległoś cią   pomię dzy  i- tym  atomem z 1 rzę du  i j- tym  atomem z rzę du  — 1.

X
1"

- 2-

I   -rv / DV/ \   /
0  ,

I

( a )
Ao _5

Rys.  11.  Dyslokacja  krawę dziowa  w modelu
Sandersa

( b)  \   /

Rys.  12. (a) Trzy  typowe  atomy w pobliżu płasz-
czyzny  poś lizgu;  (b) wykres  siły  działają cej  na
atom  C pochodzą cej  od atomu A  (linia  cią gła)
i  od  dwu  atomów  poniż ej  płaszczyzny  poś lizgu

(linia  przerywana);  w modelu  Sandersa

Równania  równowagi  zapisują   się   nastę pują co:
dla  atomów  usytuowanych  daleko  od płaszczyzny  poś lizgu

(5.4)  ^i(«i, j+ i+ «i.j- 1- 2wi,J- ) + / c2(«i+i,j + Wi- i,j- 2M)  = 0,

gdzie kx jest miarą   sił  centralnych;

dla  atomów z czterech  rzę dów  najbliż szych  do  płaszczyzny  poś lizgu

-   Fjj- FJ+u].
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F y  jest  siłą oddział ywania  / - tego atomu z rzę du  1 z j- tym  atomem  z rzę du  - 1.  Zał oż ono

nastę pują cy  charakter zależ noś ci  F(&):

(5.6) F/ {k2b)  =

0/ b

0

O <  0/ b  «s y,
ys

gdzie y  = 0c/ £ =  Fc/ (k2b)  =   TC/ £,OC = y/ ( l - 2y),  rc  oznacza krytyczne napię cie  ś cinają ce

kryształu  doskonał ego  (rys.  12).

Przemieszczenie
dyslokacji

'- 609

- 969

- 3

- Ma- M/1

M

-3

- 3

wią zanie
stabe

(
wią zanie
silne

-3

0

Rys.  13. Przykł adowy  rozkł ad  wią zań  wzdł uż
pł aszczyzny poś lizgu w modelu Sandersa. Mx  i M2

są  to numery,  liczone od ś rodka,  tych  atomów,
które  pierwsze  są poł ą czone silnymi  wią zaniami

Rys.  14. Przykł ad  zmiany  naprę ż enia  zewnę trz-
nego i konfiguracji  sł abych wią zań w czasie ruchu

dyslokacji  w modelu  Sandetsa

Gdy  wzglę dna  pozioma  odległ oś ci  pomię dzy  dwoma  atomami  z dwu są siednich po-
ziomych rzę dów jest z przedziału  [0, y] , to mówimy, że atomy są poł ą czone silnym  wią za-
niem,  a gdy ta  odległ ość jest  z przedziału  [y, 1—y], to mówimy,  że wią zanie  jest  sł abe
(rys.  13). Tak wię c,  pł aszczyznę  poś lizgu  moż na  podzielić  na trzy  czę ś ci:

j <  - M2,  Fjj silne, FJtJ_1  = 0,

— M 2 + l  < y < Mt  — 1,  Fjj i / }+!,; •  sł abe,

]>M Xi  Fjj_ t  silne, Fjj =  0.

Sanders  badał  quasi- statyczny  ruch dyslokacji  (przejś cie  z jednej  komórki do nastę pnej)
dla. R =   1,0, 2,0, 5,0 (R — ki/ k2)  i dla róż nych  wartoś ci  y.  Typowy  przebieg  zależ noś ci
przemieszczenia  dyslokacji  od  przył oż onego  naprę ż enia  a =  r/ b  pokazuje  17s. 14.

Począ tkowa  konfiguracja  C1 jest stabilna  (dodatniemu naprę ż eniu odpowiada  dodatnie
przemieszczenie),  natomiast  konfiguracja  C 3  jest  niestabilna — w  ruchu  dynamicznym
dyslokacja  powinna  albo  skoczyć  do przodu, albo  powrócić  z powrotem  do  konfiguracji
stabilnej.  Naprę ż enie Peierlsa  to maksymalne  naprę ż enie wystę pują ce  w tym cyklu  wyno-
szą ce  9,65x10-5.
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Oprócz  cyklu  omówionego  powyż ej,  Sanders  zaobserwował   również  takie, w  których
konfiguracja  począ tkowa  była niestabilna  i takie, w których były dwie konfiguracje  stabilne
w jednym cyklu. Koń cowy wynik obliczeń naprę ż enia Peierlsa pokazuje  rys.  15. Uderzają cą
cechą   jest  okresowy  przebieg  rp  w  funkcji  y"1.

G

10-'

Vs

R=2

6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  f

Rys.  15.  Zmiana  naprę ż enia  Peierlsa  w  funkcji  y"1  w  modelu  Sandersa

6.  Model Roguli

ROG ULA  [18]  zaproponował   dynamiczny,  atomowy  model  prostoliniowej  dyslokacji
ś rubowej  w  sieciach  Bravaisa.  Wyprowadził   on  wyraż enia  na  pola  prę dkoś ci  i  dystorsji
oraz  znalazł   zależ ność  prę dkoś ci  poruszają cej  się   dyslokacji  od  działają cego  na  kryształ
jednorodnego naprę ż enia  zewnę trznego.

Model  Rogułi przystosowano  [19] do quasi- statycznego  ruchu dyslokacji,  co pozwoliło
znaleźć  statyczne  naprę ż enie  Peierlsa  w  funkcji  parametru  modelu  y.

3
o

2
o

1
0

y
0

o

o

(x,y)
0  O

0  0

O  0

Rys.  16.  Przekrój  poprzeczny  przez  sieć  sześ cienną   prostą

o  o

o  o  o

o  o  o  o  o  o

°  o  o  o  o  o

Rozpatrzono  sześ cienną,  prostą,  prymitywną   sieć  krystaliczną.  Przekrój  poprzeczny
tworzy  sieć kwadratową   (rys.  16). Zał oż ono, że w nieskoń czonej sieci znajduje  się  pojedyncza
dyslokacja  ś rubowa  o  wektorze  Burgersa  b (|b|  =  1)  równoległym  do  osi  Oz.  Dyslokacja
może  zajmować  róż ne  poł oż enia  wewną trz  komórki,  w  której  umieszczono  począ tek
ukł adu współ rzę dnych.  Ponadto  zrobiono  nastę pują ce  zał oż enia:

a)  ruch  atomów  dozwolony  jest  tylko  w kierunku  równoległym  do  osi  Oz  (równolegle
do lini i  dyslokacji),  przy  czym  odległoś ci mię dzy  atomami w tym kierunku  są   stałe  (atomy
są   «nanizane na sztywne prę ty», a kół ko na rys.  16 oznacza jeden taki prę t);

b) każ dy  atom oddział ywuje  tylko  ze swymi czterema najbliż szymi  «współpłaszczyzno-
wymi»  są siadami;

c)  energia oddział ywania atomów jest odcinkami paraboliczną   funkcją   dystorsji / 3k(x, y),
& =  1,2.
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Dystorsją / ?fc(x,  y) nazwano wielkość

(6.1)  Pk(x,y)  =  Dkw(x,y)- nk,

gdzie Dk jest operatorem róż nicy centralnej, w(x,  y) jest pionowym przemieszczeniem atomu
o współ rzę dnych (x, y),  a nk  są   takimi  liczbami  całkowitymi, by  \ (3k(x, y)\  <  0,5  (rys.  17).
Wielkoś ci  fik(x,y)  — 0,5  i  fik{x,y)  — —0,5  są   równoważ ne. Po rozpisaniu  wzorów  (6.1):

(6.2)

widać, że dystorsje  okreś lone  są   w  ś rodkach  odcinków  ł ą czą cych atomy:  ^(x,  y) w  ś rod-
kach  odcinków poziomych,  a  P2(x,y)  w  ś rodkach  odcinków  pionowych  (rys.  16  i  17).

'telfe1
g

i

i

i

2

L

(

(

(-

L,

1
X

Rys.  17.  Dystorsja  (S^O,  1/2)

Rys.  18.  Zależ ność energii  i  siły  oddziaływania  atomów
od dystorsji w modelu Roguli. Rozkład siły oddziaływania

na  czę ść  liniową   i  nieliniową

N a  rys.  18  przedstawiono  zależ ność  energii  U  i  siły  Sk  oddział ywania  dwu  atomów
od  dystorsji

(6.3)  Sk  =
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Wartość  dystorsji  pk = y,  bę dą ca  parametrem  modelu,  wyznacza  granicę  liniowej
zależ noś ci  siły  oddział ywania od dystorsji.  W zwią zku  z tym  przedział  wartoś ci  dystorsji
[—0,5, 0,5]  podzielono na  trzy  czę ś ci  (rys.  18): jeś li  wartość  dystorsji  jest z obszaru  I to
mówimy, że odpowiednie wią zanie  jest  silne, zaś w przypadku, gdy  wartość dystorsji  jest
z obszaru  I I  lub  I I I ,  to mówimy ż e, wią zanie jest sł abe. Siłę oddział ywania atomów z są sie-
dnich  rzę dów  moż na  rozbić  na czę ść  liniową  i  nieliniową:

(6.4)  Sk(x,  y)  =   (S  ̂ +  Sn  (x, y),
Nieliniową  czę ść  oddział ywania  moż na  wyrazić  przez  liniową,  jeś li  wprowadzi się

wielkość

(6.5)  f(x,y)- - DkS?*(x,y),
gdzie f(x,  y) jest wielkoś cią  taką, że b •  f(x,  y) przedstawia sił ę, z jaką należy dział ać na atom
o  współ rzę dnych  (x,y),  aby otrzymać  taki  sam  efekt,  jaki  daje  nieliniowa  czę ść  (6.4).

Sumaryczny  wektor  Burgersa  zdefiniowano  nastę pują co:

(6.6)  £P*Dxk  = ]?  Rk0k.
C  intC

Po  lewej  stronie  równania  sumowanie  odbywa  się po odcinkach  konturu C  (gdyż  DQ
oznacza przyrost  wielkoś ci  Q na elementarnym odcinku konturu C), a po prawej  stronie
równania  po komórkach  zawartych  wewną trz  konturu  C. Tutaj

(6.7)  Rk =  e,kDł tk  i  h-   1,2,

a  eik  jest  antysymetrycznym  tensorem  jednostkowym

(6.8)  en  = e2 2 = 0,  sj.2 =  - ea i = 1.

Wielkość  zdefiniowana  jako

(6.9)  R,A(x,y)  =  oc(x,y)
gra taką samą rolę, jak  gę stość dyslokacji, w omawianym przypadku dyslokacji  ś rubowych,
w teorii kontynualnej. Pole a(x,  y) jest okreś lone dla cał kowitych wartoś ci x i y, a poszcze-
gólne jego  elementy  mogą  przyjmować  trzy  wartoś ci:  0 — gdy w danej  komórce nie ma
dyslokacji  i  + 1 —  gdy w komórce znajduje  się  dyslokacja  o wektorze  Burgersa  równym
± b.

Ukł ad równań
- DkSV"(x,y)=f(x,y),

(  }  RkPk(x,y) =   «(x,y),
po  prostych  przekształ ceniach da się sprowadzić  do postaci

(6.11)  -   aDk  Dk  pt  = Dif-   aRi  a,

gdzie  a =  [i  jest  moduł em  ś cinania.  Równanie  to rozwią zano  metodą  funkcji  Greena
i  znaleziono, że

(6.12)  P(x,y)  = —

gdzie * oznacza splot  dyskretny:

(6- 13)  Q*P =

1  Mech.  Teoret.  i Stosowana 1/78
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a G jest funkcją  Greena
n

(6.14)  G(x,y) =  ~ r ^ ^ £
2rc  i  ] / (2- cos< ?2)

2- l
przy  czym  G(0,0) =  0,0.

Ponieważ  dyslokacja  znajduje  się w tej samej  komórce, w której  jest  począ tek ukł adu
współ rzę dnych, więc
(6.15)  a(x,y)  =   dxOdyO,
gdzie  bu  jest  deltą  Króneckera, a  wzory  na dystorsje  zapisują  się  nastę pują co:

(6.16)
+ G(x,y+]/ 2)- G{x,y- ll2),

RODZINA  I  • • —•   RODZINA  U
0.5- 0.25  0,5- 0,25

Nie  ma  sł abych  Nie ma  sł abych

- (7(je+l/ 2, j/ )+ '0(je- l/ 2, j>).

RODZINA  I

0.5- 0,1817

wiazan.

)  Q25tQ.11

Q—
i  Q1134- Q0752

wiazan

I   0,25*0,1411

1141—

.  0,W1l- Q1024

II  IIHł- H—

t 0 , 5 - 0

0,1817* 0,1147

i  0)U7- qp883

II HUH-

= =  00752^0,0562  ,  0,1024^00917  10,0883- 0,0817

fi- Hh  IIS3+-   ii [QB+-

4=  0,0562- 0,0449

H- H+-

0D 917- 0,0709

U—  II

0.0817- Q0636

4+ ~

=  Q0449- 00373

H4 4 -   II

0,0709*0,057̂ 0,0636- ^0,0522

Rys. 19. Trzy rodziny symetrycznych konfiguracji  równowagi sł abych wią zań przy |,  = 0w  modelu Roguli.
Obok  każ dej  konfiguracji  podano zakres  y  jej  waż noś ci;  |  oznacza  dystorsję  równą  0,5

Wpł yw  naprę ż enia  zewnę trznego  został  uwzglę dniony  przez  wprowadzenie  jednorod-
nego  pola  dystorsji  fik,  Tak więc  cał kowita  dystorsja  jest  dana  wzorem

(6.17)  hix,y)  =  ft(x
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gdzie  /?fc(x, y) jest  polem  dystorsji  wywołanym  obecnoś cią   dyslokacji  i dane jest  wzorami

(6.16).
Zbadane zostały dwa  procesy:
a)  proces  zmian  konfiguracji  równowagi  słabych  wią zań  w  funkcji  y  przy  f!k  =  0;
b)  proces  zmian  konfiguracji  sł abych  wią zań  w  funkcji  ftk  przy  ustalonym  y,
W  procesie  drugim  maksymalna  fik  wystę pują ca  w  quasi- statycznym  ruchu  dyslokacji

poprzez  komórkę. elementarną   jest  proporcjonalna  do  naprę ż enia  Peierlsa.
Ś ledząc proces pierwszy,  stwierdzono  istnienie trzech rodzin symetrycznych  konfiguracji

sł abych wią zań  (rys.  19). W  rodzinie  I I I  jedna z dystorsji  jest równa  ± 0, 5,  czyli  dyslokacja
znajduje  się  na krawę dzi  komórki. Wybierając  dowolną   konfigurację   z rodziny  I, ustalając
y  i  zmieniając  odpowiednio  /? moż na  dojść  tylko  do jednej  z  konfiguracji  z  rodziny  I I .
Ż aden proces  tego  typu  nie wyprowadza  dyslokacji  na krawę dź  komórki  (rys.  20)  (uwaga
ta  nie dotyczy pierwszej  konfiguracji  (bez sł abych wią zań)  z rodziny  I) .  Przy  równoczesnej
zmianie  obu  pk  otrzymano cią g  konfiguracji  o  rosną cej  liczbie  słabych wią zań  (rys.  21),
a  w  ostatniej  konfiguracji  z  tego  cią gu  dwie  dystorsje  są   równocześ nie  równe  0,5. Proces
ten  prowadzi  do kruchego  zniszczenia  kryształ u. Tak  wię c konfiguracje  z rodziny  I odpo-
wiadają   dyslokacjom  utwierdzonym.

=00
= Q0

ii—x  w—r  e

^ = 0 0
i=003652

(a)

'=0010009
= 00

y/ ł=GO10193
=0.0

!—00
(b)

Rys.  20.  Przykłady zmian  konfiguracji  słabych  wią zań  w  funkcji  fi,  dla  (a)  (0,2500,  0,1817) e y  =   0,2;
(b)  (0,1817,  0,1134) e y  = 0.12  w  modelu  Roguli

Konfiguracje  z  rodziny  I I   (oprócz  pierwszej)  mają   ś ciś le  wyznaczoną   pł aszczyznę'
poś lizgu  dyslokacji.  Dyslokacja  osią ga  konfigurację   z  rodziny  I I I   (a wię c jest  dyslokacją,
ruchomą)  tylko  wtedy,  gdy  naprę ż enie  zewnę trzne  jest  przyłoż one  do  kryształu  w  taki
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sposób,  że  siła  działa  na  dyslokację   równolegle  do  kierunku,  w  którym  jest  najwię cej
słabych  wią zań.  Przykłady  takich  procesów  pokazano  na  rys.  22.

N a  rys.  23  pokazano  w  funkcji  y  (w  skali  y~r)  zmiany  konfiguracji  sł abych  wią zań
(z rodziny  I I  i III ) w trakcie  zmiany  położ enia dyslokacji  u.  Gdy u  =  + 0, 5, to  dyslokacja
znajduje  się   na  krawę dzi  komórki,  a  u  =  0  jest  równoważ ne  u  =  1.  Liniami  ukoś nymi
zakreskowano  obszary,  w których dana konfiguracja  jest stabilna,  co odpowiada minimum
energetycznemu,  a  liniami  poziomymi  obszary  niestabilnoś ci  konfiguracji  (maximum
energetyczne).

00 0.02877/,

Hr - f-

0034537

0.034954

- 0.002204

I  0.006058

T  0.011317
O- M-   +Q5

|   0018347

JUHf-

Rys.  21. Cią g  konfiguracji  w  modelu  Roguli  dla
y  =  0,  095  przy  równoczesnej  zmianie  pk,  k  =
=  1, 2; |8j  =   p2.  Przy każ dej konfiguracji  podano

osią gnię tą   wartość P

0.005
Q010
0.015

0.005-
0.010'
0.015'

if =0.23

- /—  —0.0109

u
- < r ~  - 0.0077

jf=0.181 7

0.004
0003
0.002
0.001

00
0.003'
0.002
0001'

r=  o.i7

0.0037

]=  0.1411

(a)
li 4—

(b)

Rys.  22. Zmiany  (9 w funkcji  położ enia dyslokacji
//   w  modelu  Roguli;  (a)  ye  [0,1411,  0,1147];

(b)  ye  10,1147, 0,10241

N a  rys. 24 podano schematyczne przekroje  powierzchni energii  płaszczyzną  prostopadłą
do  płaszczyzny  poś lizgu  dyslokacji.  Linie  poziome  odpowiadają   tym  wartoś ciom  y,  dla
których  naprę ż enie  Peierł sa jest  zerowe.  Stwierdzono  istnienie  niesymetrycznych  poł oż eń
równowagi  dyslokacji  wewną trz  komórki.

Zależ ność naprę ż enia Peierł sa od parametru modelu  y  pokazano na rys.  25. Jeś li  by nie
uwzglę dniać  punktów, w których  naprę ż enie znika,  to  oprócz zakresu  y  e  [0.5, 0.25],  wraz
ze wzrostem  y~x  maleje  ono wykładniczo.



0.0636 |ó
0.062  I

Rys.  23.  Wykres  zmian  konfiguracji  słabych  wią zań
w  modelu  Roguli  w  funkcji  y  i  u.  II  Ml  I — obszary
konfiguracji  stabilnych;  = = .—  obszary  konfiguracji  nie-

stabilnych

0.0636 5.7233

Rys.  24.  Schematyczne przekroje  powie-
rzchni energii dyslokacji  płaszczyzną   pros-
topadłą  do płaszczyzny poś iizgu  w  funkcji

y  w  modelu Roguli

2  3  4  "5  6  7  8  '  9  10  11  12  13  W  15  16  17  „
(0.25)  (01817)  (01411)  (0.1147)  (0,10241(00917)  (00813)  (0.0709)  (0D6'49)

Rys. 25. Wykres zmian naprę ż enia Peierlsa w funkcji  y~x  w modelu Roguli. W nawiasach podano wartoś ci

y  dla  których  nastę puje  zmiana  konfiguracji;  tp  =   afSp

121  ]
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7.  Modele  póldyskretne

W  cią gu  ostatnich kilkunastu  lat  w zwią zku  z postę pem w dziedzinie budowy  elektro-
nicznych maszyn cyfrowych,  które są  coraz szybsze i mają  coraz wię kszą  pamię ć, gwał townie
rozwinę ła  się   nowa  technika  teoretycznego  badania  własnoś ci  materiał ów, tzw.  metoda
symulacji  komputerowej.  Przegląd  zagadnień  rozwią zywanych  tą   metodą   moż na znaleźć
np.  w pracach  [20] i  [21]. Wiele  prac poś wię cono dyslokacjom  przede wszystkim w  struk-
turach  sześ ciennych  centrowanych  obję toś ciowo  (bcc)  [22].  Wspólną   cechą   wszystkich
modeli dyslokacji  rozwią zywanych  metodą   symulacji  komputerowej jest  podział  kryształu
na  dwie  czę ś ci:  w  obszarze  I  uwzglę dnia  się   atomową   (dyskretną)  budowę   kryształ u,
natomiast w obszarze I I  korzysta się  z kontynualnej teorii sprę ż ystoś ci. Dyslokacja  znajduje
się  oczywiś cie  w obszarze  I  (rys. 26). W  obszarze  I rachunki przeprowadza się   korzystając
z  dwuciałowych półempirycznych potencjałów, przy  czym  uwzglę dnia  się   oddział ywanie

Rys. 26. Półdyskretny model  dyslokacji  wg  [23].
Obszar  I   (zakropkowany), w którym  uwzglę dnia
się   dyskretną   budowę   kryształu  od  obszaru  I I
(zakreskowanego),  w którym  korzysta  się  z wy-
ników  kontynualnej  teorii  sprę ż ystoś ci  oddziela

sztywna  granica F

Rys.  27. Półdyskretny  model  dyslokacji  z  elas-
tyczną   granicą   i  nakładają cymi  się   obszarami

I i  II

nie  tylko  najbliż szych,  ale  i  dalszych  są siadów.  Stosuje  się   w  tych  modelach zasadniczo
dwa  podejś cia:  gdy  granica F  oddzielają ca  czę ść atomową   modelu od cią głej jest  sztywna
(rigid boundary) i gdy  granica  ta jest elastyczna  (flexible  boundary).  W  metodzie  pierwszej
wylicza  się   położ enia  atomów  na  granicy  zgodnie  z  liniową   lub  nieliniową   [23]  teorią
sprę ż ystoś ci,  izotropową   lub  anizotropową,  a  nastę pnie atomy  w  obszarze  I  poddaje  się
procesowi  relaksacji.  W  podejś ciu  drugim  (rys. 27) stosuje  się  proces iteracyjny.  W  pierw-
szym  kroku  przeprowadza  się   obliczenia  w  obszarze  I  ze  sztywną   granicą   i \ .  Nastę pnie
wykonuje  się   obliczenia  zgodnie  z  teorią   sprę ż ystoś ci  w  obszarze  I I   biorą c  pod  uwagę
warunki  brzegowe  na  F2  otrzymane  na  podstawie  kroku  pierwszego.  W  trzecim  kroku
wykonuje  się   obliczenia  w  obszarze  I z pozycjami  atomów na F1  ustalonymi przez  drugi
krok. Metoda ta ma tę  przewagę  nad pierwszą, że pozwala uzyskać podobne rezultaty przy
dużo mniejszym  obszarze  I, co z kolei  przyczynia  się   do znacznego zaoszczę dzenia  czasu
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maszyny.  Poś wię cone  tej  metodzie  są   np. prace  TEODOSIU  i  NICOLAE  [24] oraz  TEODOSIU,
NICOLAE  i  PAVEN  [25].

Przy  pomocy  powyż ej  zarysowanych  metod  badano  w  kryształach  mię dzy  innymi
wpływ  naprę ż eń zewnę trznych  na geometrię  poś lizgu  dyslokacji,  tak ś rubowych, jak  i kra-
wę dziowych.  N a  przykł ad,  BASIŃ SKI,  DUESBERY,  TAYLOR  [26,  27],  stwierdzili,  że  dla  dy-

slokacji  ś rubowej  w  sieci  bcc  sodu  naprę ż enie Peierlsa  zależy  od  orientacji  przyłoż onego
naprę ż enia  zewnę trznego  i  ma  minimalną   wartość  0,0105 / i dla  poś lizgu  w  kierunku  bliź-
niakowania  na  pł aszczyznach  {112}.  W  fazie  hcp  sodu  naprę ż enie  to  jest  co  najmniej
25 razy  mniejsze.  Stwierdzono  również, że  ruch dyslokacji  ś rubowej  w sieci  hcp jest  ogra-
niczony  tylko  do jednej  płaszczyzny  poś lizgu,  gdy  natomiast w  sieci  bcc ma miejsce  po-
przez jednostkową   translację   po  pł aszczyznach  {110}  z prawem  wyboru,  że dwa  kolejne
przesunię cia nie mogą   mieć miejsca  na  tych samych  płaszczyznach poś lizgu.

8. Zakoń czenie

Z  przedstawionych  modeli widać, że  problem naprę ż enia Peierlsa jest  bardzo złoż ony.
Peierls  i  N abarro  otrzymali  wynik  sprzeczny  z  oczekiwaniami:  konfiguracje  symetryczne,
o  których  są dzono,  że  mają   energię   mniejszą   okazały  się   niestabilne.  Próby  obliczenia
naprę ż enia  Peierlsa  w  jednowymiarowym  modelu  dyslokacji  Frenkla- Kontorovej  przez
KRATOCHVILA  i  INDENBOMA  [7]  oraz  WEINERA  i  SANDERSA  [8],  w  modelu  dyslokacji  ś ru-

bowej  SANDERSA  [17]  oraz  w  trójwymiarowym  modelu  dyslokacji  ś rubowej  ROGULI  [19],
wskazały  na jego  nową   istotną   cechę: naprę ż enie  Peierlsa  oscyluje  wraz  ze  zmianą  para-
metru  modelu  y  charakteryzują cego  materiał,  a  dla  niektórych jego  wartoś ci  jest  równe
zeru.  Oznacza  to,  że  przewiduje  się   moż liwość  istnienia  takich  kryształów, w  których
dyslokacje  mogą   przemieszczać  się   przy  zerowych  siłach zewnę trznych. Fakt ten dla  wielu
badaczy  wydaje  się   być  mało  prawdopodobny.  Modele  te  potwierdziły  również  wynik
Peierlsa  i  N abarro.  Stwierdzono  mianowicie,  iż  fakt  czy  dane  położ enie  równowagi
dyslokacji  jest  stabilne  czy  też  niestabilne  zależy  od  materiał u,  w  którym  badano  dys-
lokację .

Duż ym zaskoczeniem  było stwierdzenie w modelu Roguli, że w sieci sześ ciennej  prostej
istnieją   takie  konfiguracje  sł abych wią zań,  dla których dyslokacje  są   utwierdzone. Znaczy
to  mianowicie  tyle,  że  dyslokacja  nie  może  być  przepchnię ta  do  są siedniej  komórki  bez
spowodowania  zniszczenia  kryształ u.  Są   to  konfiguracje  o  najwyż szej,  czterokrotnej  sy-
metrii  obrotowej,  gdzie  słabe  wią zania  układają   się   w  kształ cie krzyż a.  Dyslokacja  staje
się   ruchoma,  tzn.  że  moż na  ją   przeprowadzić  do  są siedniej  komórki  dopiero  wtedy;

gdy  konfigurację   krzyż ową   sł abych  wią zań  doprowadzi  się   do  konfiguracji  w  kształcie
paska.

We  wszystkich  dotychczasowych  próbach  obliczenia  naprę ż enia Peierlsa uwzglę dniano
tylko  oddział ywania  dwuciał owe.  Jest  rzeczą   prawdopodobną,  że  przynajmniej  w  ją drze
dyslokacji  i jego najbliż szym  otoczeniu  dużą   rolę   odgrywają   oddział ywania wielociałowe.
Tak  wię c,  nie  bę dzie  moż na  mówić  o  peł nym sukcesie  dopóty,  dopóki  nie  zostanie  roz-
wią zane  zadanie oddział ywania wielu  ciał. N a obecnym etapie pozostaje  tylko nadzieja, że
do  wygładzenia  krzywej  tfp(y)  być  może wystarczy  uwzglę dnienie  oddział ywania  dalszych
są siadów.
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S u m m a ry

DISCRETE  MODELS OF DISLOCATIONS

The  Frenkel- Kontorova, Peierls- Nabarro, Maradudin, Sanders and Rogula discrete models of disloca-
tions  are discussed.  Attempts  to calculate  Peierls  stress  in these  models  are briefly  reviewed.

INSTYTUT  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHN IKI  PAN
WARSZAWA

Praca została złoż ona w Redakcji  dnia 8 kwietnia  1977 r.
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SAM OC Z YN N E  WYWAŻ AN IE  WIRN IK A  P OD P AR TE GO  SPRĘ Ż YŚ CIE  W  D WÓ CH
KIERU N KAC H

TADEUSZ  M A J R W S K I  (WARSZAWA)

Przebadano  wirnik,  który  jest  niewyważ ony  statycznie  i  pod  działaniem  nierówno-
waż nych  sił  odś rodkowych  porusza  się   ruchem pł askim w  ten  sposób,  że  oś  obrotu  wir-
nika  0  może  przemieszczać  się   wzdłuż  osi  x  i  y  nieruchomego  ukł adu  współ rzę dnych
xAy.  W  cylindrycznym  podtoczeniu znajdują   się   elementy  swobodne,  np. kulki. Schemat
takiego  wirnika  przedstawiony  jest na  rys.  1.

Rys.  1.  Schemat  układu

W  pracy  [1]  rozpatrzono zachowanie  się   niewyważ onego  wirnika,  którego  oś  obrotu
została  podparta  sprę ż yś cie  w  jednym  kierunku  i  wykazano,  że  przy  prę dkoś ciach nad-
krytycznych  OJ >  coOx  elementy  swobodne  przemieszczają   się   do  położ eń  zapewniają cych
wyważ enie  się  ukł adu.

W  stosunku  do  ukł adu  z  rys.  1  przyjmuje  się   nastę pują ce  zał oż enia:  bież nia,
po  której  poruszają   się   elementy  wyważ ają ce  ma  kształt  okrę gu,  którego  ś rodek
pokrywa  się   z  osią   obrotu  0, wirnik  obraca  się   ze  stałą   prę dkoś cią   co — const,  elementy
wyważ ają ce  poruszają   się   w  płaszczyź nie poziomej  i  w  zwią zku  z  tym pominię te zostaną
siły  cię ż koś ci,  istnieją ce  siły  oporu  są   proporcjonalne do prę dkoś ci,  elementy  wyważ ają ce
toczą   się   bez poś lizgu  i oderwań  oraz nie zderzają   się .

nx,ny

M

m

Me

x ,  Ky

nx

r
J

Waż niejsze  oznaczenia

masa  wirnika,
masa elementu  wyważ ają cego,
niewyważ enie  statyczne  wirnika,
sztywnoś ci  podparcia sprę ż ystego  w kierunku  osi  x  i  y,
współ czynniki  oporu wiskotycznego  dla wirnika  i elementu,

promień  elementu  swobodnego,
masowy  moment bezwładnoś ci elementu wzglę dem  jego  osi  symetrii.
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1.  Równania  ruchu  i  warunki  wyważ enia  się  ukł adu

Wirnik  z n elementami swobodnymi  ma 2+n  stopni swobody,  przy  czym niezależ nymi
współ rzę dnymi  uogólnionymi  są  x,y,  a.t.  Masy  i  promienie wszystkich  elementów  przyj-
muje  się jednakowe.  W  oparciu  o  równania  Lagrange'a  uł oż ono  równania  ruchu  ukł adu.
Równania  te mają  postać

(1)  (M+nm)x+nxx+kxx  =   Meco2coswt+mR

n

+ mR  \  a,-  sin(co^- fai)

n

(2)  (M+nm)y  + nyy  + kyy  =  Mew2s'ma)t + mR  £  (co + Ui)2s'm(wt+ai)  +

n

— mR  \  'di  cos(cot +  at),

(3)  mzR'di  = m

gdzie  mz  =   m+Jjr2,  i  =   1,2,  . . . , «.
Równania  (1) i  (2) opisują  drgania  postę powe  osi  wirnika  0  w  kierunkach x  i y.  N a-

tomiast  równania  (3)  opisują  ruch  poszczególnych  elementów  swobodnych  wzglę dem
wirnika.

Niewyważ ony  wirnik  wykonuje  drgania  pod  dział aniem sił  odś rodkowych.  N a  skutek
- jego drgań pojawiają  się pewne sił y, które starają  się przesunąć elementy swobodne  wzglę-
dem  wirnika.  Mogą  one  zatem  zająć  takie  poł oż enia koń cowe  <xik,  przy  których  ukł ad
był by  cał kowicie  wyrowno waż ony.  Wtedy  prawe  strony  równań  (1),  (2)  bę dą  równe
zeru  dla  dowolnej  chwili  t.  Może  to  zachodzić  wtedy,  gdy  współ czynniki  stoją ce  przy
funkcjach  smcat, cosmt  są  równe zeru. Stąd  otrzymujemy

mR  y  sina,- jt =  0,
;= i

(A \

Me +  mR £  cos aik  ==   0.

Równania róż niczkowe  (1) -  (3) ze wzglę du  na swoją  zł oż onoś ć, nieliniowość  i  wzajem-
ne sprzę ż enie  są  trudne do rozwią zania.  Rozwią zywano  je  numerycznie metodą  RU N G EG O-
KUTTY  na EMC ODRA  1204. Przeprowadzono obliczenia  dla  szeregu  wartoś ci  prę dkoś ci
ką towej  a>. Wykresy z rys. 2 i 3 przedstawiają  zachowanie się w czasie wirnika  i elementów
wyważ ają cych  w przypadku  wyważ ania  jedną  kulką  n  =  1.  Masa  kulki  jest  tak  dobrana,
że  mR  =   Me.  Zgodnie  z  warunkami  (4)  poł oż enie elementu, przy  którym  ukł ad  bę dzie
cał kowicie wyważ ony  jest  ak  =   + TC.

Wykresy  z  rys.  4  odnoszą  się  do  tego  samego  wirnika  z  tym,  że  do  wyważ ania  uż yto
dwóch jednakowych  kulek.  W  tym przypadku  ich masy  powinny  być  takie, ż eby  2mR  >
>  Me,  a współ rzę dne koń cowe  ocik> a2k,  przy  których wirnik  był by cał kowicie  wyważ ony,
okreś la  zależ ność
(5)  alk  =  —a2k  =  &Tccos[—Me/ 2mR].
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Przykładowe  przebiegi  x{r),  y(z),  OC(T) przedstawione  na  rys.  2H - 4 wskazują,  że  przy

prę dkoś ciach  a>  >  co0x,  co0y,  gdzie  wOx  =   ~\ jkx\M, coOy  =   ]/ k y/ M,  elementy  wyważ ają ce

rzeczywiś cie  dą żą   do  poł oż eń  aik,  przy  których  ukł ad  jest  wyważ ony,  a  drgania  wirnika

stopniowo  zanikają.  Również  dla  pewnych  prę dkoś ci  co0x  <  co < oo0y  moż na  uzyskać

wyważ enie  się  ukł adu, jak  pokazują   wykresy  z rys.  3.

°i[ tad]

Rys.  4.  Wyważ anie  dwiema  kulkami

2.  Rozwią zanie  uproszczone

n  n

Wyraż enia mR ^  K;sin(ft)ż + a;), mR ^  a,cos(co?+ a() wystę pują ce  w  równaniach  (1)

i  (2) moż na pominąć bez  obawy  popełnienia wię kszego  bł ę du,  gdyż  są   one dużo  mniejsze
w  stosunku  do pozostał ych członów i  zanikają   jednocześ nie z zanikaniem drgań  wirnika.
Po  tym  uproszczeniu  prawe  strony  równań  (1)  i  (2)  przedstawiają   sumę   rzutów  sił  od-
ś rodkowych na oś x  lub  y.

W  zwią zku  z tym moż emy przyją ć  drgania wirnika jako  sumę  drgań od poszczególnych
sił  odś rodkowych  działają cych na  wirnik:

(6)

x(t)  =  a0xcos(ojt- <p0x)+   J?  aixcos(wt+Ui- (pix),
1 = 1

y(t)  =  aOysin(mt~q)Oy)  +

/ =!
gdzie aOx  ,atx,  ę Ox,  q>ix są  amplitudami i ką tami przesun ię cia  fazowego  dla drgań w  kierunku
osi  x,  aOy,  aiy,  q>Oy, q>iy  oznaczają   amplitudy  i  fazy  d la  drgań  w  kierunku  y.
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Równanie  (3) opisuje  ruch  / - tego  elementu  swobodnego  pod dział aniem  sił y:

(7)  Pi =   ;

Zależy  ona  od przyspieszeń, jakie  wystę pują  w poszczególnych  ruchach  skł adowych  osi
wirnika.  Jeż eli  przyję to  drgania  wirnika  jako  sumę  drgań  harmonicznych, to  siła Pt,  po
wykorzystaniu  zależ noś ci  (6), może  być  przedstawiona  w postaci

n

(8)  Pt =  - ~0,5mm2e[a'oxsm(ar

2j
J- l

n

-   0,5ma>2e[a'Oxsin(2co? + at~ fOx)+b  2J  a'jx( 1 + a,- /cu)2sin(2co/  + a{ + ctj
7 = 1

+  0,5mm2e[a'Oysm(2mt  +at- cpOy)- \ - b  £  ajy{\  + ajl(n)2s'm(2u>t + a; + a; - ^ j, ) ],
/ - i

gdzie b = niR/ Me,  a'0=  ao/ e,  a\ ~  ajbe.

Wpracach  [1,2] wykazano, że czł ony okresowe wzglę dem czasu wystę pują ce  w zależ noś ci
(8), mają  mały wpł yw  na ruch elementu wyważ ają cego.  W dodatku wystę pują  one z prze-
ciwnymi  znakami, przez co  ich wpł yw  wzajemnie  się  znosi.  Do dalszych  rozważ ań moż na
przyjąć  uś rednioną siłę Pt jako

T

(9)  ,  Pi^yfPtdt,  gdzie
b

Po  wprowadzeniu oznaczeń

Po  =  0,5  mw2c,
n

Fix = ~ Wox sin(a( +  <pOx) + b £  a'jx(  I  + a,/ w)2 X sin(a; -  «/  +   ęJx)],
(1°)  Jml

Fiy  =   - [a'Oyń n{<Xi- Ą - (pOy)- ]rb

Ą  =  Fix+F ly,

siłę Pt moż na zapisać w postaci

(11)  Pt =  Pix + Piy =  Po(F„x+F iy)  -   P0Fi.

Wyraż enie Po decyduje o wartoś ci  siły Pt. N atomiast Ft — Fix+F ty  jest  bezwymiarową
funkcją  okresową  wzglę dem  a£ i  przedstawia  zmianę  siły  wymuszają cej  Pt w zależ noś ci
od  poł oż enia poszczególnych  elementów.  Funkcje  Fix,  F(y  pochodzą  odpowiednio od
drgań wzdł uż osi x  lub y. Jeż eli  prę dkość ką towa jest niezbyt  duż a, a jedna ze  sztywnoś ci
jest bardzo duża np. ky, tak  że m Ą a>Oy, to wtedy Fy -> 0 i wówczas  otrzymujemy  ukł ad,
który  może drgać  tylko w jednym  kierunku.  G dy  wirnik  podparty jest w ten sposób, że
sztywnoś ci  w obu kierunkach  są jednakowe  (kx — ky), a  współ czynniki  oporu  równe
(nx  ~ ny), wówczas  coOx =  co0y  i  w  dalszej  kolejnoś ci  Fix =  Fiy.
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W  tym  przypadku  siła  wymuszają ca  ruch  / - tego  elementu

(12)  Pt  -   Ę   =  Po î  -   2Pof t a

jest  dwa  razy  wię ksza  w porównaniu z siłą  wystę pują cą   w przypadku wirnika podpartego
sprę ż yś cie  tylko  w  jednym  kjemnku,  a  siły  okresowe  wzglę dem  czasu  nie  wystę pują.

Rys.  5. Wykres  funkcji F =

Rys.  6. Wykres  funkcji
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Wartość  siły  P;  jest  proporcjonalna  do  kwadratu  prę dkoś ci  ką towej  wirnika.  Przy-
kł adowo  na  rys.  5 przedstawiono  funkcję   Ft  dla przypadku  wyważ ania  jedną   kulką .  Prze-
bieg  funkcji  JF; dla  prę dkoś ci  ką towych  wirnika  co < co0x,  co0y jest  inny niż dla  prę dkoś ci
wię kszych  od  czę stoś ci  drgań  własnych.  Funkcja  F; przyjmuje  wartoś ci  zerowe  w  dwóch
punktach.  Jednym  z  nich  jest  położ enie  elementu  a  —  ±n,  przy  którym  układ  byłby
wyważ ony.

Wykres  na  rys.  6 przedstawia  funkcję   Fy  dla  przypadku  wyważ enia  dwiema  kulkami.
Funkcje  F±  i  F2  przyjmują   jednocześ nie  wartoś ci  zerowe,  gdy  oba  elementy  znajdą   się
w poł oż eniach alk,  a2k  okreś lonych zależ noś cią   (4).

3. Stateczność

Przyjmują c,  że  elementy  wyważ ają ce  zaję ły  poł oż enia  aik,  przy  których  ukł ad byłby
całkowicie wyważ ony  wprowadza  się  «małe» zakł ócenia ruchu i bada ten ruch. Jeż eli bę dzie
on zanikają cy  ś wiadczy  to o statecznoś ci ukł adu. W  przypadku,  gdy  elementy  wyważ ają ce
oddalają   się   od  poł oż eń  alk  oznacza  to,  że  poł oż enia  te  nie  są   położ eniami  równowagi
trwał ej.

Stateczność  zostanie  zbadana  w  oparciu  o  równanie  ruchu

(13)  mMM t  =   ~Pi- nxRu.i,

gdzie  sił ę  Pt  okreś la  zależ ność  (11). Przebadano przypadek coox  =  o)0y  = ft>o-  Współ rzę dna
okreś lają ca  poł oż enie  elementu  wyważ ają cego  może  być  zapisana  w  postaci

(14)  ot  =>  aik+fji,

gdzie  rji(t)   jest  mał ym przemieszczeniem  wzglę dem  aik.

Po podstawieniu  wyraż enia  ,(14) do  zależ noś ci  (11) na  sił ę  Pu  rozwinię ciu jej  w  szereg
Taylora  i  wzię ciu  pod  uwagę   pierwszych  dwóch  wyrazów  rozwinię cia  otrzymujemy  za-
leż ność na  sił ę , gdy  elementy  znajdują   się  w  są siedztwie  położ eń aik.  Po jej  podstawieniu
do  (13) otrzymujemy  równania  ruchu zakł óconego. W  przypadku  wyważ ania  jedną   kulką
równania  te przyjmują   postać

(15)  aQri  + ai7] + a2ti  =  0,  .

gdzie a0  =   m^Rlmca ̂ — 2aósm<po + niRlma>e,a2  =  — aócos<p0, a pochodne są  okreś lone
wzglę dem  zmiennej  r  —  mt.

Jest  to  równanie  róż niczkowe  o  współ czynnikach niezależ nych  od  czasu.  Stateczność
zbadano  w  oparciu  o  kryterium  Hurwitza.  Rozwią zanie  równania  (15)  jest  stateczne,
gdy  jego  współ czynniki  spełniają   warunki:  a0  >  0,  ax  >  0,  a2  >  0.  Pierwsze  dwa  są
zawsze  speł nione, natomiast  ostatni  warunek  jest  spełniony  tylko  dla  prę dkoś ci  ką to-
wych  wię kszych  od  prę dkoś ci  krytycznych.

Równania  róż niczkowe  opisują ce  ruch  zakł ócony  dwóch  elementów  wyważ ają cych
mają   postać:

=   0,

2i]i   =   0.

Rozwią zań  powyż szych  równań szukamy  w postaci

(17)  Vl  =  V ,  r,2  =   X2e",
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a  po  ich  podstawieniu  do  (16)  i przyrównaniu  wyznacznika  charakterystycznego  do  zera
otrzymujemy  równanie czwartego  stopnia

(18)  a0r
Ą   +  air

3+a2r
2  + a3r  + a  = 0 .

Stałe a, b, c w równaniach (16) i  (18) zależą   od parametrów ukł adu, takich jak  m, R,  b,
e, w.  Pierwiastki  równania  (18)  mają   ujemne  czę ś ci  rzeczywiste,  gdy  współczynniki  tego
równania  spełniają   cztery  warunki:

«i  >  0,  a3  >  0,  aA>  0,

03(0102- a0a3)- ci4.aj  >  0.

e.- fyOH  n,- - 0Akg/ &
b- -̂ f  ax=<iv-  60rd/ sek,M % m°D,0}ks

_ \ , . +  +  t 4- +  + + + +  + + + + + +  + + +-  +  + + + f- H - ł   J.+H H + + ł  +

"" statecznoś ci
25  3  Obszar  stateczny  + ,  obszar  niestateczny  -

Warunek  pierwszy  i  trzeci są   zawsze spełnione, zaś  warunek  drugi jest  speł niony tylko
dla ro >  a>0. Sprawdzenia wymaga  czwarty  warunek w zakresie prę dkoś ci  nadkrytycznych.
Stwierdzono,  że  w  zasadzie  położ enia elementów  wyważ ają cych  <xlk, u2k  są  poł oż eniami
równowagi  trwałej przy prę dkoś ciach w  >  a>0. Jedynie bardzo blisko  prę dkoś ci  krytycznej
<o0  i  dla  b  x  0,7  pojawiają   się   obszary  niestateczne.

Ze  wzrostem  wartoś ci  współczynników  tł umienia  drgań  nx,  ny  obszar  niestateczny
powię ksza  się . N a rys.  7 przedstawiono  zakresy  prę dkoś ci  ką towych  wirnika, przy  których
położ enia  alk,  a2k są  stateczne.

4.  Rola  oporów toczenia

W  poprzednich  rozważ aniach  uwzglę dniono  jedynie  tł umienie  typu  wiskotycznego.
Współczynnik  oporu  toczen ia/ jest  małą   wielkoś cią.  Jednak  siła  odś rodkowa  działają ca
na  element wyważ ają cy  jest  znaczna, co powoduje,  że  wpływ  oporów  toczenia na zacho-
wanie  się  ukł adu jest  duż y.  Bę dzie  on decydował  o dokł adnoś ci ustawienia  się   elementów
wyważ ają cych,  a  przez  to  bę dzie  wpływał   na  dokł adność wyważ enia  się   ukł adu.

Przyjmują c,  że  ruchom  elementów  wyważ ają cych  przeciwstawiają   się   tylko  opory
toczenia,  równanie  ruchu  / - tej  kulki  lub  rolki  o  promieniu  ;•   ma  postać

(20)  mzERi  =  m[3csin(co* + aj)—j;cos(co? + aj)]—  Nt—signa,

gdzie Ni  =   mRco2.
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Róż niczkowe  równania  ruchu  wirnika  (1),  (2)  pozostają   bez  zmian.  Równania  ruchu
ukł adu rozwią zano numerycznie dla szeregu wartoś ci prę dkoś ci ką towych  i współczynników
oporu  otoczenia.  Przykł adowe  rozwią zania  równań  (1),  (2)  i  (20)  są   przedstawione  na
rys.  8 i  9.

so  io  aS  S3  TO  w  m  33  Ew  S  «Ś5  m  iso  ST

Rys.  8. Wyważ anie  dwiema  kulkami

- is  is  it®  i *
Rys.  9. Wyważ anie  dwiema  kulkami

3  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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Przy  prę dkoś ci  ką towej  wirnika  w  >  mox,  coOy  i  oporze  toczenia /   #  0  elementy  wy-
waż ają ce  zajmują   położ enia koń cowe  przesunię te  o A a{ wzglę dem  alk  przy  których ukł ad
byłby wyważ ony  idealnie.

Element  wyważ ają cy  nie  zacznie  się   toczyć  dopóki  jest  spełniony  warunek

(21)  \Pi\ rsNtf.

Wielkość  szczą tkowego  niewyważ enia,  jakie  pozostaje  przy  niedokł adnym ustawieniu  się
elementów wyważ ają cych  zostanie wyznaczona dla przypadku  takiego  podparcia wirnika,
że  a)Ox  -   wOy  -   w0.  Traktując  odchył kę  Acct jako  małą   wielkoś ć,  a  nastę pnie  rozwijają c
wyraż enie  (12) na sił ę  działają cą   na  /- ty element i biorą c pod uwagę   pierwsze  dwa  wyrazy
rozwinię cia, otrzymujemy zależ ność na sił ę  P; > gdy  element wyważ ają cy  znajduje  się   blisko
położ enia ai k . Po podstawieniu do (21) obliczamy maksymalne odchył ki A am a x, a nastę pnie
maksymalne  niewyważ enie  Zl|ikT<?|1Tiax jakie  może pozostać.

W  przypadku  zastosowania  jednego  elementu  wyważ ają cego:

(23)

er

A|M e|m ax  S
IRMf

Z zależ noś ci  (22) i  (23) wynika,  że dla wirnika  podpartego sprę ż yś cie  w dwóch kierunkach
bł ą d  ustawienia  się   elementu  wyważ ają cego  AamM  jest  dwa  razy  mniejszy  w  porównaniu
z  identycznym  układem  podpartym  sprę ż yś cie  tylko  w  jednym  kierunku  [1], Odchył ka
^«ma*  i  niewyważ enie  szczą tkowe  A\Me\ma%  są   proporcjonalne  do  współczynnika  oporu
toczenia  / .  Bł ą d  ustawienia  elementu  i  niewyważ enia  szczą tkowe  zależą   od  wyraż enia
l/ aó|cos9?0|,  które  jest  funkcją   prę dkoś ci  ką towej  wirnika  (rys.  10).

i

na

QS- I - V--

7  8

Rys.  10.  Wykres  funkcji  1/oólcosipol Rys.  11.  Ustawienie  elementów  wyważ ają cych'

Jeż eli  chcemy uzyskać  małe niedokł adnoś ci,  to operację  wyważ enia  należy  przeprowa-
dzać  przy  prę dkoś ciach co  niewiele  wię kszych  od  co0x  i a>Oy.

W  przypadku  uż ycia  dwóch  kulek  z  warunku  (21)  otrzymujemy  cztery  rozwią zania
ze wzglę du  na ich ustawienie się  wzglę dem  al!c,  a2k-   N a rys.  11 przedstawiono dwie moż li-
woś ci  ustawienia  się   kulek.  W  pierwszym  rozwią zaniu  obie  kulki  są   przesunię te  w  tym
samym  kierunku  czyli  Aa  ̂ i  Aa2  mają   ten  znak  (rys.  l la ) :

CJA\  A  /   Mf  sin(ak  + <p0)
2sinatcos2aŁ  '
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Mf  sin( —
(25)  A«i m„

Niewyważ enie  szczą tkowe  w  tym przypadku  wynosi

MRf  1
(26)

ia0  |cosccfci

Drugie  rozwią zanie  odpowiada  przesunię ciu  się  kulek  w  przeciwnych  kierunkach  (rys.

l ib ) :

Mf
(27)

(28)

Aai'„

Aró Mf

(29)

mra'o  2sin2afccosat

Niewyważ enie  szczą tkowe  dla  tego  rozwią zania  wynosi

MRf  1

ra'o  sin  ak

Pozostałe dwa rozwią zania róż nią się od otrzymanych tylko znakiem. D la ukł adu o pewnych
parametrach  przebadano zwią zki  (24)  - =-  (29) w  zależ noś ci  od  prę dkoś ci  ką towej  wirnika,
a  wyniki  przedstawiono  na  rys.  12.  D la  prę dkoś ci  ką towych  a  znacznie  wię kszych  od

A)Me\"

• ó\ Me\

MB=0,lkgcm
di. =138'
f- O.OOkm.

4  5  a£
Rys.  12.  Zależ ność bł ę dów ustawienia  kulek  i niewyważ enia szczą tkowego  od prę dkoś ci ką towej  wirnika

prę dkoś ci  krytycznej  a>0 moż na  przyjąć  f0  =   n  i  a'o  =  1 przez  co  zależ noś ci (24)- =- (29)
znacznie  się  upraszczają.  Odchył ki  Aa,mn  i  niewyważ enie  szczą tkowe  A\Me\max  maleją,
jeż eli  stosunek a>/coo dą ży  do jednoś ci. Z podanych zależ noś ci wynika,  że przy zachowaniu
stał ego  iloczynu  mR  niedokł adnoś ci  ustawienia  się  kulek  i  niewyważ enie  szczą tkowe
są  tym mniejsze,  im mniejszy  jest promień R.  Jeż eli dą ży  się do jak  najlepszego  wyważ enia
ukł adu, to należy dobierać elementy wyważ ają ce  o duż ych promieniach r, lecz  poruszają ce
się  po  torze  o  mał ym promieniu  R.  Im  mniejsze  są  opory  toczenia / ,  tym  mniejsze  jest
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niewyważ enie  szczą tkowe.  Również  w  tym  przypadku  niedokł adnoś ci ustawienia  kulek
i  niewyważ enie  koń cowe, są   dwa  razy  mniejsze  w  porównaniu  z  zlam aH  i  zl[Afe|max  dla
takiego  samego  ukł adu,  ale  z  podparciem  sprę ż ystym  tylko  w  jednym  kierunku.

5. Badania

Zbudowano  stanowisko  doś wiadczalne  (rys.  13) odpowiadają ce  modelowi  przyję temu
do  rozważ ań  teoretycznych  i  na  nim  sprawdzono  efekt  wyrównoważ ania  się   ukł adu.

Wirnik  1 o masie M  =  2,5 kg podparto sprę ż ynami płaskimi pionowymi 2 i poziomymi
3.  Takie  zawieszenie  umoż liwia  wzbudzanie  drgań  wirnika  w  dwóch  kierunkach  x  i  y.

Elementami wyważ ają cymi  były dwie kulki łoż yskowe 4 każ da o masie m  =   18,7 g i ś rednicy
16,7  mm. Drgania wirnika  rejestrowano  przy  pomocy  tensometrów  oporowych  5  nakle-
jonych  na  sprę ż ynach pionowych.  Wielkość  niewyważ enia  regulowano  iloś cią   podkł adek
pod  ś rubą   6.

Rys.  13. Stanowisko  badawcze

D o  napę du wirnika  uż yto  silnika  o prę dkoś ci  obrotowej  n  — 1500  obr/ min. Badanie
przeprowadzono tylko przy jednej prę dkoś ci. Po ustaleniu się  prę dkoś ci obrotowej  wirnika
kulki były uruchamiane przez zwolnienie specjalnej  blokady, a nastę pnie po ich ustawieniu
ponownie  blokowaą e.  Kulki  ustawiane  w  róż nych  poł oż eniach  począ tkowych  a1 0,  a2o
zawsze przemieszczacie do poł oż eń bliskich wartoś ciom teoretycznym. Odchył ki ustawienia
kulek  nie przekraczały 8°.

Przykładowe wyniki  pomiarów:

1)  Wirnik  wyważ ony  Me  =  0.  Począ tkowe  niewyważ enie  ukł adu  jest  spowodowane
przez kulki. W tym przypadku powinny one ustawić się  na jednej  ś rednicy, tzn. <x2k — «it  =
as  180°.  Wyniki  przedstawiono w tablicy  1.
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.N r
pomiaru

1

2

Tablica  1.

Położ enie
począ tkowe

140

195

225

275

Położ enie  Nr
koń cowe  pomiaru

0

25

187  3

210  .  4

5

Tablica  2.

Położ enie
począ tkowe
&10  #20

77

225

48

100

280

70

Położ enie
koń cowe

«i  oc2

142

138

140

230

229

225

2)  Niewyważ enie  statyczne  wirnika  Me  =  0,12  kg  cm.  Położ enia  kulek,  przy  których
ukł ad  byłby  cał kowicie  wyważ ony  wyznaczone  z  warunków  (4)  wynoszą   alk  =  138°,
u2k  =  222°, Wyniki  przedstawiono  w  tablicy  2.

Oscylogram  drgań  wirnika  dla  pomiaru  nr  3 jest  przedstawiony  na  rys.  14.

Rys.  14. Oscylogram  drgań  wirnika

6.  Wnioski

W  pracy  podano  ogólne  równania  opisują ce  zachowanie  się   ukł adu  wyważ anego  n
elementami  swobodnymi,  którymi  mogą   być  kulki  lub  rolki.  Szczegółowe  rozważ ania
dotyczyły  przypadków,  w  których  stosuje  się   jeden  lub  dwa  elementy.  Uż ycie  jednego
elementu jest  skuteczne  tylko  dla  okreś lonego  niewyważ enia.  W  tym  przypadku  element
nie  ma  moż liwoś ci  «dopasowania»  się   do  wielkoś ci  niewyważ enia,  które  jest  nieznane.
Jest  to  raczej  problem  teoretyczny,  ponieważ  z  praktycznego  punktu  widzenia  uż ycie
jednego  elementu jest  mało  przydatne. Stosując  co  najmniej  dwa  elementy  istnieje  moż li-
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wość  «dopasowania»  się   ukł adu  poprzez  odpowiednie  ustawienie  się   tych  elementów,
w zależ noś ci  od niewyważ enia.  Zatem wielkość  niewyważ enia,  jak  i jego położ enie może się
zmieniać w pewnym zakresie,  a elementy  ruchome tak  się  bę dą   ustawiać,  że wirnik  bę dzie
zawsze wyrównoważ ony. Na drodze rozważ ań teoretycznych, jak również w oparciu o  wyniki
uzyskane  z badań na stanowisku  doś wiadczalnym  stwierdzono, że samoczynne  wyważ enie
wirnika  podpartego  sprę ż yś cie  w  dwóch  kierunkach nastę puje,  jeż eli  jego  prę dkość  obro-
towa  jest  wię ksza  od  czę stoś ci  drgań  swobodnych  co0x,  coOy.

Samoczynne  wyważ enie  moż na również  osią gnąć  przy  prę dkoś ciach  ką towych  coOx  <
<  m  <  mOy,  ale nie w całym zakresie cćOx- r- a>0y,  a dokł adnoś ci jakie  się  wtedy  otrzymuje  są
małe.  Wynika  to  stą d,  że  składowe  Pix,  Piy  siły  wymuszają cej  ruch elementu mają   prze-
ciwne znaki i odejmują   się .  A  zatem  siła wymuszają ca  jest  mała przy  istnieniu znacznych
sił   oporu. Bł ę dy ustawienia  kulek  oraz niewyważ enie  szczą tkowe  są   wprost proporcjonalne
do  współczynnika oporu toczenia. D latego bież nia  bę bna  i elementy wyważ ają ce  powinny
być tak dobrane, aby wpływ tego oporu był   jak  najmniejszy.  Elementy wyważ ają ce  powinny
być jak najwię ksze,  a ich ś rodek masy powinien poruszać się  po  jak najmniejszym  promieniu
R.  W  przypadku  elementów  wyważ ają cych,  które  nie  mogą   się   przetaczać  tylko  ś lizgać
należ ałoby  brać  pod  uwagę   opór  poś lizgu.  W  stosunku  do  oporu  toczenia jest  on  dużo
wię kszy. W zwią zku  z tym bł ę dy wtedy powstają ce  był yby dużo wię ksze  i dlatego elementów
takich nie należy  raczej  stosować.

D o  zalet  tej metody należy  zaliczyć  to, że jest  ona bardzo prosta, nie wymaga  drogich
i  skomplikowanych  maszyn,  wyważ enie  odbywa  się   bez  udziału  człowieka  i  nastę puje
prawie  jednocześ nie  z  pojawieniem  się   niewyważ enia.

Wadą   tej metody jest jej skuteczność tylko przy prę dkoś ciach nadkrytycznych, natomiast
przy  obrotach podkrytycznych  elementy  swobodne  powię kszają   niewyważ enie.  N a  skutek
istnienia  oporu  toczenia  ukł ad  nie  wyważa  się   do  koń ca.
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S u m m a ry

AN  AUTOMATI C  BALANCIN G  OF  ROTOR  ELASTICITY  SUPPORTED IN  TWO
DIRECTIONS

This work  concerns the method of an automatic balancing of  rotors by the movable elements such as
balls and rollers. The differential  equations of motion describing  the behaviour of  the system during balan-
cing is derived. Numerical and simplified  analytical solutions of these equations are presented. I t is shown
that  the adjustable  elements  move  to  the positions at which  the system  would  be  completely  balanced.
This position is shown  to be stable. The influence  of  roll  resistance on the accuracy of  the solution is dis-
cussed.
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ZAGADNIENI A  SPRĘ Ż ANIA  W  OŚ RODKACH DWUFAZOWYCH *
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Podejś cie  do  zagadnień  sprę ż ania,  jako  do  analizy  wstę pnych  stanów  naprę ż enia
utrwalonych  w  ustroju,  pomimo  niewystę powania  obcią ż eń  zewnę trznych  prezentowane
był o  w  róż nych  aspektach  w  kilku  pracach  ostatnich  lat  [1 -  5].

Artykuł   ten stanowi  kontynuację   rozważ ań  na  temat sprę ż ania opisanych w pracy  [6],

gdzie  analizowane  były  wstę pne  stany  odkształ ceń e  i  naprę ż eń a  wywołane  w  oś rodku
cią głym  przez  wymuszenie  pierwotnych  stanów  odkształ ceń 6  (dystorsji)  lub  zwią zanych
z nimi naprę ż eń ó  niezgodnych  z  geometrycznymi  i  statycznymi  wię zami  oś rodka. Celem

L  R

wywołania  stanów  wstę pnych  była  optymalna  regulacja  stanów  koń cowych  e  = e + e,
L  R  .  L  L  .  .

<r =   o + a,  gdzie  e,  a  są   ustalonymi  stanami  zwią zanymi  z  obcią ż eniem  zewnę trznym.
Przedmiotem  rozważ ań  niniejszej  pracy  jest  sprę ż anie  ustrojów  dwufazowych.  Analizo-

wane  są   wstę pne  stany  wywołane  w  każ dej  z  faz:  e' ,  e",  o',  o ",  na  skutek  wymuszenia

niezależ nych pól pierwotnych  odkształ ceń e', e"  lub  odpowiadają cych  im pól pierwotnych

naprę ż eń  a',  a".  Stany  wstę pne  pozostają   trwale  w  ustroju  pomimo braku  obcią ż eń  ze-

wnę trznych. Celem sprę ż ania, czyli wymuszania stanów wstę pnych, jest optymalna regulacja

stanów koń cowych w jednej  lub w  obu fazach, przy  czym narzucony jest na stany  wstę pne

i  koń cowe warunek  nierozdzielnoś ci obu  faz.
Jako  pierwowzór  rozpatrywanego  modelu  cią głego  oś rodka  dwufazowego  moż na

przyją ć  oś rodek  cią gły  z  gę sto  rozproszoną   strukturą   kratową   fazy  sprę ż ają cej  (rys.  1).
Stosując  kontynualny  model  opisu  tego  kompozytu  otrzymujemy  wyidealizowany  cią gły
oś rodek dwufazowy posiadają cy  tę  cechę, że każ demu punktowi geometrycznemu z obszaru
V  przyporzą dkowane  są   dwa  punkty  materialne  należ ą ce  do  róż nych  faz.

Zaprezentowany  zostanie  ogólny  opis  sprę ż ania  dwufazowego,  z  którego  otrzymać
bę dzie moż na opisy przypadków  szczególnych:  sprę ż ania wewnę trznego  [6] oraz sprę ż ania
zewnę trznego  (omawianego  dalej  w  pracy)  polegają cego  na  wprowadzeniu  niezależ nych,
lecz  spełniają cych  wię zy  geometryczne  w  każ dej  z  faz  odkształ ceń  pierwotnych  e',  e",
a  nastę pnie na  zespoleniu  obu  faz,  co  zwią zane  jest  z wymuszeniem  wspólnej  deformacji
wstę pnej  e  =   e  =   €.

W pracy omówiono także przypadek szczególny  sprę ż ania zewnę trznego, tzw. sprę ż anie
powierzchniowe  (rys.  2), w  którym  obie  fazy  nie  przenikają   się ,  lecz  stykają   się   wzdłuż
powierzchni kontaktowej  S. Przyczyną   wywołania  stanów wstę pnych jest w tym przypadku

*  Praca wykonana  została w ramach współpracy  polsko- amerykań skiej  (fundusz  Marii Skłodowskiej-
Curie  N O. IN T 75- 08722) na  temat  «Optymalizacja  elementów  i  systemów  konstrukcyjnych*.
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wprowadzenie  niezależ nych  deformacji  pierwotnych  brzegu  S  obu  faz,  a  nastę pnie  ich
zespolenie.

Po ogólnym sformułowaniu zagadnienia sprę ż ania w oś rodkach dwufazowych  o przeni-
kają cych  się  fazach i wprowadzeniu formalizmu jego opisu  (rozdz. 1) wyznaczono  (rozdz. 2)
stany  naprę ż eń  i  odkształceń  wstę pnych  generowane  w  oś rodku  przez  dowolnie  dane
pola  dystorsji.  W  rozdziale  3  przeanalizowano  sprę ż anie  powierzchniowe  w  oś rodkach
o fazach rozdzielonych powierzchnią   kontaktową. W rozdziale 4 przedyskutowano rozwią -
zanie zagadnienia  optymalnego  sprę ż ania  ze wzglę du  na minimalizację   wytę ż enia  w  fazie
sprę ż anej  w  przypadku  oś rodka  o dwu  przenikają cych  się   fazach  (4a) oraz  w  przypadku
sprę ż ania powierzchniowego  (4b). W rozdz. 5 przedstawiono przykład sprę ż ania powierzch-
niowego  dwuwarstwowej  rury  ciś nieniowej.  Przykładem zastosowania  sprę ż ania zewnę trz-
nego w oś rodkach o przenikają cych  się  fazach jest sprę ż anie elementów siatkobetonowych.

1.  Zależ noś ci  podstawowe  dla  sprę ż onego  oś rodka  o  dwu  przenikają cych  się   fazach

Rozpatrujemy dwufazowe ciała liniowo sprę ż yste zajmują ce  w R3  obszar  V ograniczony
brzegiem A  — Ap  u  A„   (rys. 1).

Na obcią ż enie zewnę trzne (uż ytkowe) ustroju  składa się  obcią ż enie polem sił  masowych
X w obszarze  V, polem obcią ż eń brzegowych p na czę ś ci Ap  brzegu  oraz polem  wymuszo-
nych  przemieszczeń  u  na  czę ś ci  Au  brzegu.  Ograniczamy  rozważ ania  do  zagadnień  sta-
tycznych, do małych odkształceń oraz do regularnych pól  tensorowych, których, składowe
w  układzie  kartezjań skim  xk(k  =  1, 2, 3)  są   funkcjami  klasy  C2.

Wstę pne stany odkształceń faz przedstawić moż na jako sumy pól dystorsji  i odkształceń
zwią zanych  prawem  Hooke'a  z  wywołanymi  naprę ż eniami  wstę pnymi  [7].

(1.1)  c'  =  e'+ B'S',  e"  =  i"+ B"o" ,

ską d,  definiują c:

ó'  =  A'e',  a"  =  A"e",
( L 2 )  e'  =   B'CT,  k"  =   B"ó"
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otrzymujemy  zmodyfikowane  zwią zki  konstytutywne  stanów  wstę pnych:

o"   -

Zmodyfikowane  zwią zki  konstytutywne  dla stanów koń cowych, bę dą cych  superpozycją
stanów  wstę pnych  i  stanów  uż ytkowych  wywołanych  przez  obcią ż enia  zewnę trzne:  e'  =

=   • '+ «',  i "  «  E "+ E " ,  a'  =   a'+ a',  a"  =  a"+a"  przyjmują,  postać:

a'  m A' ( e ' - e ' ),  <r" =  A"( «"- «"),
( L 4 )  e '=   B'((T'+ ó'),  e"  =  B"( ff"+ ó") .

N a  koń cowe  stany  naprę ż eń  narzucone  są   wię zy  statyczne

(1.5)  ^(ff'  +  < r",X,p)  =  0

rozumiane jako  równania  równowagi

div(<r' +  <r")+ X  =  0  w  obszarze  V,

(< T+ ff")n= p  na brzegu  Ap.

N a  koń cowe  stany  odkształ ceń  narzucone  są   warunki  wspólnej  deformacji  obu  faz

(1.7)  e'  =  e"  =   e

oraz wię zy  geometryczne

(1.8)  <JP(«, u) =  0

rozumiane jako  warunki:
zgodnoś ci  odkształ ceń Saint- Venanta w  obszarze  V:

(1.9)  rotrote  =  0;

zgodnoś ci  pola  deformacji  e  z  przemieszczeniami  u  danymi  na  brzegu  Au.

W  przypadku  analizy  sprę ż ania  oś rodka  cią głego  gę sto  rozłoż oną   wią zką   cię gien
sprę ż ają cych  (np.  model  kablobetonu)  należ ał oby  uogólnić  rozważ ania  dopuszczając
róż ne postacie wię zów geometrycznych  (1.7), (1.8) dla  obu faz  oraz wprowadzając  ograni-
czenia  stanu  naprę ż eń  w  fazie  sprę ż ają cej  do  naprę ż eń  rozcią gają cych.

Zamiast  posł ugiwać  się   wielkoś ciami  opisują cymi  stany  w  poszczególnych  fazach,
wygodniej  bę dzie  wprowadzić  ich  symetryczne  i  antysymetryczne  czę ś ci  zwią zane  odpo-
wiednio  z wielkoś ciami  makroskopowymi,  opisują cymi  stany  zastę pczego,  «uś rednionego»
oś rodka,  oraz  z  wielkoś ciami  mikroskopowymi,  opisują cymi  lokalne  zaburzenia  stanów
makroskopowych  w  obu  fazach.

Zdefiniujemy  w  zwią zku  z  tym  symetryczne  i  antysymetryczne  (wzglę dem  obu  faz)
czę ś ci  pierwotnych  stanów  odkształ ceń  i  naprę ż eń  oraz  operatorów  konstytutywnych:

(1.10)
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( U 1 )  df  1

(1.12)

B*  = i- (
(1.13)

B "! f - H B ' - B ").

Wyraż ając  zwią zki  (1.2)  stanów  pierwotnych  przez  nowo  zdefiniowane  skł adowe,

otrzymujemy:

( U 4 )  6" m  A f l es+ Ase";

e"   =

Wprowadzając  rozkł ad  stanów  odkształ cenia  e',  e"  oraz  stanów  naprę ż enia  a',  a"

na czę ś ci symetryczne  (opisują ce  makroodkształ cenia oraz makronaprę ż enia oś rodka dwu-
fazowego)  i  antysymetryczne  (opisują ce  mikroodkształ cenia  oraz  mikronaprę ż enia  w po-
szczególnych  fazach), analogicznie do (1.10), (1.11), zmodyfikowane  zwią zki  konstytutywne
(1.4) przyjmują  postać:

a
c" =  A\e  ~ es) + As(e" -   e");

cs  -   Bs(as

(  e" =

zaś  równania  wię zów  (1.5),  (1.7),  (1.8)  przyjmują  postać:

(1.18)  ^(ffs,  X, p) = 0,  c?(es, u) = 0,  £a = 0.

Wstawiając  (1.16)1;  (1.14)i  do równań  (1.18)1)2  oraz  wykorzystując  (1.18)3  otrzymu-
jemy  opis  stanu  odkształ cenia  c = es,  wspólnego  dla  obu  faz  w  zależ noś ci  od  stanów
pierwotnych  i obcią ż eń  zewnę trznych:

( >  }  ^ ( e , u)  = 0.

Widać  stą d,  że wpł yw  pola  dystorsji  na stan  odkształ ceń e  zależy  od niezgodnoś ci os

z wię zami  statycznymi  i jest identyczny ze stanem odkształ ceń wywoł anych  przez  zastę pcze
obcią ż enie  zewnę trzne  — M{if).   Jest  to  uogólnienie  «analogii  sił  masowych»  [7, 8] na
przypadek  oś rodka  dwufazowego.
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Wstawiając  (1.17)! i (1.15)j. do równań (1.18)^2, natomiast (1.17)2 i (1.15)2 do warunku
{1.18)3  otrzymujemy  opis  makro-   i  mikronaprę ż eń w  zależ noś ci  od  stanów  pierwotnych
i  obcią ż eń zewnę trznych:

#(<»• , X,p)  =  0,

(1.20)  # (B V  + B<V + es, ii)  =  0,

B V  + B V+ e"  =  0.

Widać  stą d,  że wpływ  na  stan  naprę ż eń wywołany  przez pola dystorsji  zależy  od nie-
zgodnoś ci  makrodystorsji  es  z  wię zami  geometrycznymi  (por.  «tensor  niezgodnoś ci))
KRÓNERA  [9])  oraz  od  niezgodnoś ci  dystorsji  z  ograniczeniem  dotyczą cym  wspólnoty
odkształ ceń  obu faz  (mikrodystorsje  e").

Ukł ad zwią zków  (1.19) (1.20) opisuje najogólniejszy  przypadek sprę ż ania  dwufazowego.
Uwzglę dniając  w  nich  znikają ce  stany  pierwotne  uzyskujemy  opis  stanów  odkształceń

L  L  L

i naprę ż eń ustroju  niesprę ż onego. Oznaczamy te stany jako  stany uż ytkowe  e, o5, a° i trak-
tować je  bę dziemy w  rozważ aniach jako znane.

Podstawiając  w  zwią zkach  (1.19)  (1.20),  znikają ce  obcią ż enie  zewnę trzne:  siłowe

X  =  0, p =  0 orazprzemieszczeniowe (i =  0, uzyskujemy  opis wstę pnych stanów odkształ-

cenia  e  i naprę ż eń os, a", ortogonalnych do stanów uż ytkowych  w  tym sensie, że nie  dają

wkładu do globalnej  energii  sprę ż ystej  ustroju.

Z postaci równań (1.19), (1.20) widać, że w przypadku dwu faz o jednorodnych cechach

sprę ż ystych  (B°  =  0) makro i mikrostany rozprzę gają   się . Odkształcenia wstę pne e  imakro-

naprę ż enia  wstę pne  as  zależą   jedynie  od makrodystorsji  ćs,  zaś  mikronaprę ż enia wstę pne

o"  zależą   jedynie  od  mikrodystorsji  e  i  są   lokalnie  samozrównoważ one.
W  przypadku,  gdy  mamy do  czynienia  z ustrojem  jednofazowym,  przyjmując  mikro-

wielkoś ci jako  znikają ce,  otrzymujemy  z wypisanych  zależ noś ci  zwią zki  opisują ce  «sprę-
ż anie wewnę trzne))  [6].

«Sprę ż anie  zewnę trzne»  zdefiniujemy  jako  taki  przypadek,  w  którym  pola  mikro-
i  makrodystorsji  spełniają   jednorodne  wię zy  geometryczne  (1.8):
(1.21)  <g{i s) =  0,  #(€•") =  0.

Techniczna  realizacja  tego  sposobu  sprę ż ania  polega  na  wywołaniu  niezależ nych,
geometrycznie  zgodnych  deformacji  pierwotnych  obu  faz,  a  nastę pnie na  ich  zespoleniu
i cofnię ciu przyczyn wywołują cych  deformacje pierwotne. Sposób ten może być zastosowany
do  sprę ż ania  elementów  betonowych  siatką   cię gien.

2.  Analiza  stanów  wstę pnych  wywołanych sprę ż eniem

Przeprowadzimy  konstrukcję   rozwią zania  zagadnień brzegowych  (1.19)  oraz  (1.20),
opisują cych  wstę pne  stany  naprę ż eń  i  odkształ ceń,  po  położ eniu  X = 0 ,p  =  0 ,u  =  0.

Wykorzystajmy  w  tym celu  rozkł ad pól  odkształ ceń  i naprę ż eń pierwotnych na  (orto-

gonalne  w  sensie  iloczynu /  bkdv)  czę ś ci  składowe opisują ce  odpowiednio stany zgodne
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z  wię zami  statycznymi  (1.5)  i  oznaczone symbolem  0), oraz  stany  zgodne  z wię zami  geo-
metrycznymi  (1.8)  i oznaczone symbolem  #  [6]:

(2 1)

( 2 " 2 )

przy  czym:

01(6%)  =   # ( e£) =  0,
( 2 - 3 )  # ( ć |) =  »(«%.) -   0.

Zwią zki  (1.14) i  (1.15) wią ż ą ce  stany pierwotne pizyjmują  po uwzglę dnieniu  (2.1), (2.2)

postać:

«•  = A
( 1 4 )  ó-  .  A

es  .  B
(  }  ea  -   B

Podstawiając  (2.2)t  do  (1.19)x  i  wykorzystując  (2.3)t  otrzymujemy  z  równań  wię zów

statycznych

K  - «
(2.6)  e =  Asó|,.

Rozwią zanie  to  speł nia  także  równania  wię zów  geometrycznych  (1.19)2,  co  wynika
z podstawienia  (2.4)j  do  (2.6)

(2.7)  e  =  e^+ AsA f l e|

oraz z uwzglę dnienia  warunku  (2.3)2.

Zatem  rozwią zania  (2.6)  lub  (2.7)  opisują  poszukiwane  pola  odkształ ceń  wstę pnych
wyraż one  przez  wywoł ują ce  je  pola  naprę ż eń  lub  odkształ ceń  pierwotnych.

Podobnie,  wykorzystując  zwią zki  (2.1)̂   (2.5)  i  (2.3)2  moż na  sprawdzić,  że  stany:

(2.8)  M  i
o"  =  - ^ - B ' B "̂

stanowią  rozwią zanie  ukł adu równań  (1.20), a  zatem  opisują  poszukiwane  pola naprę ż eń
wstę pnych  wywoł ane  przez  naprę ż enia pierwotne.  Pola  te moż na wyrazić przez odkształ-
cenia  pierwotne  przekształ cając  rozwią zania  (2.8)  przy  uż yciu  zwią zków  (2.4),  (2.5):

\   &  =   A'lt
(2- 9)  R  - t

o"  =  -   Bs [ea

Podstawiając  w  rozwią zaniach  (2.6)- r(2.9)  k" =   0,  ó"  =  0  otrzymujemy  opis  stanów
wstę pnych wywoł anych  sprę ż aniem wewnę trznym  oś rodka  dwufazowego,  który  wzbogaca
rozwią zanie  zagadnienia  sprę ż ania  wewnę trznego  oś rodka  jednofazowego  [6]  o  czł ony

mikronaprę ż eń  wstę pnych  a"  wywoł anych  na  skutek  róż nic  sztywnoś ci  obu  faz.
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W  przypadku  sprę ż ania  zewnę trznego  (1.21)  należy  przyjąć  (por.  (2.6)):

(2.10)  es  =  4>  * " - • *.  ós  =  ą ,,  0"  =  ^ . ,

co prowadzi  do rozwią zania  w postaci:
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(2.11)

R
€  =

S---OT
gubią cej  w  stosunku  do  rozwią zań  (2.6)H-  (2.9)  makronaprę ż enia  wstę pne  <f,   charak-

terystyczne  dla  sprę ż ania  wewnę trznego.

Zwią zki  (2.11)  pozwalają   okreś lić  jednoznacznie  stany  wstę pne  w  obu  fazach.

Cechą   charakterystyczną   sprę ż ania  zewnę trznego  oś rodka  o  dwu  przenikają cych  się

fazach  jest moż liwość  lokalnego  sterowania  stanów  naprę ż eń w jednej  z faz  (w fazie  sprę-

ż anej  I )  przez  wymuszanie  odpowiednich  mikronaprę ż eń  os.  Wprowadzane  w  tym  celu

dystorsje  k%  (realizowane  np. przez  sprę ż ają cą   fazę   siatki  kratowej  II ) nie  mają   wpływu
R

na  stan makronaprę ż en er.

3.  Sprę ż anie powierzchniowe

W poprzednich rozważ aniach zakł adaliś my, że mamy do czynienia z rozmytym kompo-

zytem,  którego  obie  fazy  oddział ywują   na  siebie  w  całym  obszarze  V.  Moż na  jednak

uogólnić  rozważ ania  na  przypadki,  w  których  obszar  wzajemnego  kontaktu  obu  faz  jest

podobszarem  V.  Zajmijmy  się   jednym  z  takich  przypadków,  gdy  obie  fazy  oddziaływują

na  siebie  wzdłuż  pewnej  powierzchni  kontaktowej  S.

Rys.  2

Przyjmijmy,  że  obszar  rozpatrywanego  ciała  skł ada  się   z  dwu  podobszarów  V  i  V"

(rys.  2). Faza  I  wypełnia  obszar  V  zaś  faza  I I  wypełnia  obszar  V".  Powierzchnia  S  jest

powierzchnią   rozdziału  obu  faz,  a  zatem  jedynym  obszarem  wzajemnego  ich  kontaktu.

N iech  powierzchnie  brzegowe  S',  S"  obu  faz  doznają   pierwotnych  zmian  kształ tu

opisanych  jako  niezależ ne  przemieszczenia  pierwotne  u',  u".  Jeś li  pomimo  niezgodnoś ci



48  J.  HOLNICKI- SZULC

zdeformowanych  pierwotnie  brzegów  wymusimy  ich  zgodne  zespolenie,  to  wywołane

zostaną   w  obu  fazach  wstę pne  stany  odkształcenia e', e"  i  naprę ż enia o', o ".  Wywołane

pole  przemieszczeń  wstę pnych  u jest  polem  cią głym  w  całym obszarze  V, natomiast pola
odkształceń  i naprę ż eń wstę pnych  są   cią głe w podobszarach  V  i  V",  jednak  ich składowe
mogą  doznawać skoku na powierzchni S. Opisany sposób wprowadzania stanów wstę pnych
nazwijmy  «sprę ż aniem powierzchniowym)).

W rozważ aniach ograniczamy się  do rozpatrywania rozwią zań odpowiednio regularnych
i zakładamy w zwią zku  z tym, że rozpatrywane  funkcje  są   w  obszarach  V  i  V"  klasy  C2.

Pierwotne deformacje  brzegów S'  i S"  bę dą   zatem wystę powały  w powią zaniu  z odpo-
wiednio  regularną   deformacją   poszczególnych  faz  e'  i  e".

Zdefiniujmy  deformacje  pierwotne  obu  faz  jako  stany  odkształceń wyznaczone jedno-
znacznie przez  zwią zki:

»"(• ")  =  0,

wszę dzie poza  S  oraz przez  warunki  zgodnoś ci  e'  i  e"  odpowiednio z przemieszczeniami
u' i u" na powierzchni  S.

Ponieważ  deformacje  pierwotne  spełniają   wię zy  geometryczne  obu  faz,  sprę ż anie
powierzchniowe jest przypadkiem  szczególnym  sprę ż ania  zewnę trznego, w  którym  obszar
kontaktu  obu  faz  ograniczony  jest  do  powierzchni  S.

Zdefiniujmy  obcią ż enia pierwotne brzegów  S',  S":

(3.3)  p'  m A'4'n',  p"  =  A"e"n ".

Zwią zki  (3.1),  (3.3)!  oraz  (3.3)2  przyporzą dkowują   jednoznacznie  funkcjom  prze-
mieszczeń  pierwotnych  u',  u '  na  S  funkcje  obcią ż eń  pierwotnych  na  S,  definiują c  nam
w  tym  sensie  powierzchniowe  operatory  konstytutywne  «s/'  i  sć ":

(3.4)  p'  =  J3ź "(u'),  p"  =   s4"($').

Przyjmując  p', p" jako  funkcje  okreś lone na S, wyznaczyć moż na ze zwią zków  (3.1)1)2,
(3.3)!  oraz (3.2)i,2  (3.3)2 jednoznacznie okreś lone pola e' w  V  i i "  w V".  Zwią zki  (3.1)3,4

(3.2)3,4  pozwalają   wtedy  okreś lić  z  dokładnoś cią  do  ruchów  sztywnych  przemieszczenia
pierwotne  ii' ,  u"  przyporzą dkowane  jednoznacznie  obcią ż eniom  p',  p ".

Zwią zki  (3.1), (3.2), (3.3) definiują   nam w tym sensie odwrotne powierzchniowe opera-
tory  konstytutywne  38' i  38":

(3.5)  u'  =  < r(p'),  u"  =  «"( p ") .

Dysponując zdefiniowanymi  operatorami konstytutywnymi, moż na sprowadzić  analizę

sprę ż ania  powierzchniowego  do analizy  wstę pnych  pól przemieszczeń  u  i  obcią ż eń  p', p"
wywołanych  na  powierzchni  S  przez  stany  pierwotne  u',  u"  lub  p', p ".

Postę pując  analogicznie, jak  w  rozdz.  1, otrzymujemy  zmodyfikowane  zwią zki  kon-
stytutywne  stanów  wstę pnych:

(3.6)  p' =  ^ ' ( u ' - i O,  p"  =  ^ " ( n " - u " );

(3.7)  u1 =   %'(*•
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N a wstę pne  stany  obcią ż eń narzucone są  wię zy statyczne w postaci  równań  równowagi
na powierzchni  S

(3.8)  p ' + p" =  0,

zaś  na wstę pne  stany  przemieszczeń  narzucone są  wię zy geometryczne  w postaci  warunku
nierozdzielnoś ci  faz  wzdł uż S

Jl  R  R

(3.9)  u'  = u"  =  u.
Przeprowadzając  konstrukcję  rozwią zań  zagadnienia  (3.6)- =-  (3.9)  wyznaczają cych

stany  wstę pne,  analogiczną  do  konstrukcji  opisanej  w  rozdz.  2  otrzymujemy

(3.10)  u = us +  j / sW( u f l )

lub

(3.11)  u =  sfitf).
- i

W  zwią zkach  tych  sśs  oznacza  operator  odwrotny  do  sśs,  zaś «s/s° s4a  oznacza  super-
pozycję  operatorów.

Opis wstę pnych  stanów  obcią ż eń  przybiera  postać:

(3.12)  ps  =  0,  p" =  - pa - ś r °£ r ( ps)

lub

(3.13)  p5  =  0,  p« =  - ^s( u " ) .

Zwią zki  (3.10), (3.11), (3.12),  (3.13) opisują  jednoznacznie wstę pne stany przemieszczeń
i  obcią ż eń  obu  faz  na powierzchni  S.

4.  Optymalna  regulacja  koń cowego  stanu  naprę ż enia  w  jednej  z  faz

Zajmijmy  się,  na  zakoń czenie,  zagadnieniem  sprę ż ania  zewnę trznego  ze  wzglę du  na
minimalizację wytę ż enia  w jednej  z faz  (w fazie  sprę ż anej  — np. w fazie  I). Faza I I  speł nia
w  tym przypadku  rolę fazy  sprę ż ają cej.  Koń cowe stany  w  niej  wywoł ane mogą  okazać  się
niekorzystne,  czym  pł acimy  za  optymalną  regulację  stanów  w  fazie  1.

4.1. Sprę ż anie zewnę trzne w oś rodku o  dwu  przenikają cych  się  fazach.  Rozważ my  na  wstę pie
moż liwoś ci  wywoł ania w fazie  I dowolnych  stanów  wstę pnych.

Z  równań  (2.11)  wynika,  że  moż liwe  jest  jednoczesne  wywoł anie  w  fazie  I  dowolnie

ustalonych,  niezależ nych  od  siebie  stanów  wstę pnego  odkształ cenia  e'  i  naprę ż enia a%.
Należy  w  tym  celu  wprowadzić  do ustroju  stany  pierwotnych  odkształ ceń opisane zwią z-
kami :

(4.1)  4S  =  e '+ A'Af l B 54,  k" =  -

Zwią zki  (4.1)  pozwalają  okreś lić  pierwotne  deformacje  poszczególnych  faz.  Jeż eli
przyjmiemy,  że stany  pierwotne wywoł ywane  są jedynie  w  fazie  sprę ż ają cej,  czyli  wprowa-
dzimy  ograniczenie:

(4.2)  e'  =  0 ,   ó'  = 0,

4  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  U78
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to  z  rozwią zania  (4.1)  wynika,  że  moż liwe  jest  wywołanie  dowolnie  ustalonego  stanu

naprę ż eń wstę pnych  a'v  w  fazie  sprę ż anej  przez wymuszenie  odkształ ceń pierwotnych  fazy

sprę ż ają cej

(4.3)  i " =  2B- 4-
Wynika  stąd  oczywisty  wniosek,  że  przyję cie  kryterium  minimalizacji  wytę ż enia  / „

w fazie  I , przy  czym

(4.4)  I*   -  ~ j  a'B'o'dv = ±.f  &
V  **   V

prowadzi  do  rozwią zania

(4.5)  %  -   - G',

które  zwią zane  jest  ze  znikaniem  stanu  naprę ż eń  koń cowych  er'  =  0  w  fazie  sprę ż anej.
4.2. Przypadek sprę ż ania powierzchniowego.  Rozważ my  moż liwość  wywołania  na  powierz-

chni  S  fazy  sprę ż anej  I  dowolnych  stanów  wstę pnych.

Postę pując  analogicznie jak  w p. 4.1  moż na wykazać,  że dowolnie przyję te  stany  u', p'
wywołać  moż na  przez  wprowadzenie  jednoznacznie  okreś lonych  stanów  przemieszczeń
pierwotnych:

* - *  "
(4.6)

ii "  = u

lub stanów  obcią ż eń pierwotnych

- i

(4.7)  P  ==   ( 1~^°

p"  =   {l+ś §s°

Jeś li  przyjmiemy,  że  stany  pierwotne  wywoływane  są   jedynie  w  fazie  sprę ż ają cej

(4.8)  u'  =  0,  p'  =  0,

to  rozwią zania  (4.6)  lub  (4.7)  okreś lają   jednoznacznie  stany  pierwotne  na  powierzchni  S
fazy  I I

(4.9)  p"  =  2 J A U ')

lub

(4.10)  u"  =  2^s(p '),

które  wzbudzają   stany  wstę pne  u'  lub p'.

Ze wzglę du  na moż liwość wywołania  (w ogólnym  przypadku) dowolnych, niezależ nych

od  siebie  stanów  wstę pnych  u',  p',  zagadnienia  optymalnej  regulacji  stanów  koń cowych:

e'  =  e '+ e ',  a'  =  a'+ or' ze wzglę du  na kryterium (4.4) moż na rozpatrywać, przy ustalonych
L  JL  R

stanach  uż ytkowych  «',  o',  jako  poszukiwanie  optymalnych  warunków  brzegowych  u',
R  R  R

p'  na powierzchni S  ograniczają cej  V. Po wyznaczeniu  stanów u', p' na S,  gwarantują cych
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optymalne  rozkł ady  &,   e'  w  V,  moż na  okreś lić  ze  zwią zków  (4.6)  (4.7)  stany  pierwotne,
wywołują ce  poż ą daną   regulację   stanów  koń cowych.

Zagadnienie minimalizacji  globalnego  wytę ż enia  w fazie  I jest w tym przypadku  równo-
waż ne  minimalizacji  globalnej  energii  wewnę trznej  JE1  fazy  I :

W  celu  poszukiwania  optymalnych  warunków  brzegowych  na  iS rozważ my  moż liwość
rozkł adu stanów koń cowych  o', e' w fazie  I na dwie ortogonalne czę ś ci  składowe, z których
jedna  podlega  regulacji  przez  sprę ż anie  powierzchniowe,  a druga nie:

(4.12)  <*'=<,[+<,',,   €'  =  e ; + e ; .

Dla  skonstruowania  postulowanych  rozkł adów  przyjmijmy  z  definicji  pomocnicze
stany  e'p,a'p  =  A'e.'p jako  stany  wywołane  siłowym  obcią ż eniem  zewnę trznym  działają cym
na  fazę   I przy  warunku  pełnego utwierdzenia  brzegu  S.  Opisane są   one zależ noś ciami:

(4.13)  @'(o'F, X',  p')  -   0,  » ' ( « ; ) - 0

oraz  warunkiem  zgodnoś ci  pola  e'p  ze  znikają cymi  przemieszczeniami  na  S.
Zdefiniujmy  analogicznie  stany  e'u, a'u =  A'e,', jako  stany  wywołane  przemieszczeniami

u'  brzegu  A,'(,  przy  warunku  swobodnego  brzegu  S.  Opisane  są   one zależ noś ciami:

(4.14)  m'(ai)  =   0  r<?'(e,',,u') =  0  <j,',n' =  0  na  S.

Niech  czę ś ci  rozkł adu  stanów  uż ytkowych  e j,  c[  =  A'eJ  stanowią   sumę   okreś lonych
wyż ej  stanów:

(4.15)  e[  ~  e'p + e'u,  a[  =  a'p + a'u.

Ze  wzglę du  na  jednoznaczność  rozwią zań  zagadnień  brzegowych  (4.13),  (4.14)  teorii
sprę ż ystoś ci,  stany  e[,  G[ okreś lone  są  jednoznacznie.

Moż na  zatem  dokonać  w  sposób  jednoznaczny  rozkł adu stanów  e',  ff'   na czę ś ci  skła-
dowe  (4.12), przy  czym  czę ś ci  e'2,  <s'2 stanowią   róż nicę   pól  całkowitych i  pól  (4.15):

(4.16)  e'2~e'- e[,  © i - o1- o f.

Są   to  składowe  wywołane  oddział ywaniem  fazy  H poprzez  powierzchnię   S  na  fazę   I,
które  spełniają   jednorodne  równania  wię zów  w  obszarze  V:

(4.17)  sM'(<s'2)  =, 0,  <T(ei)  =  0.

Moż na  pokazać,  że  pola  o[,  €,'  oraz  a2,  e.'2 są   ortogonalne  w  sensie  ich  iloczynu  ska-
larnego

(4.18)  J <r; e'2ch  = /   a'2ą [dv  -   0.
v'  O'

Pozwala  to  przedstawić  funkcjonał   energii  wewnę trznej  (4.11)  w postaci

(4.19)  iE.  =   1
v  *

Moż na  pokazać,  że  ze  wzglę du  na  dodatnią   okreś loność  obu  składników  podcałko-
wych  oraz  na  fakt,  że  dowolne  stany  wstę pne  wywołane  w  obszarze  V  spełniają   warunki
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(4.17),  czyli  są  ortogonalne  do  stanów  o j,  e[  wynika,  że  kryterium  (4.11)  prowadzi  do

wyznaczenia  stanów  wstę pnych:
R,  L,  R,  L,

(4.20)  • - . - « £•   o  =  ~<*2
T  Ii   L  72

powodują cych  znikanie czę ś ci  ê   =  e ś + e ',  a'2  =   a'2+ a'  stanów  koń cowych.
Wyraż ając  wniosek  (4.20) w ję zyku  wielkoś ci  powierzchniowych  na  S  otrzymujemy.

R  Ł ,  s,  L,

(4.21)  u'  -   - n i,  p' =   - vi-
Moż na  pokazać, że  rozwią zanie  optymalne  (4.21) wymuszane  jest  bez  udziału  stanów

pierwotnych  fazy  I :
(4.22)  ii '  =  0,  p'  =  0.

Zatem  korzystając  z  rozwią zań  (4.9)  lub  (4.10)  oraz  ze  zwią zków  (4.21)  otrzymujemy
optymalne  rozkł ady pierwotnych  przemieszczeń  lub  obcią ż eń  na  brzegu  S  fazy  I I :

(4.23)  ii" =  - 20*(fe),  p" -   - ir fł ( fe)
wywoł ują cych  identyczne efekty.  W  wyniku  sprę ż enia  w  fazie  I pozostają  stany  koń cowe

a'  =  a'x,«'  =  e j,  charakteryzują ce  się,  jak  to  wynika  z  definicji  (4.13)— (4.15)  tym,  że
obcią ż enie  brzegowe  na powierzchni S:  p' =   o'ri   jest  takie, jakie  wywoł ane  był oby  przez
zewnę trzne  obcią ż enia  sił owe X',  p'  fazy  I  przy  peł nym  utwierdzeniu  brzegu  5", zaś  prze-
mieszczenia  u'  powierzchni  S  są  takie, jakie  wywoł ane  był yby  przez  ruchy  u' powierzchni
A'„  przy  warunku  swobodnego  brzegu  S.

W  przypadku,  gdy  nie  wystę pują  przemieszczenia  u'  na  brzegu  A'„  stany  a'u,  e,',  wy-
znaczone  przez  (4.14)  znikają  i  sprę ż enie  optymalne  daje  w  fazie  I  efekt  koń cowy  iden-
tyczny  z przyję ciem  warunku  peł nego utwierdzenia  u'  — 0 na  powierzchni  S.

W  przypadku,  gdy  nie  wystę pują  sił owe  obcią ż enia  zewnę trzne  w  fazie  I (X '  =  0,
L  L

p'  =  0), stany a'pe.'p, wyznaczone  przez  (4.13) znikają  i  sprę ż enie  optymalne  daje  w  fazie
I  efekt  koń cowy  identyczny  z  przyję ciem  warunku  brzegu  swobodnego  o'n'  =  0  na  po-
wierzchni S1.

W  przypadku, gdy znikają  wszystkie obcią ż enia zewnę trzne fazy  I (sił owe X  =  0, p' =  0
oraz  przemieszczeniowe  u'  =  0)  to  otrzymujemy  w  wyniku  sprę ż enia  optymalnego  try-

wialne rozwią zanie  p'  =  0,  u'  =  0 stowarzyszone ze znikaniem stanów koń cowych &   =  0,
e'  =  0 w  fazie  I.  Całe  obcią ż enie  zewnę trzne  przenoszone jest  wtedy  przez  fazę  I I .

Jako  szczególny  przypadek  sprę ż ania  powierzchniowego  traktować  moż na  sprę ż anie
wywoł ywane  przemieszczeniami  pierwotnymi  u  wymuszanymi  na  czę ś ci  brzegu  ustroju
Au  (por.  [10]).

Traktując  brzeg  Au  jako  powierzchnię  S  kontaktu  faz  zauważ amy,  że  stany  o',,, e'u
definiowane  zwią zkami  (4.14)  nie  istnieją  w  tym  przypadku.  Wynika  stąd  wniosek,  że
sprę ż anie  ze  wzglę du  na  minimalizację  energii  wewnę trznej  ustroju  prowadzi  do  uzyska-
nia  efektu  peł nego utwierdzenia  u =  0 na brzegu  A„  w  stanie  koń cowym.  Jest  to  zbież ne
z  wnioskiem  o  ortogonalnoś ci  czę ś ci  stanów  uż ytkowych  wywoł anych  obcią ż eniem  sił o-
wym  oraz  przemieszczeniami  podpór.  Optymalne  sprę ż anie  ruchami  podpór  redukuje
do  zera dragą  z wymienionych  czę ś ci  stanów  uż ytkowych.
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5.  Przykł ad  sprę ż ania  powierzchniowego

O  ile  rozwią zanie  zagadnienia  optymalnego  sprę ż ania  (4.3),  (4.5)  dla  oś rodka  o  dwu
przenikają cych  się   fazach  jest  intuicyjnie  oczywiste,  o  tyle  celowe jest  zilustrowanie  przy-
kł adem  rozwią zania  zagadnienia  sprę ż ania  powierzchniowego  (4.23), (4.21).

Rozważ my  przykł ad  rury  ciś nieniowej  dwuwarstwowej  poddanej  ciś nieniu  wewnę trz-
nemu p  (rys.  3a).  Rozkł ad  naprę ż eń promieniowych  i  obwodowych  w  rurze  niesprę ż onej
[8]  pokazany  został   na  rys.  3b.  Stosując  sprę ż anie  powierzchniowe  polegają ce  na  od-
powiednim  wpasowaniu  rozszerzonej  wzglę dem  stanu  naturalnego  (np.  przez  ogrzanie)
rury  zewnę trznej  na nienaprę ż oną  rurę  wewnę trzną,  uzyskajmy  efekt  minimalizacji  energii
sprę ż ystej  (wytę ż enia)  zmagazynowanej  w  fazie  I .
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Rys.  3

Stan  naprę ż eń  dla  rury  niesprę ż onej  opisany  jest  zwią zkami  Lamć go:

L  na2 pa2c2

(5.1)
r2(c2~a2)  '

L
a0  =

par pa2c2

,- 2(c2- a2)  "

W  celu  wyznaczenia  rozwią zania  optymalnego  sprę ż ania  (4.23)! należy  skonstruować
powierzchniowy  funkcjonał   konstytutywny  &.

Wyznaczmy  w tym celu, dla samej  rury wewnę trznej, przemieszczenia u' na powierzchni
rozdzielają cej  fazy  (r  =   b)  wywołane  obcią ż eniem  zewnę trznym  p'  działają cym  na  tę
powierzchnię,  przy  warunku  swobodnego  brzegu  wewnę trznego  (r  =   a).  Dostosowując
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rozwią zanie  (5.1) do opisu  stanu naprę ż eń w pierś cieniu  wewnę trznym  oraz  wykorzystując

zwią zek

(5.2)  - - *•  =  - E,«- v'a'r)

otrzymujemy

b  (\ - v')b2  + (\+v')a2  ,
(5.3)  u'=- rK  - ^  J- jf.

Analogicznie  wyznaczyć  moż na,  dla  samej  rury  zewnę trznej,  przemieszczenia  u" na
powierzchni  rozdzielają cej  fazy  wywołane  obcią ż eniem  zewnę trznym p"  działają cym  na
tę   powierzchnię, przy  warunku  swobodnego  brzegu  zewnę trznego  (/•   =  c)

,.  ,N  „   b  (1— v")b2  + {l+v")c 2  ,
^  '  E"  '  c2- b2  '

Zwią zki  (5.3)  i  (5.4)  definiują   liniowe,  powierzchniowe  funkcjonały  konstytutywne
ś $'  ł  Ś $" dla  każ dej  z faz.  Konstruując  symetryczny  konstytutywny  funkcjonał   powierzch-
niowy  ś $s  otrzymujemy  rozwią zanie  zagadnienia  optymalnego  sprę ż ania  (4.23)i  w postaci

(5.5)  „ '   „ _ 6 | _

gdzie pź jest,  zgodnie  z  definicją   (4.16)2,  róż nicą   pomię dzy  oddział ywaniem  rury  ze-
wnę trznej  na wewnę trzną   w stanie  uż ytkowym  a  oddział ywaniem  sztywnego  podł oża
na brzeg zewnę trzny  (r  =  b)  rury  wewnę trznej  obcią ż onej  ciś nieniem p  (na brzegu  r =  a)

(5.6)  p2 = p  - Pi  =  -   +
b2(c2~a2)  (\ - v')

W przypadku, gdy materiał  obił  faz jest jednorodny, otrzymujemy  z (5.5) i (5.6) wartość

o  którą   należy  zmniejszyć  promień  wewnę trznej  powierzchni  brzegowej  (r  =   b)  rury  ze-
wnę trznej  (w  jej  stanie  naturalnym), aby  po wciś nię ciu  jej  na  rurę   wewnę trzną   otrzymać
efekt  optymalnego  sprę ż enia.

Wykorzystując  znajomość pola przemieszczeń w stanie uż ytkowym  oraz fakt,  że punkty
powierzchni  rozdzielają cej  obie  fazy  (r  =  b) nie ulegają, w stanie  koń cowym,  przemiesz-
czeniom  (por.  wnioski  po  rozwią zaniu  (4.23)),  moż na  wyznaczyć  obcią ż enia  brzegów
(r  =   b) obu faz  w stanie  wstę pnym

R,  Rn  (b2- a2)[(l~v)l
(  '  -*  P  =  ~P  Tc2- cb2)[(\~v)b2-

Znajomość  obcią ż eń  wstę pnych  (5.8)  pozwala  wyznaczyć  wstę pne  stany  naprę ż enia,
a  nastę pnie, po  dodaniu  rozwią zania  (5.1), stany  koń cowe.  N a  rys.  3c  pokazano  efekt

redystrybucji  stanu  naprę ż eń  wywołanej  sprę ż eniem  optymalnym  (w  przypadku  v =  - s-»

a  =  \ ,b = 2, c — 3) i zwią zanej  z ok.  24%- owym  odcią ż eniem  rury  wewnę trznej  (mie-
rzonym globalnym  wytę ż eniem  całej  fazy I) .
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nOflHHHHIOmHXCH  HH  CTaTIMeCKHM   IIH  reOMCTpHiieCKHM   CBH3HM   IIOJieH  flHCTOpCHft.  CylUHOCTBIO  BHetU-

H ero  oKaTHH  H BU H BT CH  BBefleH ne  T SK HX  nojieH  # H CTopcnił   B  o6eHX  dpa3ax,  ^ToSbi  n o un

H bix  H anpH H ceiiH ii  H  flecbopiwamrfij  BO36y5KfleiiHbie  B  OAH OH  H3  (ba3  (B  OKHMaeMofi  d)a3e),

o6pa3OM   peryjiH poBajm  B  neft  oKoiwaTenBH oe  pacnpeflejieH He  HanpH>i<eHHH  H  pfi^opmavjiw.  3 T H  C O-

CTOHHHH HBJ1HIOTCH CyMMOH COOTBeTCTByiOmHX  npeflBapH TejIbH blX  COCTOHHHIl H COCTOHHHft  BbI3BaHHbIX

H arpy3K o a.  BT o p as  dpa3a  BbinoraiH eT  p o nb  OKHMaiomeft  dpa3bi.

P ein eHM   HeKOTopbie  3afla^iH  o r ra iM aji tH oro  peryjinpoBaH HH  OKOH^iaTejibuwx  cocTOfiHHH

>KeHnii  H

S u m m a ry

ON  THE  PRESTRESSING IN  D IPHASE  MEDIA

We  analyze  initial  states  of  stress  and deformation  produced in an elastic diphase medium by  forcing
independent,  arbitrary  distortion  fields,  which  do not necessarily  fulfi l  the static or geometric constraints
in  both  phases. External prestressing  consists  mainly  in  introducing the both phases  such distortion  fields
that  the fields  of  initial stress  and deformation  induced in one  (prestressed) phase cause a desirable  adjust-
ment  of  the distribution of  the final  states  of stress  and deformation  in this  phase.  These states  are a sum
of  the corresponding  initial  states  and  states  caused  by  external  load. The other phase plays a role of  the
prestressing  one. Some  examples  of  an  optimal  control  of  the  final  states  of  stresses  in  the  prestressed
phase  are  discussed.
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WPŁYW  SPADOCHRONU NA RUCH ZASOBNIKA OSIOWO  SYMETRYCZNEGO ZRZUCANEGO
Z  SAMOLOTU

JERZY  M A R Y N I A K ,  KAZIMIER Z  M I C H A L E W I C Z ,  ZYGMUN T  W  I N C Z U R A

(WARSZAWA)

1. Wstęp

W  pracy  zbadano  wpływ  spadochronu  hamują cego  i  silnika  przyspieszają cego  na
parametry  lotu  zasobnika  zrzuconego  z  samolotu.  Zasobnik  traktowano jako  układ me-
chaniczny  sztywny, na  który  działają   siły zewnę trzne  [2,  16,  18,  22,  26], mię dzy  innymi
sił a  hamują ca  spadochronu  i  cią g  silnika  rakietowego  [23,  25].  Przyję to  założ enie, że
spadochron  ustawiał   się   równolegle  do  kierunku  wektora  prę dkoś ci  ukł adu, a  wię c  nie
uwzglę dniono  ką ta natarcia i ś lizgu spadochronu.

Rys.  1

„   Równania  ruchu  wyprowadzono  stosując  podstawowe  zasady  dynamiki  Newtona
dla ukł adów mechanicznych o wię zach holonomicznych w układzie współ rzę dnych zwią za-
nych  z  zasobnikiem  [3,  4,  5,  9].  Uwzglę dniono  pię ć  stopni  zasobnika  sztywnego:  trzy
okreś lają ce  poł oż enie ś rodka  masy  oraz  pochylanie  0  i  odchylanie  V.

Przykł adowe  obliczenia  numeryczne  wykonano  w  Instytucie  Technicznym  Wojsk
Lotniczych  według  wł asnych  programów.  Wyprowadzone  w  niniejszej  pracy  równania
ruchu  są   uniwersalne  i  moż na  je  bezpoś rednio  zastosować  do  opisu  ruchu  dowolnych
nieodksztalcalnych  obiektów  swobodnych  w  przyję tych  ukł adach odniesienia  (rys. 1).



58  J.  MARYNIAK ,  K .  MlCHALEWTCZ,  Z .  WlNCZURA

2.  Przyję te  ukł ady  współ rzę dnych

Do  opisu  dynamiki  zasobnika,  traktowanego  jako  obiekt  swobodny,  niezbę dne  oraz
tjardzo  wygodne  jest  przyję cie  nastę pują cych  ukł adów  odniesienia:

—  grawitacyjnego  zwią zanego  z Ziemią   Oxly1z1,
—  prę dkoś ciowego  zwią zanego  z przepływem  Oxayazg,
—  zwią zanego  sztywno  z obiektem Oxyz,
—  grawitacyjnego  Oxgygzg,  zwią zanego  ze ś rodkiem  masy  poruszają cego  się  obiektu

równoległego do ukł adu nieruchomego  Oxly1z1.

lin

Rys.  2.

Ruch  zasobnika  został  opisany  w centralnym  układzie  współ rzę dnych. Qxyz  sztywno
zwią zanych  z  obiektem  (rys, 2).  Chwilowe  położ enie  zasobnika  jako  ciała  sztywnego
wyznaczano przez:

—  położ enie  ś rodka  masy  F ^Xi^^ t )  mierzone  wzglę dem  nieruchomego  ukł adu
współ rzę dnych  Ox^y^,

—  quasi- eulerowskimi  ką tami  obrotu  zasobnika  $, 6, lP  okreś lają cego  położ enie
układu zwią zanego  z bryłą  Oxyz wzglę dem  grawitacyjnego  ukł adu zwią zanego  ze ś rodkiem
masy  poruszają cego  się  obiektu  Oxgygzg.

Składowe  wektorów  chwilowych  prę dkoś ci  liniowej  i  ką towej  w przyję tym  układzie
współ rzę dnych  (rys.  1) są   nastę pują ce:

wektor  prę dkoś ci  liniowej

0)  Vc =  Ul+Vf+Wk,

gdzie  U  oznacza  prę dkość  podłuż ną,  V  prę dkość  boczną,  W prę dkość  przemieszczeń
pionowych;

wektor  prę dkoś ci  ką towej

(2)  Q =  Pi+Qj+Ak,
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przy  czym  P jest  ką tową  prę dkoś cią  przechylania,  Q  ką tową  prę dkoś cią  pochylenia, R
ką tową  prę dkoś cią  odchylania.

Prę dkoś ci  ką towe  P, Q, R są  liniowymi  zwią zkami  prę dkoś ci  uogólnionych  0\  0',  W'
o  współ czynnikach zależ nych od współ rzę dnych  uogólnionych <t>,  0,  W i  posiadają  nastę-
pują cą  postać:
(3)  col [P, Q, R] =  A^col [# ł , 6\  W],

gdzie  AQ  jest macierzą  transformacji  [9,  10].

Zwią zki  kinematyczne mię dzy  prę dkoś ciami  liniowymi  £ l f ylt  z1  mierzonymi w ukł a-
dzie  nieruchomym Ox1,yi,z1,  a  skł adowymi  prę dkoś ci  U,  V, W są ,  nastę pują ce:

(4)  col[£/, V, W] =  A^ c o l l *! ,  yu  *i ] ,

przy  czym Ay1  jest macierzą  transformacji  [9,  10].
Zwią zki  (3) i  (4) wyznaczają  zależ noś ci  kinematyczne,  mię dzy  prę dkoś ciami  U,  V,

W, P,Q,  R  a  prę dkoś ciami  uogólnionymi  xu  yi,żls  <P', 9',  W.

3.  Dynamiczne  równania  ruchu  obiektu

Skł adowe  wektorów  sił  zewnę trznych  i  momentów  sił  zewnę trznych  dział ają cych na
zasobnik,  w  przyję tym  ukł adzie  współ rzę dnych  są  nastę pują ce  (rys. 2):

—  wektor  sił  zewnę trznych

(5)  F =  Xi+Yj+Zk,

gdzie ^oznacza siłę podł uż ną,  F siłę boczną, Z siłę pionową;
—  wektor  momentu gł ównego

(6)  M  =  Li+Mj+Nk,

przy  czym L jest  momentem przechylają cym,  M momentem pochylają cym, N momentem
odchylają cym.

Siły i momenty sił  zewnę trznych są funkcjami  zmiennych opisują cych  ruch i poł oż enie
ciał a:  U, V,  W, P, Q, R,  0,  0,  W  [3, 4, 9, 17, 19, 20, 21, 24, 27,  28].

Skł adowe  sił  i momentów dział ają cych na obiekt są skł adowymi:
—  siły  grawitacyjnej

(7)  mg =   Aflmg,

—  sił  i  momentów  aerodynamicznych — wyprowadzono  przy  uwzglę dnieniu  stacjo-
narnej  aerodynamiki, przy  czym  linearyzację  sił  i momentów przeprowadzono wg metody
Bryana  [3, 4, 9,  27],

—  cią gu  silnika  rakietowego  Tp,
—  oporu  spadochronu  hamują cego

(8)  P„ -   ~esv2ccxs.

Analizowany  w niniejszej  pracy  obiekt  ruchomy traktowano w rozważ aniach  ogólnych
jako  nieodkształ calny obiekt  swobodny  [9]. Mianem takim moż na nazwać dowolny  obiekt
rzeczywisty,  którego  badanie  wł asnoś ci  dynamicznych  nie  wymaga  uwzglę dnienia  od-
kształ calnoś ci  ciał a,  wzglę dnych  wychyleń  jego  elementów jak również  wię zów.
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Badając  ruch  rzeczywistego  obiektu,  którym  jest  rozpatrywany  zasobnik  wprowadza
się  nastę pują ce  zał oż enia:

—  układ  współ rzę dnych  Oxyz  zwią zany  jest  z poruszają cym  się  obiektem  i jego  po-
czą tek  pokrywa  się   ze  ś rodkiem  masy  ciał a;

—  na  poruszają cy  się  obiekt  działają   siły  cię ż koś ci,  aerodynamiczne  i napę du  rakie-
towego.

Równania ruchu obiektu  wyprowadzono  w oparciu o podstawowe  równania  dynamiki
[9] słuszne dla ukł adów inercjalnych,  które dla  ciała o stałej masie m  =  const mają   postać

(9)  m

(10)
dt

Stosując  przekształ cenia  [9,  10,  11,  12,  14]  oraz  rzutując  wektorowe  równania  ruchu
(9),  (10) na osie  ukł adu  współ rzę dnych,  otrzymano  dynamiczne  równania  ruchu  postę-
powego  i  obrotowego  w postaci  skalarnej,  które  dla rozpatrywanego  obiektu  przy za-
łoż eniu  P = 0  =  L — 0 mają   nastę pują cą   postać:

- -   RV- QW- gń nQ+~(X0+XwW+XqQ+Tpdt  * "  b  '  m

dV 1
=   RU+ - m  [YvV+(Yr  +  Yrs)R+Y0+Psy],

QU+e  +

a.)  *  '•

m QU+gcose  +  [

~ 1T =  T~ [M°+ Mw  W+  ( M " +   Mqs)Q]'

1  [N 0+N vV+(N r+N rs)R],

dt

ir
dxt

~dF

dyi
dt

dz±

dt

- o,
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gdzie

Xo  =  — QSVC(  — Cxcos acosy  + CySiny +  Czsinacosy),

Yo  =  —  QSV2

C  (—  Cx  cos  a sin  y  — Cy  cos  y  +  Cz  sin  a sin  y),

(12)

=   - j  QSV2

C  [L ch  (C„,  cos y -   C„  sin asiny) -   llRCxs  sina],

o =  - • yeSF §[£c , I C cosa - /s HC O Tcosasin y],

sy =   - —  QSVlCxscosa.ń ny,
.2

Psz  =  - ~QSVlCxssma,

przy  czym  a =  &rctgW/ U,  y  -   arcsinF / Fc, VI =   U2 + V2 + W2  oraz wprowadzono  nastę-
pują ce  oznaczenia:  Q — gę stość  powietrza,  S — przekrój  poprzeczny  korpusu  zasobnika,
La, — dł ugość  korpusu  zasobnika,  lsH  — odległ ość  od SC  zasobnika  do wę zła  zamoco-
wania  spadochronu,  Cx,  Cy,  Cz,  C,„,  C„ — bezwymiarowe  współ czynniki  sił  i  momentów
aerodynamicznych,  Cxs  — bezwymiarowy  współ czynnik  oporu  spadochronu.

Współ czynniki X w, iVr okreś lają ce  zmiany  sił  i momentów  aerodynamicznych  w  funkcji
parametrów  kinematycznych  ruchu  noszą  nazwę  pochodnych  aerodynamicznych  [1, 4,  5,
7, 9, 10, 11, 12, 13, 15], a współ czynniki  YrsNrs  pochodnych  silnikowych  [4, 12].  Wyzna-
cza  się je  zgodnie  z przyję tą  w lotnictwie  zasadą  przy  badaniu  statecznoś ci  ukł adów  lata-
ją cych  zakł adają c,  że  zmiany  symetrycznych  parametrów  ruchu  powodują  zmiany  sy-
metrycznych  sił  i  momentów,  a  zmiany  antysymetryczne  — sił   i  momentów  antysyme-
trycznych  [4, 5, 7,  10, 11,  12].

Pochodne aerodynamiczne  są  nastę pują ce:

Y  1  „ F g  8CX

(13)

2 Ł   U

1  _ VI  dCy  1

YeS~u-
~  ( C(x)xdx,
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2  U  da

(13)
i  dCm  1

da  Sh

y2

c  sc,,

j
Xl

a  pochodne  silnikowe:
Yr,  =  ; sm ss  Z 9 S m  lsms,

Mqs=  - l2sms,  Nrs  =   - lfms,

gdzie  5j,  oznacza  powierzchnię   przekroju  podł uż nego  zasobnika,  C(x)  funkcję   zmiany
przekroju  poprzecznego  zasobnika  wzdłuż jego  długoś ci,  ls  odległość  od  SC  zasobnika
do  dyszy  silnika,  Qp/ gt,,  =   ms  wydatek  sekundowy  gazów  prochowych.

4.  Własnoś ci  dynamiczne  obiektu  w  ruchu

Równania  (11)  opisują ce  przestrzenny  ruch  zasobnika  zrzuconego  z  samolotu  są
równaniami  róż niczkowymi,  silnie  nieliniowymi  o  zmiennych  współ czynnikach  [6].  Scał-
kowano  je  numerycznie  wykorzystując  metodę   RU N G E- KU TTA.  Analizę   numeryczną   prze-
prowadzono  w  Instytucie  Technicznym  Wojsk  Lotniczych.  Opracowany  program  ma
na  celu  zbadanie  wpływu  [8]  parametrów  lotu  nosiciela  i  parametrów  konstrukcyjnych
obiektu  na  tor  zasobn ika/ (*,'  r2)  i  inne  wielkoś ci  charakteryzują ce  ruch  obiektu  na
torze.

Obliczenia wykonano  dla nastę pują cych  danych  wyjś ciowych:
—  prę dkość zrzutu  Vo  =  150,  250  [m/ s],
—  wysokość zrzutu  H  =  200 [m],
—  począ tkowego  ką ta  pochylenia  toru <90 =  0°,
—  cią gu  silnika  rakietowego  Tp  =  1200  [kG ],
—  spadochronów  o  róż nej  intensywnoś ci  hamowania,

przy  zachowaniu  stał ych  wartoś ci  charakterystyk  geometrycznych,  masowych  i  aerody-
namicznych  zasobnika.  Charakterystyczne  wyniki  analizy  numerycznej  badanego  modelu
zasobnika  przedstawiono  w  formie  wykresów  na  rys.  3H - 12.

Z  analizy  uzyskanych  rezultatów  obliczeń  numerycznych  wynika,  że  profil  toru  lotu
zasobnika  Zx  — Zx{x^)  w  istotny sposób  zależy  od parametrów  lotu nosiciela w momencie
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zrzutu,  efektywnoś ci  hamowania  spadochronem  oraz  wielkoś ci  cią gu  silnika  pizyspie-
szają cego.

D la  okreś lonych  warunków  począ tkowych,  danego  cią gu  silnika  rakietowego  wraz
ze  wzrostem  efektywnoś ci  hamowania  donoś ność  poruszają cego  się   obiektu  znacznie
maleje  (rys.  3). Z wykresu  toru  lotu  w  płaszczyź nie  0xx,  y  ̂ wynika,  że  tor  obiektu  nie
leży  w  płaszczyź nie,  przy  czym  zasobnik  swobodnie  spadają cy  zbacza  bardziej  niż  za-
sobnik  hamowany  i  przyspieszany.  Zjawisko  to  spowodowane  jest  przesunię ciem  cha-
rakterystyk  aerodynamicznych wynikają cych  z  małej  asymetrii  geometrycznej,  a  wielkość
zboczenia  zależ na jest  od  wartoś ci  chwilowych  składowych- wektora  prę dkoś ci.

Z,[tn]
200

100

a -  zasobnik  klasyczny
b -  zasobnik  ze spadochronem S,
c- zasobnik  ze  spadochronem  Sz

200  100  600  800  x,[m]

x,[m]

Rys.  3.
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200
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50

o -   zasobnik  klasyczny
b -   zasobnik ze spadochronem S,
c  -  zasobnik  ze spadochronem St

3

Rys.  4.

t[s]
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Interesują cy  przebieg  ma  zmiana  wektora  prę dkoś ci  cał kowitej  zasobnika  na  torze.
Dla  porównania na jednym  wykresie  przedstawiono  krzywe  dla  obiektu  swobodnie  spa-
dają cego  oraz  obiektów  hamowanych  i  przyspieszanych.  Z  analizy  uzyskanych  przebie-
gów  wynika,  że  dla  okreś lonych  parametrów  zrzutu  i  charakterystyk  konstrukcyjnych
zmiana prę dkoś ci  całkowitej w  istotny  sposób  zależy  od  efektywnoś ci  hamowania spado-
chronem  (rys. 4).  Natomiast  prę dkość  koń cowa  zasobnika  o  przyję tym  rozwią zaniu
konstrukcyjnym  w  niewielkim  stopniu  zależy  od  prę dkoś ci  zrzutu,  co  ś wiadczy  o  duż ej
„elastycznoś ci" spadochronu hamują cego  (rys. 5).

- 0.005

Rys.  6

Z  wykresu  przedstawiają cego  zmianę   ką ta  ś lizgu  y  na  torze  (rys.  6)  wynika,  że  ką t
ś lizgu zmienia  się  periodycznie, przy  czym  amplituda  i  okres  wahań  zależą   od  sił  działa-
ją cych  na zasobnik.  Na wykresie dają   się  wyodrę bnić  trzy  fazy  ruchu obiektu:,  swobodny
spadek  do  czasu  t  =  0,7  s,  hamowanie spadochronem do  t  — 5,7  s,  przyspieszenie  silni-
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kiem  rakietowym  do  t  =  6,5  s.  W  czasie  hamowania,  mimo  spadku  prę dkoś ci  ruch  za-
sobnika  stabilizuje  się ,  amplituda  wahań  ką ta  ś lizgu  znacznie  zmniejsza  się .  Wł ą czenie
silnika  rakietowego  powoduje  chwilową   destabilizację,  po  czym  w  trakcie  rozpę dzania
zasobnika  amplituda wahań jest  silnie  tł umiona.

Charakter  zmian prę dkoś ci  bocznej  V na  torze  (rys.  7) jest  bardzo podobny  do zmian

1 2

R[rod/ s]
Q[rod/ s]

Rys.  7

Rys.  8

5  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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ką ta  ś lizgu, ponieważ  te wielkoś ci  są   ś ciś le  zależ ne od siebie. N a kolejnym  rysunku  przed-
stawiono  zmianę  prę dkoś ci  ką towej  pochylania  Q  i  odchylania R  w  czasie  lotu  zasobnika
(rys.  8). Widoczne jest  przesunię cie  krzywej  Q  =   Q(t)  w  stosunku  do  krzywej  R  =   R(t)
spowodowane  działaniem w  płaszczyź nie  rzutu  Qxt  zx  siły  cię ż koś ci,  a  konkretnie  przy-
spieszenia  grawitacyjnego.

Zmiana  ką ta  pochylenia  zasobnika  na  torze  9  ma  charakter  oscylacyjny  (rys. 9).
Zasadniczy  wpływ  na  wielkość  ką ta  upadku  & k  ma  efektywność  hamowania  spadochro-
nem, przy czym wzrost  efektywnoś ci  powoduje  wzrost  ką ta  upadku i jednocześ nie zmniej-

0
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szenie  czę stoś ci  oscylacji.  Ką t  odchylenia  if  zmienia  się   podobnie jak  prę dkość  odchyla-
nia R  ze wzglę du  na zależ ność  tych  wielkoś ci  od  siebie  (rys.  10).

Ruch  nutacyjny  zasobnika  a  =  a(y)  przedstawiono  na  17s.  11.  Wyraź nie  dają   się
wyróż nić  trzy  fazy  ruchu:  swobodny  spadek,  hamowanie  i  przyspieszenie.  Charakteryzują
się   one  róż ną   długoś cią   wię kszej  osi  zataczanej  elipsy  oraz  róż nym  nachyleniem  tej  osi,
a  w  fazie  przyspieszenia  kierunek  obrotu zmienia  się   na  przeciwny.

Rysunek  12  przedstawia  ruch  nutacyjny  zasobnika  przedstawiony  przestrzennie.

- 0,015  - 0,010  - 0,005
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5.  Wnioski ogólne

Przedstawiona  metoda  badania  własnoś ci  dynamicznych  obiektu  umoż liwia  analizę
mchu  układu  o dowolnym  schemacie  konstrukcyjnym,  dają c  przy  tym cią głą   informację
o  zmianie  parametrów  lotu  na torze.  Stosowane  aktualnie  metody  balistyki  zewnę trznej
mają   ograniczone  zastosowanie  do analizy  obiektów  charakteryzują cych  się  tzw. czasem
charakterystycznym  O < 30 s,  co  odpowiada  obiektom  poruszają cym  się   lotem  swo-
bodnym.

Analizowany  w  niniejszej  pracy  zasobnik  z  ukł adem hamują co- przyspieszą ją cym  ma
zastosowanie  do zrzutów  z mał ych wysokoś ci.  Najistotniejszą   fazą   ruchu  takiego  układu
jest lot hamowany, gdyż zmniejszenie  prę dkoś ci o okreś loną   wartość powoduje  zakrzywie-
nie  toru  lotu  obiektu, co w konsekwencji  ma zasadniczy  wpływ  na parametry  ruchu za-
sobnika w punkcie upadku.

Spadochron  wykorzystany  do wyhamowania  prę dkoś ci  ruchu  charakteryzuje  się  pew-
nymi  cechami,  które  szczególnie  predestynują   go  do  zastosowania  w  proponowanym
układzie konstrukcyjnym,  mianowicie:

—•  prę dkość  koń cowa  w  fazie  hamowania  w  mał ym  stopniu  zależy  od  prę dkoś ci
zrzutu, co ś wiadczy o tzw. elastycznoś ci  ukł adu ze wzglę du na warunki  zrzutu,

—  spadochron  w  duż ym  stopniu  tł umi  wahania  zasobnika  powodując  «usztywnienie
aerodynamiczne)) ukł adu,

—  zwię kszenie  efektywnoś ci  hamowania  spadochronu  powoduje:  wię kszy  spadek
prę dkoś ci,  wię ksze  wystromienie  toru  oraz  zmniejszenie  czę stoś ci  oscylacji  parametrów
ruchu.

Wynika  stą d, że dla osią gnię cia  założ onego punktu upadku  ciała  zrzuconego z  pewnej
wysokoś ci  z daną   prę dkoś cią   począ tkową,  należy  odpowiednio  ukształ tować charaktery-
styki  aerodynamiczne  całego  ukł adu,  co  sprowadza  się  do dobrania dla zasobnika  wła-
ś ciwego  spadochronu  zapewniają cego  wymagane  wyhamowanie  i  stateczność  ruchu
ukł adu.
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P  e 3 w  M  e

BJIH ^H HE  nAPAUIIOTA  HA  flBI- DKEHHE  OCEBO- CHMETPH^ECKOrO
O BT J E K TA  CBPACMBAEMOrO  C  CAMOJIETA

B  paSo're paccjvsaTpHBaiOTca flHiiaMOTCCKiie cBoiicTBa cso6oflHO naflaiomero o6hei<Ta c TopMO3HMM
napaunoTOM  H ycKOpHTejitntiM  paKerabiiw  HBHraTeneM.  O6i>ei<T c^HTaeicn H<eciKHM  TejioM   c  riHTtio
CTeneHHMH CBo6oflbi. flBH>iceiiHe ero  onucano  CHCTCMOH  HenHHenHLix  HHdjcfiepeHmiajibHhix  ypaBHeimii
BToporo  nopjiflKa.  YpaBHeHHSi  HHTerpHpoBanw  ^HCJiensibiM   iwetofloin  c  ŷ iijTOM  npHHHTbix  Ha^ajibiibix

I H  pa3Hbix napaMeTpoB  c6poca Bbi^HCJienbi  TpaeKTOpHii noneTa,  H3MeHeHne yraa  Tanra>Ka,
i ,  yrjia  aTai<H3  cKOJibHteHiM,  CKOpocm  iieHTpa Mace o6ł.eKTa u  ee  cocTaBJiHiomHe,
xapaKTepncTHKH  nojiyxieHbi  DKcnepiiMeiiTantHOj  nyTeM  ncnbrraHHH  MOflejreft  B

Tpy6ax.

S u m m  a ry

TH E  IN F LU EN CE OF  A  PARACH U TE  ON  THE  MOTION  OF  AN  AXIALL Y  SYMMETRIC
AIRD ROPPED  OBJECT

The paper presents  an analysis of dynamic  properties  of a freely  moving  object  equipped  with a  braking
parachute and an accelerating  rocket engine. The object  is treated asarigidbody  with five degrees  of  freedom.
The  movement  of  the  object  is  described  by  a  system  of  second- order  non- linear  differential  equations.
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The  equations  were  integrated  numerically  for  the  assumed  initial  conditions.  Flight  paths,  variations
of angles of elevation asimuth attack and sideslip, variations of  velocity  of  the centre of mass  and its com-
ponents  were  calculated  for  different  airdrop  parameters,  Aerodynamic  characteristics  were  obtained
empirically  from  model  testing  in  a  wind  tunnel.

POLITECHNIKA  WARSZAWSKA
WOJSKOWA  AKADEMI A  TECHNICZNA

Praca została złoż ona w  Redakcji  dnia  18 kwietnia 1977 r.
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KIN EM ATYC Z N A  R ÓWN OWAŻ N OŚĆ  U KŁAD Ó W  SIŁ

STEFAN  P I E C H N I K  (KRAKÓW)

1.  Wstęp

Rozważ my  lity, nieswobodny  prę t  pryzmatyczny  o dowolnym  przekroju  poprzecznym
(rys. 1) okreś lony  w ukł adzie osi  x, y,  z,  gdzie oś  x  jest  osią   prę ta a y,  z  osiami głównymi,
centralnymi  przekroju  poprzecznego  i  obcią ż my  go  na ś ciankach czołowych np.  obcią ż e-
niem,  którego  gę stość  zapiszemy  w  postaci:  qvx  =   az,  qvy  =  0,  qm  =  0,  a  >  0.

D la  tak  przyję tego  obcią ż enia  (rys.  la)  ł atwo  znaleźć  ś cisłe  rozwią zanie  zagadnienia
brzegowego  teorii  sprę ż ystoś ci,  a  wię c  macierze  naprę ż eń,  odkształ ceń  i  przemieszczeń,
których  elementy  spełniają   równania  Naviera,  Cauchy'ego,  Hooke'a  oraz  statyczne  wa-
runki  brzegowe  i  pewną   grupę   warunków  kinematycznych. Jak  ł atwo sprawdzić,  obcią ż e-
nie  pokazane  na  rys.  la  redukuje  się   do  momentu zginają cego  w  płaszczyź nie  xz,  stąd

Rys.  1

też  w  przypadku  takiego  obcią ż enia  mówić  bę dziemy  o «czystym  zginaniu)). Otrzymane
rozwią zanie  powyż szego  zadania  moż emy  wykorzystać  dla  całej  grupy  innych  obcią ż eń
ś cianek  poprzecznych, jeś li  tylko  obcią ż enia  te  redukują   się   do  pary  w  płaszczyź nie  xz.
Wykorzystujemy  bowiem  zasadę   de  S. Venanta,  w  myśl  której,  macierze  naprę ż eń,  od-
kształ ceń  i  przemieszczeń  róż nić się   bę dą   dowolnie  mał o,  z wyją tkiem  obszaru  są siadują-
cego  z  powierzchnią   obcią ż oną,  dla  róż nych,  ale  statycznie  równoważ nych  obcią ż eń
przył oż onych  na  małej  w  stosunku  do  całej  powierzchni.  Jakiekolwiek  wię c  obcią ż enie,
które  da  się   zredukować  do  pary,  zastę pować  bę dziemy  tą   parą   (rys.  lb).  Wykorzystując
równania  statycznej  równoważ noś ci  z  ukł adem pokazanym  na  rys.  la,  znajdujemy  od-
powiednie  wzory  okreś lają ce  naprę ż enia,  odkształ cenia  i  przemieszczenia.  Przypadek
pokazany  na  rys.  lb,  jest  wię c  reprezentantem zbioru  obcią ż eń, w  którym  okreś lona  jest
relacja  statycznej  równoważ noś ci.  W  przypadku  obcią ż enia pokazanego  na  rys.  lb  mówić
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bę dziemy  o «zginaniu  prostym»  lub  proś ciej  o  «zginaniu».  Podobnie, jak  proste  zginanie,
tak  i  proste  rozcią ganie  i  proste  skrę canie  lub  kombinacja  tych  wszystkich  (obcią ż enie
złoż one)  bę dą   reprezentantami  odpowiednich  klas  równoważ noś ci.

Istnieje jednak pewna grupa prę tów, dla których zastą pienie  ukł adu sił  innym  statycznie
im  równoważ nym  może  prowadzić  do  zasadniczych  bł ę dów.  Do  takich  prę tów  należą
prę ty  cienkoś cienne.  Rozważ my  prosty  przykł ad  pokazany  na  rys.  2.

Rys.  2

Gdyby  układ  sił  zastą pić  ukł adem statycznie  równoważ nym  w  ś rodku  cię ż koś ci  prze-
kroju poprzecznego, otrzymalibyś my  układ zerowy, co oznaczał oby zerowanie się  naprę ż eń,
odkształ ceń  i  przemieszczeń.  Jak  widać  z  rys.  2  byłoby  to  zbyt  grubym  przybliż eniem
nawet  dla  przekrojów  poprzecznych  dostatecznie  odległych  od  ś cianki  czołowej. W  przy-
padku prę tów cienkoś ciennych nie moż emy przyją ć  zasady  de Saint Venanta,  przynajmniej
w takiej  postaci, w jakiej  została ona sformułowana.  Oznaczał oby  to konieczność  rozwią -
zywania  każ dego przypadku  obcią ż enia  osobno  lub inaczej mówią c, niemoż ność  okreś lenia
reprezentanta dla pewnych  grup  obcią ż eń.

2.  Definicja  kinematycznej  równoważ noś ci  ukł adów  sil

Rozważ my  najpierw  kilka  przykł adów  obcią ż enia  prę ta  cienkoś ciennego,  które  moż na
zastą pić  innym  ukł adem  statycznie  równoważ nym,  ale  równocześ nie  takim,  aby  efekt
kinematyczny  obu  ukł adów  był   jednakowy.  Rozpatrzmy  w  tym  celu  ukł ad  obcią ż eń
podany na rys. 2. Przykł ad ukł adu równoważ nego przedstawia  rys. 3. Przenosząc sił ę  P zpun-
ktu A'  do A dodajemy moment Pb, przenosząc sił ę  —P z punktu A"  do A  dodajemy  moment
Pb otrzymując w punkcie A tylko moment M  =   2Pb,  albowiem siły redukują   się .  Postę pując
podobnie  z  siłami  zaczepionymi  w  punktach  B'  i  B"  otrzymamy  w  punkcie  B  moment
M—  —2Pb.  Nowy  ukł ad  stanowi  wię c  biparę,  której  pary  działają   w  pł aszczyznach
pół ek.  Nowy  ukł ad  złoż ony  z  bipary  wywołuje  ten  sam  efekt  kinematyczny  co  ukł ad
wyjś ciowy.
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N a  rys.  4 przedstawiono  drugi  przykł ad. Dokonajmy  redukcji  do punktu S,  bę dą cego
ś rodkiem  cię ż koś ci  dwuteownika;  sił ę  P  z  punktu  A'  przenieś my  do  punktu  A,  dodając
dla zachowania statycznej  równoważ noś ci moment M  -   Pb, przenosząc sił ę  P z punktu B'
do  B  otrzymamy  nowy  ukł ad,  który  przedstawia  rys.  4b.  Przenosząc  nastę pnie  sił ę  P
z  punktu  A  do  S  dodajemy  moment Ph.  Przenosząc  sił ę  P  z  punktu  B  do  S  dodajemy

t

I  M- ?Ph

-   - JŁ
H- 2Pb

Rys.  3

moment  —Ph. Oba  dodane momenty działają ce w jednej  płaszczyź nie redukują   się , w  wy-
niku  czego  otrzymujemy  ukł ad przedstawiony  na  rys.  4c  złoż ony z  siły 2P  i bipary  o bi-
momencie  Bm  — Pbh.  Również  w  tym  przypadku  efekt  kinematyczny  ukł adu na  rys.  4c
bę dzie  analogiczny  z  takim  efektem  ukł adu pokazanego  na  rys.  4a.

Rys.  4

Trzecim  wreszcie  przykł adem  redukcji  do  punktu  S  niech  bę dzie  ukł ad  pokazany
na  rys.  5a.  Sposób  redukcji  pokazany  na  rys.  5 nie wymaga  komentarza, dodajmy  tylko,
że przenosząc moment Pb  (rys.  5c) z płaszczyzny pół ki do równoległej płaszczyzny przecho-
dzą cej  przez punkt S  dodać musimy  biparę  o bimomencie Bw  = Pbh.  I  w  tym  przypadku
intuicja  podsuwa  kinematyczną   równoważ ność  ukł adów  pokazanych  na  rys.  5a  i  5d.

Rozważ one  powyż ej  przykł ady  dotyczyły  ukł adu  przył oż onego  do  prę ta  o  prostym
przekroju  poprzecznym; w przypadku  bardziej  zł oż onych przekrojów  narzuca się  koniecz-
ność wprowadzenia  precyzyjnego  okreś lenia  poję cia  kinematycznej  równoważ noś ci  dwóch
ukł adów.  Wprowadzenie  takiego  poję cia  pozwolił oby  przede  wszystkim  na  moż liwość
rozwią zania  prę ta  cienkoś ciennego  dla  pewnego  reprezentatywnego  ukł adu. Rozwią zanie
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to  byłoby  waż ne  dla  całej  grupy  obcią ż eń  kinematycznie  równoważ nych  danemu, jeś li
oczywiś cie  uogólnić  zasadę   de  Saint  Venanta, na  ukł ady  kinematycznie  równoważ ne.

W  odróż nieniu  od  statycznej  równoważ noś ci,  równoważ ność  kinematyczna  nie  może
być  zdefiniowana  bez  uwzglę dnienia  kształ tu  brył y,  albowiem  właś nie  deformacja  bryły
decyduje  o kinematycznej równoważ noś ci. Wynika  stą d, że sposób  redukcji  danego  ukł adu

b)

Bj- Pbh

Rys.  5

do  ukł adu  kinematycznie  mu  równoważ nego  nie  może  być  dowolny.  Umówimy  się ,  że
przyłoż ony  do  prę ta  ukł ad  sił  bę dziemy  redukować  do  ustalonego  punktu  leż ą cego  we-
wną trz  prę ta  lub  sztywno  zwią zanego  z prę tem w  ten sposób,  że  drogą   redukcji  bę dzie  oś
ś rodkowa  przekroju  poprzecznego  i  tworzą ce  powierzchni  ś rodkowej.  Inaczej  mówią c
drogę   redukcji  wyznaczać bę dzie lokalny krzywoliniowy  ortogonalny ukł ad współ rzę dnych
(x,s,n)  (rys. 6).

Rys.  6
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W  myśl powyż szego  przyjmiemy  nastę pują cą   definicję : Dwa układy (A) i  (B\przyłoż one
do prę ta  cienkoś ciennego, nazywać  bę dziemy  kinematycznie  równoważ nymi, jeś li  redukują c
je  do  ustalonego punktu  R,  sztywno  zwią zanego  z  osią  ś rodkową przekroju poprzecznego,
w  taki  sposób, ż e  drogę  redukcji  wyznacza  lokalny  krzywoliniowy  ortogonalny układ  osi
(x,  s,  n)  otrzymujemy  w punkcie  R  równoś ć wektorów  sum,  wektorów  momentów  i  bimo-
mentów.

(2.1)  S(A)  =   S(B),  MR(A)  =   MR{B),  Ba{A)  =   B(Ba).

Statyczna  równoważ ność  dwóch  ukł adów  wymaga  równoś ci  tylko  sum  i  momentów,
a  wię c  ukł ady  kinematycznie  równoważ ne  są   statycznie  równoważ nymi.

3.  Przykł ady  zastosowań

Pierwszym  zastosowaniem  przyję tej  definicji  o  kinematycznej  równoważ noś ci  jest
uogólnienie zasady de Saint Venanta, którą  moż emy teraz sformułować: Jeś li na niewielkiej
powierzchni  prę ta  cienkoś ciennego  przyłoż ony  jest  układ  (A)  wywołują cy  w prę cie pewną
macierz  naprę ż eń ,  odkształceń  i przemieszczeń ,  to jeś li  na  tej powierzchni układ (A)  zastą -
pimy  kinematycznie  równoważ nym  układem  (B),  wówczas  stany  naprę ż eń  odkształceń
i przemieszczeń  róż nić  się   bę dą dowolnie mało z  wyją tkiem  obszaru leż ą cego w są siedztwie
powierzchni przyłoż enia  układów  (A)  i  (B).

Konsekwencje  takiego  uogólnienia  są   nader  oczywiste.
Drugim  zastosowaniem  poję cia  kinematycznej  równoważ noś ci  jest  pokazanie  sensu

i  uzasadnienie  nazwy  wystę pują cego  w  analizie  prę tów  cienkoś ciennych  wyraż enia

(3.1)  -   B<o =  JJ  ox(x,s)co(s)dA,
A

które nosi nazwę   bimomentu, a które wprowadza  się  bardzo formalnie. N p. MUTERMILCH
[1]  obliczając  pracę   naprę ż enia  <yx na  przemieszczeniu  ux  otrzymuje

(3.2)  Lk = J J  ux ax dA ~ uj  J  axdA - v' J j  axydA - w' J J  <fx zdA - 6'  J J  axwdA,
A  A  A'  A  A

aby  nastę pnie  stwierdzić  «...  ostatni  składnik  wyraż enia...  jest  również pracą  wirtualną

pewnej  nowej  sił y  wewnę trznej  Ba  ~  ffacodA,  zwanej  bimomentem,  na przemieszczeniu

ux».

Wielu  autorów m.in. F IŁON IEN KO- BOROD ICZ  [2], mając  wyraż one  naprę ż enia normalne
w postaci

w  wyniku  formalnego  pomnoż enia  obu  stron  przez  co i  wykonania  cał kowania  po  po-

wierzchni przekroju  poprzecznego  otrzymuje

(3.4)  JJ  axmdA  = Ba  =  -  <p"E1JC0
A

i  pisze  «...  wielkoś ć  Bm,  to  tak  zwany  gię tno- skrę tny  bimoment;  jego  wymiar  wynosi

[kG  cm2]».  Podobnie rzecz  traktuje  RUTECKI  [3]. Próby wyjaś nienia  sensu  Ba,  znajdujemy



76 S.  PlECHNIK

w  ksią ż kach  BIELAJEWA  [4]  i  PANARINA,  TARASENKI  [5],  na  najprostszym  przykładzie

naprę ż eń  w  ś ciance  ceownika.  Gdyby  dokonać  tej  próby  dla  naprę ż eń, np.  w pół kach,
moglibyś my  dojść do bł ę dnego rezultatu, jeś li nie wprowadzić  dodatkowej umowy  o drodze
redukcji,  innymi  słowy  o kinematycznej  równoważ noś ci  ukł adów. Wykorzystując  podaną

Rys.  7
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definicję  kinematycznej  równoważ noś ci,  bez trudu  pokaż emy  sens  i uzasadnienie  nazwy
dla  dowolnego  przekroju  poprzecznego  i  dowolnego  punktu  redukcji  R.

Rozważ my  pokazany  na rys. 7a ukł ad  i zredukujmy  go do punktu R. N iech punkt R
bę dzie  «ś rodkiem  zgihania», a punkt 0 gł ównym  zerowym  punktem  współ rzę dnej  wycin-
kowej.  Przenosząc z punktu A siłę P (rys. 7a) do punktu  («- 1) dodajemy  parę o wektorze
(rys. 7b)

(3.5)  AMB =   AsBxP.

Przenosząc  moment do równoległ ej  pł aszczyzny  przechodzą cej  przez  punkt  R doł ą-
czamy  biparę o bimomencie

(3.6)  ABa>n  =  PAsnr„   =  PAw„

otrzymując  ukł ad  kinematycznie  równoważ ny  pokazany na rys. 7c.  Przenosząc dalej  siłę P

do punktu  (w — 2) doł ą czamy parę o wektorze

(3.7)  AMn_, =  AJ„_LxP

otrzymując  ukł ad pokazany  na rys. 7d. Przenosząc z kolei  moment AM„_ l  do równoległ ej
pł aszczyzny  przechodzą cej  przez  punkt  R dodajemy  biparę  o bimomencie

(3.8)  ABm,„_,   =  PASn- ^i  =  P/ K- i,

jak  pokazano na rys. 7c. Postę pując  analogicznie  tak, aż siła P znajdzie  się w punkcie R
otrzymamy  w rezultacie  zredukowany  do tego  punktu  ukł ad  kinematycznie  równoważ ny
danemu, który  skł ada się: z siły P zaczepionej  w R, wektora  momentu

n  n  n

(3.9)  M = £  AM,  = ]? A~s,xP =  (JT As?) xP =   RAxP
1=0  (=0  != 0

oraz bipary  o bimomencie
n  n  n

(3.10)  Bm =  £ABati  =  %PAstrt  =  P £  As,rt =  Pco{A).
tmO  ( = 0  1 = 0

Ostatnie  dwa  wyraż enia  traktować  moż emy  jako  sumę  aproksymacyjną  w  przypadku,
gdy  przekrój  poprzeczny  ma oś ś rodkową  o dowolnej  krzywej y =  y(s), z =  z(s). W tym
przypadku  mamy

M  = (j_ds\xP  = RAX.P,

(3.11)  U "  '
Ba  = P  J r(s)ds  =  P J da=-   Pco(A).

RA  '  RA

Wektor  M, jak widać, nie zależy  od kształ tu krzywej,  a jedynie  od współ rzę dnych punktów
R  i A, w przeciwień stwie  do wartoś ci  bimomentów.  Zredukujmy  teraz do punktu R siły
wewnę trzne o gę stoś ci  ctx rozpostarte nad przekrojem  poprzecznym  pokazanym  na rys. 8.
Jeś li  oznaczymy  przez dP(s) =  axd(s)ds  i postę pować  bę dziemy  analogicznie, jak w przy-
padku  pokazanym  na rys. 7, zredukujemy  ukł ad  do punktu  R  otrzymując

dN=  axd(s)ds,

( 3- 1 2)  dM = RXxdP(s)  =   RKxaxd(s)ds,

dBa  =  axco(s)d(s)ds.
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Sumując  zredukowane  w punkcie  R  układy  od wszystkich  elementarnych  sił   dP{s)
na całej krzywej  c, otrzymamy

N  =  J (fxd(s)ds  = / /   axdA,

(3.13) M=   J RKxaxd(s)ds  =  fj  RK x axdA
c  'A

B<o = J  <yxu>{s)6(s)ds  =  J J  oxio(s)dA.

6, u (sja'A

Rys.  8

Układ  ten jest  kinematycznie  równoważ ny  układowi  sił  wewnę trznych  o gę stoś ci  ax

rozpostartych  nad  całym przekrojem  poprzecznym.  W wyniku  tego rozumowania  stają   się
jasne  nazwa i sens  całki Ba. Kolejnym  wreszcie  przykładem  wykorzystania  kinematycznej
równoważ noś ci  układów jest  wyprowadzenie  wzoru  na naprę ż enia  normalne ax  wyraż one
poprzez siły przekrojowe  {N, My,Mzi  B^).  Wykorzystujemy  tu bowiem  warunek  kinema-
tycznej równoważ noś ci  układów sił  zewnę trznych  (Z) po jednej  stronie przekroju  z układem
sił  wewnę trznych  (W)
(3.14)  S(Z)  ='Ś (W),  M(Z)  =  M(W),  Bm(Z)  =   Ba(W).
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S u m m a ry

KINEMATI C  EQUIVALENCE  OF A  SYSTEM   OF FORCES

In the paper the definition of «kinematic equivalence of a system» has been formulated. From the set
of  forces  in which  the relation of statical  equivalence  is given, one can distinguish  the equivalence  class
of  forces  giving the same kinematic effects.  In contrary  to static equivalence, the kinematical one depends
on the shape of the loaded body. Several examples are presented in which the introduced definition is used
in  the  analysis  of slender  bars.
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MODYFIKACJA  METODY  UŚ REDNIANIA  FUNKCJONALNYCH  POPRAWEK
W  ZAGADNIENIACH  KONWEKCJI   WYMUSZONEJ  I   PRZEPŁYWU  CIEPŁA

KAZIMIER Z  R  U  P  (KRAKÓW)

1. Wstęp

W  niniejszej  pracy przedstawiono  metodę   [1], za pomocą   której  moż na  rozwią zywać
zagadnienia  zwią zane  z  nieustalonym  przepływem  ciepła,  jak  również  zagadnienia zwią -
zane  z  konwekcją   wymuszoną   w  stanach  ustalonych  i  nieustalonych.

W  pracach  [2, 3] posł ugiwano  się   metodą   uś redniania  funkcjonalnych  poprawek  przy
rozwią zywaniu  równania  przewodnictwa  cieplnego  wykorzystując  poję cie  gł ę bokoś ci
wnikania  ciepła.

Posługiwanie  się   zaproponowaną   modyfikacją   umoż liwia  zastosowanie  metody  do
rozwią zywania  wymienionych  zagadnień,  bez  koniecznoś ci  wprowadzania  poję cia gł ę bo-
koś ci  wnikania  ciepła.

W  pierwszej  czę ś ci  pracy  ogólnie  scharakteryzowano  metodę  uś redniania  funkcjonal-
nych poprawek,  podano sposób  konstrukcji  funkcji  przybliż onych  oraz dokonano po  raz
pierwszy uś redniania wartoś ci  funkcji  po polu, a nie, jak  dotychczas  [2, 3] dla  przypadku
ukł adu  cylindrycznego, uś redniania po promieniu.

W  nastę pnych czę ś ciach pracy podano zasadę  konstruowania warunków  począ tkowych
oraz  przebieg  obliczeń.  Obliczenia  zilustrowano  przykładem  liczbowym.

Oznaczenia

a  współczynnik  wyrównania  temperatury,
A(X),  B(X)  funkcje,

C  stalą ,  .  .  •

d  ś rednica  rury,
wd

p e  = —  Jiczba  Pecleta,
a

r  współ rzę dna,
R  promień  rury,
t  temperatura,

t„   t e m p e r a t u ra  ś c ian ki,
tQ  temperatura  począ tkowa,

t- h
T =  temperatura  bezwymiarowa,

to  — t s

w  prę dkość  ś rednia.

6  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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.v  współrzę dna,

X=  _ . —  bezwymiarowa  współrzę dna,
Pe  d

a(X)  funkcja,
r

R
bezwymiarowa  współrzę dna.

2.  Charakterystyka  metody  uś redniania  funkcjonalnych  poprawek

Począ tkowo  metoda  uś redniania  funkcjonalnych  poprawek  była  zastosowana  przez
SOKOLOWA  [1]  do  rozwią zywania  równań  róż niczkowych,  cał kowych  i  róż niczkowo-
całkowych.  Jest  to  przybliż ona  metoda,  w  ogólnoś ci  polegają ca  na  zastą pieniu  samej
funkcji  cią głej  w danym  obszarze jej  ś rednią   całkową   w tym obszarze.  Wyznaczona  w ten
sposób  w  pierwszym  przybliż eniu  funkcja,  podobnie  jak  w  zmodyfikowanej  metodzie
KANTOROWICZA  [4, 5], nie ulega  zmianie  przy  konstruowaniu  nastę pnego  przybliż enia.
Jest  to znaczną   zaletą   metody, gdyż w ten sposób  eliminuje  się  ponowne  obliczanie  współ-
czynników  funkcyjnych  już poprzednio  wyznaczonych  przy  rozwią zywaniu,  np.  równania
przewodnictwa  cieplnego.

Zaznaczyć  należ y,  że w  oryginalnej  metodzie  KANTOROWICZA  wprowadzenie  nowego
członu przy  rozwią zywaniu  podobnego problemu zmienia ukł ad równań, z których wylicza
się   wymienione  współczynniki.  Tak wię c,  w metodzie uś redniania  funkcjonalnych  popra-
wek,  podobnie  jak  w  zmodyfikowanej  metodzie  KANTOROWICZA  [4, 5], do  wyznaczenia
poszczególnych  współczynników  funkcyjnych  wystarczy  rozwią zać  jedno  odpowiednie
równanie  róż niczkowe,  a nie, jak w  oryginalnej  metodzie  KANTOROWICZA,  ukł ad  równań
róż niczkowych.

W dalszym cią gu  istota metody uś redniania funkcjonalnych  poprawek  zostanie przedsta-
wiona  na  przykładzie  równania  róż niczkowego  opisują cego  nieizotermiczny  przepływ
cieczy  rzeczywistej przez prostoosiową   rurę  kołową , przy  założ eniu niezależ noś ci  własnoś ci
fizykochemicznych  cieczy  od  temperatury  [6]. Jest  to  równanie  róż niczkowe  typu  para-
bolicznego  i  w  naszym  przypadku  wraz  z  warunkami  brzegowymi  ma  postać

n  n  n  -   dT  '  8  '  d T

(.ZA)  ( 1-
1  dX  Q d,

oraz
(2.2)  A"< 0,  0< gś  1,  T=\ ,

(2.3)  jsr>o,  g - i,  r - o,

(2.4)  X>03  Q = 0,  4 ^ = 0-

W  niniejszej  pracy  równanie  (2.1) zostanie  rozwią zane  za pomocą  metody  uś redniania
funkcjonalnych  poprawek  bez koniecznoś ci  wprowadzania  poję cia  gł ę bokoś ci  penetracji.

W  pierwszym  przybliż eniu,  podobnie jak w zmodyfikowanej  metodzie  KANTOROWICZA
[4],  założ ymy,  że  wydzielona  eliptyczna  czę ść  równania  (2.1) ma  postać

fJY
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Zgodnie  z zasadą   metody  uś redniania  funkcjonalnych  poprawek  napiszemy

i

(2.6)  a1{X) =

W  wyraż eniu  (2.6) przeprowadzono  uś rednianie  funkcji  Ti(X, g)  po  powierzchni.
Całkując  równanie  (2.5) dwukrotnie  po Q otrzymuje  się

(2.7)  Tt(X, g) = \ jQ2-   ^

Współczynniki  funkcyjne  A^X)  i Bl (X) w równaniu  (2.7) wyznacza  się  przy  uwzglę d-
nieniu warunków brzegowych  (2.3) i (2.4). Po wyznaczeniu w (2.7) A, (X) i BX(X),  wyznacza
się   dalej  funkcję   Ui(X) z wyraż enia  (2.6).

W  wyniku  takiego postę powania otrzymuje się  liniowe równanie róż niczkowe zwyczajne
pierwszego  rzę du, z którego ostatecznie okreś la się  funkcję   <Ż1(A'). Równanie to w ogólnym
przypadku  ma postać

(2.8)  «1{X)+p(X)al(X)  = q(X).

Równanie  (2.8) moż na  ł atwo  cał kować  [7] xizyskujac  nastę pują ce  rozwią zanie:

(2.9)  oc,(X) .  eS'*>«[c+   /ą {X)

W  wyraż eniu  (2.9) stała  C oznacza  pewną   wartość  począ tkową.  Ponieważ w  (2.7)
wystę puje  pochodna  funkcji  aj(A'),  przeto  wystarczy  zróż niczkować  wyraż enie  (2.9)
i podstawić do (2.7). Stała C w wyraż eniu  (2.9) zostanie wyznaczona podobnie, jak w [4, 8]
przez  wyznaczenie  począ tkowo  Ki(0), a nastę pnie  wykorzystanie  wyraż enia  (2.9).

Tak  wię c, wartość począ tkowa  «i(0) bę dzie wyznaczona z postulatu najmniejszej  sumy
kwadratów,  a mianowicie:.

(2.10)  j  [7X0, g) -  Tx  (0,  Q)fdV  m  minimum.
v

Warunek  (2.10)  dostarcza  dla  każ dego  przybliż enia  jedno  równanie,  podobnie jak
w  zmodyfikowanej  metodzie  KANTOROWICZA  [4]. W drugim  przybliż eniu  zakłada  się
odpowiednio

(2.11)  -   d  \odTl\ - (l- ~o^dT*

gdzie

(2.12)  T2 =

Podstawiając  (2.12) do (2.11) otrzymuje się

Zgodnie z zasadą   metody  uś redniania  funkcjonalnych  poprawek  <x2{X) wynosi

i

(2.14)  * 2(X)~2j[T i- T1]QdQ.

6*
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Całkując dwukrotnie po Q wyraż enie  (2.13) i uwzglę dniając  nastę pnie warunki  brzegowe
(2.3) i  (2.4) wyznacza  się  odpowiednio  funkcje  A2{X)  i B2{X).  Otrzymane w ten  sposób
wyraż enia  podstawia się  do  (2.14) i wyznacza  ostatecznie funkcję   a2{X) przez  rozwią zanie
równania  róż niczkowego o postaci (2.8).

Podobnie jak  w przypadku pierwszego  przybliż enia, wyznacza się  wartoś ci począ tkowe,
a  nastę pnie uzyskuje  się  wyraż enie  opisują ce  ż ą dany  rozkł ad temperatury w drugim przy-
bliż eniu. Ogólnie w «- tym przybliż eniu  bę dzie

(11S\  l  8  \o8T"
(2.15)  _ _ . ^
gdzie  T„ =   r B . ,  + «„(Z),  oraz

(2.16)  .  a„(X) =  /
o

Pozostałe  obliczenia  wykonuje  się  podobnie, jak  w  przypadku  przybliż enia  pierwszego
i  drugiego.

3.  Przykład obliczeniowy

Uwzglę dniając  w  (2.7)  warunki  brzegowe  (2.3)  i  (2.4)  mamy

Ut{X)  = 0,
(11)  j  4

Podstawiając  (3.1) do (2.7) otrzymuje się

(3.2)  Tx\A  , O)  — - ry[l  —P\^i(X)—  - r- [l — fl  ]
16  4

Nastę pnie  (3.2)  podstawia  się  do  (2.6), co prowadzi do

i

CK  TV  «  (Y\ —  "l

b

Po  wykonaniu  cał kowania otrzymuje  się  równanie róż niczkowe

(3.4)  ai(X)=  - - ^a^X).

Całkując  równanie  róż niczkowe  (3.4)  otrzymuje  się

\ J > - J)  OL i \A.)  =   C i  C  ,

Ponieważ w (3.2) wystę puje  pochodna (3.5), wobec  tego

(3.6)  &,(X) =   C2e~12X.

Stałą  C2  wyznacza  się  z warunku  (2.10). W naszym przypadku warunek ten ma postać
i

o  j  j  L  J
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Po cał kowaniu (3.7) mamy

(3.8)  a1(0)= - - ~.

Podstawiając  (3.8) do  (3.6)  otrzymujemy

(3.9)  ^ ( I ) - ^ ^

Ostatecznie  pierwsze  rozwią zanie  przybliż one ma postać

40  10
(3.10)  T1(X,e)= 1cll- e

2le- 12X- jj[l~eA]e- 12X.

Dla  wykonania  drugiego  przybliż enia  całkujemy  dwukrotnie  wyraż enie  (2.11)  otrzy-
mują c

C3.U)  * ) =

xk2(X)+A2(X)\nQ+B2(X).

Uwzglę dniając  w (3.11)  warunki  brzegowe  (2.3),  (2.4)  wyznacza  się  A2(X) i  B2(X),

które  nastę pnie  podstawia  się  do (3.11)  otrzymując

(3.12)  T2(X,e)  =  - - l^ll-Q*]e- "x+^ll- e

6]e- i™-

Wyraż enie  (3.12)  i  (3.10)  podstawia  się  do (2.14),  co daje

i

(3.13)  «2

90

Po  cał kowaniu  (3.13)  otrzymuje  się  nastę pują ce  równanie  róż niczkowe  typu  (2.8):

(3.14)  ,  a2(X)+12u2(X)  =  ~e-l2X.
19

Wykorzystując  nastę pnie  zwią zek  (2.9)  otrzymuje się

92
(3.15)  * 2{X) -  — Xe-12X  +  C3e~12X.
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Ponieważ w  (3.12)  wystę puje  pochodna funkcji  u2(X),  to  róż niczkując  (3.15)  otrzymu-

jemy

.  , ,  92  ,2X  1104  _12X  _12X

(3.16)  a2(X)'=   - r- g-  e  fcT  + W e

Stalą   C4  wyznacza  się   podobnie jak  w  przypadku  przybliż enia  pierwszego  z  warunku
(2.10).  Warunek  (2.10)  w  tym  przypadku  przyjmuje  postać

( 3 , 7 )

QdQ  =   0.

W wyniku  cał kowania  (3.17)  otrzymuje  się

(3.18) •   ™  3 9 2 8°
a » ( 0 ) B B W

(3.19)

Po  podstawieniu  (3.18)  do  (3.16)  mamy

.  , „ ,  39280 - 12X

19

Podstawiając  (3.19)  do  (3.12)  otrzymuje  się   ostatecznie

(3.20)  T2(x,e)- =- ~[i- es]e- l2X+§[i~e6]e~12X

1.0

T

0.8

0,6

0.4

0,2

0  0,05  0,1  0,15  0.2  0,25

Rys.  1,  Rozkład  temperatury  bezwymiarowej
wzdłuż  osi  rury

1 —  rozwią zanie  dokł adne,  2 —  rozwią zanie  otrzymane
w  pracy

\ \
.  \
\   \

\ \
Vi
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r
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0  0,05  0,1  035  0,2  025

Rys. 2. Rozkład temperatury  ś redniej  po długoś ci
rury

/  —  rozwią zanie  dokł adne,  2  — rozwią zanie  otrzymano
w  pracy

_ 1
2

1  X
Pe d



M ETODA  UŚ REDNIANIA FUNKCJONALNYCH POPRAWEK  87

Zależ ność (3.20) porównano z rozwią zaniem dokł adnym [6] na rys.  1. Ponadto na rys. 2
przedstawiono zmianę  temperatury ś redniej  przepływają cej  cieczy uzyskaną   w pracy w po-
równaniu  z  rozwią zaniem  dokł adnym  [6]. Temperaturę  ś rednią   wyznaczono  z  zależ noś ci

(3.21)  f2=
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4.  Wnioski

Z  przeprowadzonych  rozważ ań  wynika,  że  metoda  uś redniania  funkcjonalnych  po-
prawek  pozwala  na  okreś lenie  stosunkowo  prostych zależ noś ci  opisują cych  pole tempera-
tury  w  strumieniu  przepływają cej  cieczy.  Tok  obliczeń jest  podobny  do  zmodyfikowanej
metody  KANTOROWICZA.  Zaletą  metody uś redniania funkcjonalnych  poprawek jest mniejsza
trudność  przy  konstruowaniu  poszczególnych  przybliż eń,  jak  również  łatwiejszy  dobór
odpowiednich  funkcji  przybliż ają cych  w porównaniu  do  zmodyfikowanej  metody  KAN -
TOROWICZA.

W  pracy wykorzystano po raz pierwszy  przy zastosowaniu  metody uś redniania  funkcjo-
nalnych poprawek  warunek  do obliczania wartoś ci począ tkowych polegają cy  na spehiieniu
postulatu  najmniejszej  sumy  kwadratów  (2.10).  Warunek  ten  pozwala  wyznaczyć  stałą
w równaniu  (2.9), której  dotychczas nie moż na było wyznaczyć.  Ponadto w przytoczonym
przykł adzie  dokonano uś redniania  funkcji  po  powierzchni, co jest  bardziej  poprawne  niż
uś rednianie po promieniu.
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S u m m a ry

AN  EXTENSION  OF  THE  AVERAGING  METHOD  OF FUNCTIONAL  ERRORS

An  extension  of  the  method  of averaging  of  functional  errors  is  discussed.  The  suggested  method
explaned  on an example of a differential  parabolic equations. A special  set of conditions is also  presented
which allows to choose a trial function. The results obtained were shown, to approximate fairly well the exact
solutions.

INSTYTUT  APARATURY  PRZEMYSŁOWEJ  I ENERGETYKI
POLITECHNIKI   KRAKOWSKIEJ

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  18  lipca  1977  r.
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ITERACYJNA  METODA  OBLICZANIA  DOWOLNYCH  CIAŁ  ODKSZTAŁCALNYCH
W  ZAKRESIE  LINIOWO  SPRĘ Ż YSTYM

JÓZEF  W  R A N I K  (BlELSKO- BlAŁA)

1.  Wstęp

Praca  niniejsza  stanowi  uogólnienie  prac  [1, 10, 11, 12, 13]  i  dotyczy  rozwią zywania
metodą   iteracyjną   dowolnych  ciał   odkształcalnych w zakresie  liniowo  sprę ż ystym.  Moż na
również  korzystać  z  niej  przy  rozwią zywaniu  równań z  operatorami  liniowymi.

Przedstawiana  metoda  ma  wiele  cech  wspólnych  z  metodą   perturbacji  [2, 8]  i  jest
w pewnym sensie jej  uogólnieniem. W metodzie perturbacji  [8] wprowadza  się  do równania
parametr perturbacyjny  e przyjmują cy  wartoś ci  z przedziału  [0,1]. Równanie operatorowe

(1.1)  UZ  =  g

przyjmuje  wówczas  postać  równania  zastę pczego

(1.2)  U(e)ZE  =   g,

a  dla  szczególnych  wartoś ci  e,  np.  s  =   0,  otrzymujemy  równanie

(1.3)  Ż

które  rozwią zuje  się   proś ciej,  lub  którego  rozwią zanie  jest  znane.
Rozwijając  rozwią zanie ZE równania (1.2) w szereg zbież ny wzglę dem  potęg e, otrzymuje

się   cią g  równań,  z  których  przy  szczególnej  wartoś ci  e  np.  s  — 0,  wyznacza  się   kolejne
przybliż enia,  a  rozwią zaniem  równania  (1.2) jest  wspomniany  szereg  dla  e =  1.

F U NG  w  pracy  [2]  przedstawia  dla  szczególnego  przypadku  zagadnienia  teorii  sprę-
ż ystoś ci  metodę   zaburzeń  przez  zmianę   współczynnika  Poissona  v  (metoda  pomysłu
WESTERGAARDA).  Moż na zauważ yć,  że  wprowadzenie  parametru perturbacyjnego  e  jako
mnoż nika v zmienia wartość v, a tym samym zmienia operator równania Naviera.  WESTER-

GAARD nie wprowadza  w  sposób  jawny  współczynnika  e, dobiera jednak  taką   szczególną
wartość  v — m,  aby  rozwią zanie  równania  Naviera  było  prostsze  lub  znane.

W metodzie iteracji, proponowanej w niniejszej  pracy, również nie operuje się  w sposób
jawny parametrami zaburzają cymi  stan dany, lecz przyjmuje  się  operator zastę pczy prostszy
(lub ciało zastę pcze prostsze), zbliż ony  swą   postacią   do danego, taki jednak, aby  otrzymy-
wany  szereg  był   zbież ny.  Za  pomocą   przyję tego  operatora  zastę pczego,  stacjonarnego
dla  procesu  iteracyjnego,  rozwią zuje  się   cią g  zagadnień  prostszych,  z  których  tworzy  się
szereg nieskoń czony, zbież ny  do rozwią zania  danego.

Jedną   z  zalet  proponowanej  metody jest  moż liwość  przeprowadzenia  oceny  bł ę dów,
jakie  się   popełnia  przy  rozwią zywaniu  zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci,  w przypadku  ideali-
zacji  ciała  odkształ calnego,  gdy  np.  ciało  niejednorodne  zastę pujemy  w  obliczeniach
ciałem jednorodnym,  lub  anizotropowe — ciałem  izotropowym,  itp.
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Ocena bł ę dów jest  tu prostsza niż np. w  metodzie elementów skoń czonych, za pomocą
której oszacowanie wpływu cech sprę ż ystoś ci  ciała na wyniki obliczeń jest moż liwe wył ą cznie
przez porównanie  rozwią zań.

W  opracowaniu  skorzystano  z zapisu  operatorowego, oznaczając  operatory  wyróż nio-
nym  drukiem  np. U,  i  opierając  się   na  stwierdzeniu,  że  ^działaniom  na operatorach w C"
odpowiadają analogiczne działania na odpowiadają cych im  macierzach  według  reguł algebry
liniowej» [5].

Uż ywać  bę dziemy  prostoką tnego  kartezjań skiego  ukł adu  współ rzę dnych  odniesienia;
w układzie takim znika róż nica mię dzy  kontrawariantnoś cią   i kowariantnoś cią, w  zwią zku
z  czym  prowadzenie  przekształ ceń za  pomocą   rachunku  tensorowego  sprowadził oby  się
wył ą cznie  do  notacji  tensorowej,  operują cej  wskaź nikami,  które  tu  zajmowałyby  miejsce
innym wskaź nikom,  niezbę dnym z fizycznego  punktu widzenia.  W  tym przypadku  wygod-
niejsza  bę dzie notacja  operatorowa i macierzowa.  Składowe stanów  naprę ż enia i odkształ-
cenia  traktować  bę dziemy  jako  składowe  wektorów.

2.  Sformułowanie  problemu

Dane jest  dowolne  ciało  V  stałe  odkształ canie i  sprę ż yste,  anizotropowe  lub niejedno-
rodne  (rys.  1)  z  dowolnymi  warunkami  brzegowymi  (trzecie  podstawowe  zagadnienie
brzegowe),  w  którym  na  powierzchni  Aa  dane  są   obcią ż enia  p,  a  na  powierzchni  Au  —
przemieszczenia f  [6].

{p*y)dA

Rys.  1.  Ciało  dane  V  (układ  dany  U)  * Rys.  2.  Ciało  zastę pcze V

Rozwią zanie  tego  zagadnienia  moż na przeprowadzić  za pomocą   pewnego  z a s t ę p-
c z e go  c i a ł a  s p r ę ż y s t e go  V,  przystają cego  geometrycznie  do  ciała  V,  o  iden-
tycznych jak  w  ciele  V powierzchniach Aa  i  A„  ograniczają cych  ciało  (rys.  2). Zakł adamy,
że jest moż liwe  rozwią zanie  ciała  zastę pczego.  Bę dzie  to wię c z zasady  ciało  o  prostszych
cechach fizycznych  np. izotropowe  i jednorodne.

Punktem  wyjś cia  jest  równoważ ność  obu  ciał   pod  wzglę dem  pól  przemieszczeń,  przy
wynikają cych  stąd  róż nych polach  sił . Moż na wię c stwierdzić,  że  siły masowe  M  (znane)

*  Symbole  podkreś lone  wę ż ykami  na  rysunkach  odpowiadają   symbolom  pogrubionym  w tekś cie.
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obcią ż ają ce  ciało  Kn ie  są   równe  siłom masowym  M + Z  (nieznanym), obcią ż ają cym  ciało
zastę pcze  V, oraz odpowiednio obcią ż enia p (znane) na powierzchni Aa  ciała F n ie są  równe
obcią ż eniom  p + y  (nieznanym) na  powierzchni  Aa  ciała  V. Przemieszczenia  f  na  Au  nato-
miast  są   sobie  równe  w  obu  ciał ach  V i  V, co wynika z założ onej równoś ci  pól przemiesz-
czeń.

Gdyby znane były siły masowe  Z i siły powierzchniowe Y, to przy założ onej moż liwoś ci
rozwią zania  ciała  V  moż na  by  obliczyć  przemieszczenia  U, które  z  kolei  przy  założ onej
równoś ci  pól  przemieszczeń  ciał   V  i  V  byłyby  podstawą   do  okreś lenia  sił   wewnę trznych
w ciele V. Problemem podstawowym jest tu wię c (pomijając  rozwią zanie  ciała V) okreś lenie
niewiadomych sił  Z  i  y.

Moż na zauważ yć  analogię  do metody sił  dla ukł adów prę towych lub dla ciał  z niejedno-
rodnymi warunkami  brzegowymi,  w  której  przyjmuje  się  ukł ad  zastę pczy  z niewiadomymi
siłami  (tu  odpowiednio  V,  M + Z , p + y),  a  nastę pnie  z  warunków  nierozdzielnoś ci  (tu
U  =  U)  okreś la  się   równania  algebraiczne  lub  cał kowe  z  niewiadomymi  siłami.

Równoważ ność  obu  ukł adów  przedstawionych  na  rys.  1 i  2 pod  wzglę dem  pól  prze-
mieszczeń moż na udowodnić, rozpatrując zadanie odwrotne do sformułowanego i  opierając
się   na  twierdzeniu  Kirchoffa  o  jednoznacznoś ci  rozwią zań  zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci
dla  ciała  liniowo  sprę ż ystego  z  dodatnio  okreś loną   funkcją   energii  odkształ cenia.

Zał óż my,  że  znane  są   siły  masowe  M + Z i  p + y  w  ciele  V;  korzystając  np. z  relacji
(2.2)  obliczyć  moż emy  U, a  nastę pnie na podstawie  (2.1)  okreś lamy  wektor  U, który  jest
podstawą   do  jednoznacznego  (uwagi  koń cowe  pracy)  okreś lenia  wektora  odkształceń e.

Wektor  odkształ ceń e wyznacza  jednoznacznie naprę ż enia a w ciele V  (2.6), a te z kolei
okreś lają   jednoznacznie siły masowe  M  i  siły  powierzchniowe  p.  Zadanie postawione  jest
wię c  również jednoznacznie  okreś lone, a  tym  samym  istnieje  realna moż liwość  doboru sił
Z  i  y  takich,  by  ukł ady,  dany  i  zastę pczy,  były  sobie  równoważ ne.

Wektor  przemieszczeń  U w ciele  V  moż na przedstawić  za  pomocą   tensora  przemiesz-
czeniowego  Greena  VL  ciała  V,  w  postaci  równań  całkowych,  w  których  niewiadomymi
funkcjami  są   skł adowe wektorów  Z i  y.

Korzystając  z założ onej  równoś ci

(2.1)  U =  U ,
otrzymujemy

(2.2)  U = U = /   UZdV+  f  UydA -   f fyidA +  j  UMdV+ j UpdA,
V  A A  V  A

gdzie  U  oznacza  tensor  przemieszczeniowy  Greena ciała  V,  $  macierz  oddziaływań  dla
ciała  V  na  powierzchni  A„   przy  obcią ż eniu  w  punkcie  i* siłą   masową   5(x- Ę ),  Z  wektor
nieznanych  sił   masowych  w  ciele  V,  y  wektor  nieznanych  sił   powierzchniowych  na  po-
wierzchni Aa  w ciele V

Zauważ my,  że  siły  masowe  i  powierzchniowe  w  ciałach  V  i  V  moż na  przedstawić
nastę pują co:

M  = -   W b - ^ W U,  M + Z  =  i ^ t

P -  ssr '^u,  p+y -   sź-
gdzie  2C oznacza operator róż niczkowy  równań równowagi,  2Br  transponowany operator
róż niczkowy  równań  równowagi,  J)  macierz  cech  sprę ż ystoś ci  ciała  V,  Ś)  macierz  cech
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sprę ż ystoś ci  ciała  zastę pczego  V, £) macierz  kosinusów  kierunkowych  normalnej  do  po-
wierzchni  A„  ciała  V  lub  V.
A zatem

jdxy  0  0  d/ dx2  0  d/ dx3~

0  d/ dx2  0  djdXi  d/ dx3  0

0  0  d/ dx3  0

O O cosa2 O C0SCC3
O cosa2 O cosc^ cosce3 0
0 0 cosa3 0 cosa2 cosoq

"1 0 ... 0
0 1

o

S i l

e22

£ 33

«23

(T  =

# 22

^ 2 3

cv
€  —

Otrzymujemy  stąd  po przekształ ceniach

(2.4)  Z =   - ^

Podstawiając  (2.4)  do  (2.2)  otrzymamy  również

(2.5)  U =  -

fUpdA.
A  V  A

Otrzymaliś my  układ  równań  całkowych z niewiadomymi  składowymi  wektora  przemiesz-
czeń U. Po obliczeniu wektora  U obliczymy  z  (2.3) obcią ż enia  ciała  V. Spełnione jest  (2.1).
Siły  wewnę trzne  i  odkształ cenia  ciała  V  obliczymy  w  zwykły  sposób  według  wzorów

(2.6)  e  = 32Br U ,  <r =  J T1 * .

Rozwią zanie  ukł adu  równań  cał kowych  (2.5)  jest  problemem  złoż onym  o  duż ym
stopniu  trudnoś ci. Spróbujemy  go  rozwią zać,  omijają c  równania  cał kowe w  postaci  (2.5),
a  korzystając  z proponowanej  metody  iteracji.

3.  Matematyczne  sformułowanie  metody  iteracji

Równania  operatorowe, przedstawione  w  postaci

(3.1)  % =  U z+ g

dobrze  nadają   się   do  iteracyjnego  rozwią zywania  i  są   szeroko  omówione  np. w  pracach
[4,7,8,9].  '

Słabo  opracowane  są   metody  iteracyjne  równań  operatorowych  w  postaci

(3.2)  Uz =  g
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i nie w każ dym przypadku  moż na je sprowadzić do postaci  (3.1), [4]. Proponowana metoda
iteracji nadaje się zarówno dla równań typu  (3.1), jak  i (3.2), bez koniecznoś ci sprowadzania
równań  do postaci  (3.1).

N iech dane bę dzie  równanie  operatorowe  (3.2) z okreś lonymi  warunkami granicznymi,
gdzie  U jest  operatorem  liniowym,  g —  danym  elementem  przestrzeni  wektorowej.  Pod
poję ciem  operacji  rozumieć  tu  bę dziemy  operację,  która  funkcji  z  przyporzą dkowuje
funkcję  Vii, przy  czym  może  to  być  operacja  róż niczkowania, cał kowania,  przekształ cenia
za  pomocą  macierzy,  bą dź  też  operacja  zwią zana  z jaką kolwiek  metodą  rozwią zywania
ciała  odkształ calnego,  lub  innego  dowolnego  obiektu.

Zał óż my,  że  przedstawienie  rozwią zania  równania  (3.2)  w  postaci  zamknię tej  jest
trudne  lub  niemoż liwe  i  przyjmijmy,  że  istnieje  taki  operator  zastę pczy  I I , za  pomocą
którego  równanie  o  postaci  ''

(3.3)  Uż  =  g

jest  rozwią zywalne,  czyli

(3.4)  ż  =  H - ł g.

Jeż eli  operator U jest  «zbliż ony»  do  operatora U, wówczas  rozwią zanie  (3.4) moż emy

traktować  jako  przybliż enie  poszukiwanego  wektora  z,  czyli  z  s  ż,

Przeprowadź my  operację  i i  na  wektorze  ż,  otrzymamy

(3.5)  Uż  .  g,

a  podstawiając  do  (3.5)  rozwią zanie  (3.4)  otrzymamy

(3.6)  g  =  Sg,

gdzie operator S  =  U l i " 1 .
Przedstawmy  rozwią zanie  z  i wektor  g w postaci

(3.7a)  z  =

(3.7b)  g  =  g +  A l g .

Przy podstawieniu  (3.7) do  (3.2) otrzymamy

a  stąd

(3.8)  U A tz  -   A l g .

Ponieważ na podstawie  (3.7b):

Ai g  =  g - g  =  (3- < 5)g,  gdzie  3g  =  g,

otrzymamy

(3.9)  U A l Z  =  tg,

gdzie  r  = 3—£>  jest  operatorem,  a  3  operatorem  jednostkowym  [4].

Otrzymane  równanie  (3.9)  jest  podobne  do  równania  (3.2).  Postę pując  identycznie
jak  z  równaniem  (3.2)  otrzymamy  nastę pne  przybliż enie  A t z  oraz  A2g  i  A2g.
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W  kolejnym  / - tym  kroku  iteracyjnym  otrzymamy

(3.10a)  A^z^tf- Vg,

(3.10b)  A,._1g  =  Sr ' ' - |g,

(3.10c)  A;g  =   tg,

gdzie  operacja  i*' wyraża  się   wzorem  rekurencyjnym:

(3.11)  t 'g  =  t ( f i - 1g).

W rezultacie otrzymujemy  cią g  wektorów  A( ż i w myśl  (3.7) rozwią zanie  moż emy  przedsta-

wić  w  postaci

(3.12)  z =  J ^
*  (=0

przy czym Ao ż = ż.
Korzystając  z (3.10a) otrzymamy

(3.13)  z = ir - 1(g+ rg+ r2g+  ...  +x'g+   ...)

lub

(3.14)  z = lt - 12'r 'g»

przy  czym  operacja  r°g  = 3g  =  g.
Jeż eli  założ ymy,  że  szereg  (3.13)  jest  jednostajnie  zbież ny  w  obszarze  rozpatrywanym

i  że  wykonalne  są   operacje  U,  U,  U'1  w  tym  obszarze,  to  podstawiając  (3.13)  do  (3.2),
otrzymamy

Hz  =  UU~x(g+xg+x2g  +   ...)  -   < 5g+ Srg+ < Sr2g +  ...  =  g + Ai g  + A 2 g+   ...  = g,

co należ ało wykazać.
Zbież ność  szeregu  (3.14)  zależ na  jest  od  operatora r,  a  co  za  tym  idzie  od  operatora

zastę pczego  U.  Warunki,  jakie  speł niać musi  operator  U,  aby  szereg  (3.14)  był   jedno-
stajnie  zbież ny,  muszą   być  rozpatrywane  niezależ nie  dla  poszczególnych  zagadnień  fizyki
czy matematyki  (zagadnienia teorii sprę ż ystoś ci,  równania algebraiczne, równania róż nicz-
kowe,  równania cał kowe).

W  wię kszoś ci  zagadnień  nie jest  moż liwe  przedstawienie  rozwią zania  w  postaci  (3.14)
z  powodu  trudnoś ci w  okreś leniu  operatora x. W  takim  przypadku  rozwią zanie przepro-
wadzić  moż na  wg  algorytmu,  który  doprowadził   do  szeregu  (3.14),  a  it~ 1g  traktować
jako  symbol  okreś lają cy  rozwią zanie  ukł adu  zastę pczego.  Jako  przykł ady  zastosowania
podanego  sposobu  mogą   posł uż yć prace  [1, 10, 11,12, 13].

N iż ej  ilustruje  się   podaną   metodę   przykł adem  równania  róż niczkowego  drugiego
rzę du, w którym operatora % nie wyznaczamy. Zagadnienie równań róż niczkowych  wymaga
niewą tpliwie  osobnego rozpatrzenia.

D ane jest  równanie
d2z

~dx2 = 0,

przy  czym z(0) =  0  i  I——I  =   a. Tutaj  U  =  l- j- j-   + a2) ,  g  =  0.
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Przyjmijmy  operator zastę pczy I I  =   d2ldx2.  Otrzymamy przy uwzglę dnieniu  warunków
począ tkowych

z  ~ U~lg  =  ax
oraz

g  =  Uż  =  U(ax) -   a2ax,  Ajg  = g- g = Xg =  ~a2ax.

W  drugim  kroku  iteracyjnym  otrzymujemy  równanie:

=   - a2ax

oraz

i ż  =  U- 1{- a2ax)  =  - a2 a  „ f '  ^ g-   =  U\ - (/2a- j)  =   - a2ox- a*a—. -,
3!

A' 3

3! 3 !

Postę pując  podobnie  otrzymamy  według  (3.13)

3! '

(a*) 5
3

C  /   /   \   "

X V 3  fl  I   I  OtXi"

z = ax~aa^+ «a4

T f - . ..  = 7 | a x —^  ,  5 ,

a  . . .
wię c z =   —  sin (ax).

\

4.  Zastosowanie  metody  iteracyjnej  do dowolnego  ciała  odksztalcalnego

Problem  sformułowany  w p.  2 rozwią ż emy  metodą   iteracyjną   zgodnie  z p. 3.
Konieczne  jest  wprowadzenie  dodatkowych  symboli  na  nastę pują ce  ukł ady:  ciało  V

z danymi warunkami  brzegowymi  nazwiemy  ukł adem  danym  U  (rys.  1), ciało zastę pcze V
z  okreś lonymi  przez  ukł ad  U warunkami  brzegowymi  nazwiemy  ukł adem  zastę pczym  ii
(rys. 3), ciało  V z warunkami  brzegowymi  wynikają cymi  z rozwią zania  ukł adu zastę pczego
U  oznaczymy  przez  W.  N iewiadome  siły  masowe  Z i  powierzchniowe  y  wyznaczymy
na drodze  iteracyjnej.

• Rys.  3.  U kł ad  zastę pczy  U

Założ eniem  podstawowym  metody  jest  znajomość  lub  moż liwość  rozwią zania  ciała
zastę pczego  obcią ż onego  dowolnie  siłami  masowymi  i powierzchniowymi.  Ponieważ ciało
zastę pcze  ma  charakterystyki  zbliż one  do  charakterystyk  ciała  danego, moż na  przypusz-
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czać, że obcią ż enie ciała zastę pczego, tak jak  ciała danego, da  również  zbliż one  rozwią za-
nia  (3.3).

W  począ tkowym  kroku  iteracyjnym  obcią ż amy  wię c  ciało  zastę pcze  siłami danymi p
na powierzchni Aa,  danymi siłami masowymi  M  oraz danymi przemieszczeniami  f  na po-
wierzchni  A„.

Z rozwią zania  ukł adu zastę pczego  (/ podobnie do  (3.4) otrzymujemy:  wektor naprę ż eń
ó,  wektor  przemieszczeń  u  i  wektor  odkształ ceń e.  Zał oż ona w  p.  2  równoważ ność  pól
przemieszczeń  ciał   V  i V daje  relację

(4.1)  E = e

równoznaczną   z  wymuszeniem  w  ciele  V  odkształ ceń e.
li i  V  ||i

Otrzymujemy  układ  W. Naprę ż enia a  i obcią ż enia  M i p ukł adu  W obliczymy  korzys-

tają c  z równoś ci  (4.1), mianowicie

(4.2)  T)a =   ta.
Przekształcając  (4.2)  otrzymamy  (patrz  (3.5),  (3.6)),

(4.3)  o  =  Sa,

gdzie

(4.4)  <5 =  I T 1 ! )

Korzystając  z  (2.3)  i  (4.3)  otrzymujemy  obcią ż enia  ukł adu  W:

siły masowe

(4.5a)  M =   - 2 B o=   - 2B<SCT,

siły powierzchniowe

(4.5b)  p = $o  =  $<»«.

Rozwią zanie  układu  U przedstawimy  w  postaci  podobnej  do  (3.7),  tj.

(4.6)  U m  W+AtU,

przy  czym  w miejsce  symboli  U,  W, A1V'w  równan iu  (4.6) m oż na podstawić odpowiedn ie
If  W

wektory  odkształceń,  wówczas  e  =  e+Ale,  wektory  przemieszczeń — u =  u - Mi u,
w  w

naprę ż eń —  a  =  a + A±a,  siły  masowe—•  M  =  M + ^ l jM ,  lub  siły  powierzchniowe  —

Otrzymamy obcią ż enia układu A, u w postaci

(4.7a)

(4.7b)

(4.7c)  Jif- O,

gdzie

(4.8)  x = 3 ~ S,  3  — macierz jednostkowa.

Otrzymaliś my  w  ten  sposób  ukł ad AXU,  który  jest  ciałem  V  z  siłami A±f  (4.7a) na
powierzchni  Aa,  z  siłami masowymi  AXM.  (4.7b)  i  zerowymi  przemieszczeniami  Axi  -   0
(4.7c) na powierzchni  A„.
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Rozwią zanie  ukł adu  At  U moż na przedstawić  w  postaci  analogicznej  do  (4.6)

(4.9)  AtU  =  A1W+A2U,

przy czym ukł ad At  W otrzymujemy w drugim kroku iteracyjnym, podobnie do układu W.

W  kolejnym  / - tym kroku  iteracyjnym  otrzymamy:
obcią ż enia  ukł adu At U

(4.10a)  Atv  =   4p  =  §xńi.la,

(4.10b)  AtM  = A,M=  - WcA^^,

rozwią zanie  ukł adu AtU  w postaci wektorów  naprę ż eń Ą ó  i  odkształceń  Atk,

odkształcenia w układzie A;  W

(4.11)

naprę ż enia w ukł adzie Zf; W,

(4.12)

obcią ż enia ukł adu  AtW

(4.13)  4 , M -

obcią ż enia ukł adu  Z l i + 1 Ł/

(4.14a)

(4.14b)  z l i + 1 M =  -

Rozwią zanie ukł adu At  U przedstawić moż emy podobnie do (4,6) i  (4.9) w postaci

(4.15)  A,U  =  AiW+Al+1U,

a  stąd  wynika  przedstawienie  rozwią zania  ukł adu  U w  postaci  nieskoń czonego  szeregu:

(4.16)  U

Postać  (4.16) rozwią zania moż emy przedstawić przy wykorzystaniu  (4.15) nastę pują co:

(4.17)  U- V

Zwią zek  (4.17) jest dowodem zbież noś ci  szeregu  (4.16) przy warunku

(4.18)

Moż na  zauważ yć,  że  o  wielkoś ciach  składowych  wektorów  obcią ż enia  / l;p  i  AfM

decyduje  macierz r;  wzory  (4.10)  i  (4.14). Jeż eli  macierz r. dobierzemy  tak, aby spełnione

były nierównoś ci:

(4.19)  |j j, + 1p ||  <  \ \AiV\ \ ,  \ \Ai+1M\\  <  \ \A,M\U

wówczas  również  normy  wektorów  naprę ż enia  i  odkształcenia bę dą   maleć  z  kolejnym
krokiem iteracyjnym,  co wynika  wprost  z  (4.14) i definicji  normy. Otrzymamy

\mxAi+ 1i\ \   <||2BrA,A||,
a  stąd
(4.20)

7  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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i podobnie

(4.21)  H 4+ i«ll< I I4«ll .

Przy  i - * oo normy  wektorów  zmierzać  bę dą   do  zera,  a tym  samym  składowe  odpo-
wiednich wektorów  osią gną   wartoś ci  zerowe.

Zagadnieniem  osobnym  jest  moż liwość  spełnienia  warunków  (4.19).  Mogą   one być
spełnione  przy  takim  doborze  macierzy  r, aby zachodziła nierówność

(4.22)  H t | | < l,

wynikają ca  z twierdzeń  zwią zanych  ze zbież noś cią   szeregu  macierzowego.
Macierz r  (4.8)  okreś lona  jest  przez  ciało  zastę pcze  V; zatem  im bliż sze  bę dzie ono

ciału danemu V, tym norma macierzy r bę dzie mniejsza,  a zbież ność  lepsza.  Zważ ając  na
moż liwość  rozwią zania  ciała  zastę pczego  V  dobierzemy  jego  charakterystyki  jak  naj-
prostsze, np. ciało izotropowe, jednorodne i jednospójne.  Przy z góry  okreś lonym  rodzaju
ciała  zastę pczego  róż nią cego  się  dość  znacznie od ciała  danego,  zachodzi  problem  opty-
malnego  doboru  wartoś ci  charakterystyk  ciała  zastę pczego  ze wzglę du  na  nierówność
(4.22).

Zagadnienie  ciała  zastę pczego  wygodniej  jest  rozpatrywać  dla okreś lonego  rodzaju
ciała  danego  (tarcze, płyty,  powłoki); problem  ten  bę dzie  przedmiotem  osobnych  opra-
cowań.

Obliczmy jeszcze  obcią ż enia  Z i y. Podobnie do  (4.16), moż emy  utworzyć  szereg nie-
skoń czony  z cią gu  rozwią zań  AtU,  wtedy

(4.23)  2
( = 0  f= l  / = 0  1=1

Korzystając  z (4.10) otrzymamy

(4.24)  2X)  $(2
;=i

lub

(4.25)  Z = - 2 B ( 2 4 « ),  y = .

ponieważ AtM  =   - 2Ikl;ć  i Atp  =  §>Ata.

5.  Uwagi koń cowe

Rozważ my  jeszcze  zwią zane  z  samonaprę ż eniami  zagadnienie  jednoznacznoś ci roz-
wią zania.  Czy  narzucając  w układzie AtW  przemieszczenia  otrzymujemy  jednoznacznie
okreś lone  naprę ż enia?  Odkształcenia  niezależ ne  od sił  zewnę trznych  powodują   wystą-
pienie samonaprę ż en tylko wtedy, gdy nie spełniają  warunków nierozdzielnoś ci  [3]. W przy-
padkach  rozpatrywanych  warunki  nierozdzielnoś ci  są  zawsze  spełnione, gdyż wektor  od-
kształceń  narzucony  w  układzie AtW  ciału  danemu  jest  wzię ty  z  rozwią zania  układu
AtU,  który  moż emy zawsze  rozwią zać  jednoznacznie.
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Rozwią zanie  w  każ dym  kroku  iteracyjnym  jest  wię c  jednoznaczne,  a  tym  samym

i  suma  szeregu  nieskoń czonego —  lub  w  rozwią zaniu  przybliż onym  suma  czę ś ciowa  —

są   jednoznacznie  okreś lone.
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P  e  3 io  M  e

HTEPAIIHOHHBIft  METOfl  PACTETA  riP0H3B0JIbHBIX

JIHHEKHO ynpyrnx  TEJI

B  paBoie  npeflcTasneH  o6nnifi  HTepainroHHbrii metop,,  KOToptiS  MCWKHO  npiuvseHHTB  KaK  npn  pe-

ineHHH  npoH3B0JiBHbix  HHHeHHO ynpyrnx  Ten,  o6jiap;aiomHX  nojio>KHTejiBHO

3HeprHH  fledjjopjwainm,  Tai< H n pn  pemeHHH HeKOToptix  MaTeiwaTiraecKHx  3aflai.

ripHMeHHTenbHo  K 3aflaqaM   TeopHH ynpyrocTHj  iweiofl  COCTOHT B 3aiweHe  flaHHoro Tejia

(DHKTHBHblM  TejIOM, flJIH  KOTOpOTO peniaeTCH pHfl  KpaeBBIX  3aflai  npH H3MeHHK>mHXCfl B HTepat(HOHHOM

npoi?ecce  Harpy3i<ax.  3 TO npnBOflHT  K o6pa3OBaffl«o  6ecKOHetnioro  pHfla  BeKTopoB  HanpHSKeroiH H  p,e-

dpopMainiH.

IIpefljiaraeMbiH  MeTOH noxo>K Ha MeTOfl  Manoro napaiweipa,  TaK KaK  COCTOHT B He3HaMHiejibHOM  H3-

napaiweTpOB  flaHHoro  Tena  (nauHoro  onepaTopa)  ii  nocjieflOBaiejibHOM   peinemiH

(ynpomeHHoro  onepaTopa)  n pn  ycjioBHH  CXOSHMOCTH  npH6jra>KeHHMx pemeHHił   K

OopMyjinpyfl  peinemie  3afla^iH  TeopHH ynpyrocTH  npH noMoinji  dpuKTHBHoro Tejia  MO>KHO  3aJweTHTi,

aHanorHK)  c  MeTOflOM   CHJI.

S u m m a ry

ITERATION  METHOD OF CALCULATIN G ARBITRARY DEFORMABLE BODIES IN A LINEAR
ELASTIC RANGE

In the present work a certain general iteration method is described applicable to arbitrary  linear elastic
bodies with a positive definite strain energy  function and to some other mathematical problems. The con-
sidered iteration method, as applied to deformable bodies, consists in replacing the given body by an auxiliary

7 *
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one, and then solving  consecutively  the auxiliary  system  with  loads  changing  in the iterative  procedure.
In the solution  infinite  series of stress  and deformation  vectors  are constructed. A certain similarity  of the
present  method  to the perturbation  and force  methods  is  pointed out.
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OBLICZANI E  DOWOLNYCH  TARCZ  METODA  ITERACYJNĄ

JÓZEF  W  R A N I K  (BlELSKO- BlAŁ A)

1.  Przedstawienie zagadnienia

W  pracy  niniejszej  zastosowano  metodę  iteracyjną  omówioną  w  [5]  do  tarcz,  które
wykazują  cechy niejednorodnoś ci  i  anizotropii  oraz mają  zmienną gruboś ć.  Tarcze wielo-
spójne  i  ze  zmienną  gruboś cią  omówiono  w  pracach  [1, 4]. Rozważ ana  tarcza  okreś lona
jest przez macierz cech sprę ż ystoś ci  D(x1  x2)  i zmienną grubość  t(xu  Xz)>  (rys.  1). Tarcza
może  być  dowolnie  podparta na  brzegu  (linia wię zów  EF  na  rys.  1) i w  obszarze  (linia
wię zów  CD  rys.  1)  oraz  może  być  poddana  obcią ż eniom  sił ami  powierzchniowymi  p,
sił ami  masowymi M  oraz wymuszonemu  stanowi  przemieszczeń  f w  liniach wię zów.

x,   x,

KS

Rys.  1.  Ukł ad  dany  U  * Rys.  2.  Ukł ad  zastę pczy  U

Odkształ cenia  tarczy  są  małe i znajdują  się w przedziale  liniowo  sprę ż ystym.  W cał ym
obszarze  tarczy  zakł adamy  istnienie  pł askiego  stanu naprę ż enia.

Ukł ad  zastę pczy  U  przedstawiono  na  rys.  2,  a  ukł ad  W na  rys.  3.
Metodę  obliczeń  omówiono  w  [5];  tutaj  przytacza  się  jedynie  podstawowe  wzory,

na  które  powoł ano się  w przykł adach.
W  kolejnym  / - tym kroku  iteracyjnym  zgodnie z  [5] otrzymamy:
obcią ż enia ukł adu  At_tU

(1- 1)  AiV

J ( M -   -

gdziezlj_1Ń  =  Al_1ó  •  r jest  wektorem  sił  wewnę trznych  w  ukł adzie Zl£_x U;

*   Symbole  podkreś lone  wę ż ykami  na  rysunkach  odpowiadają  symbolom  pogrubionym  w  tekś cie.
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siły wewnę trzne ukł adu At  W

(1.2)

obcią ż enie ukł adu  AtW

(1.3)

=  <SAtŃ ,

A,M  =  - WSAji,

gdzie

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Rys.  3. Układ W

s =

^W%J  ^ ^

0
0

DJ-

operator  róż niczkowy  równań  równowagi;

[cos  a  0  sin a]

0  sina  cosaj-

2.  Układ  zastę pczy

Tarczę  zastę pczą   przyjmiemy  jednorodną,  izotropową   ze  stałą  gruboś cią,  geometrycz-
nie  przystają cą   do tarczy danej.

2.1. Tarcza zastę pcza dla przypadku tarczy danej niejednorodnej i izotropowej ze zmieniają ca się  gruboś cią.
Dla  wyszczególnionego  przypadku  macierz r  przedstawia  się   nastę pują co:

(2.1) r =

1 — (1— vv)e  —(y—v)e

~(v—i>)e  l —  (l—vv)e

0  0

0
0
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gdzie

e  -

Normę  macierzy r wygodnie  obliczyć jako  normę  spektralną   [3]

(2.2)  ||r ||2

Otrzymujemy wówczas

l- v  Et
(2.3)

I

1+v  Et

gdzie  Xi są  wartoś ciami własnymi macierzy  xTX.

Wię ksza z wartoś ci  \ \ fXi\   okreś la normę  macierzy r. Wystarczy  wię c zbadać nierówność

(2.4)  X1~X2>0;

z wyraż enia  (2.4) otrzymamy,

(2.5)  4e(v- v)[l- (l- vv)e]>0.

Z nierównoś ci  (2.5) wynika,  że normą  macierzy r bę dzie  Ij/ źU wówczas, gdy spełnione

bę dą  warunki:

(2.6)  v >  v i  (1— vv)e < 1,

lub

v  < v i  (1— vv)e > 1.

Dalsze rozważ ania przeprowadzimy przy założ eniu, że norma macierzy t jest okreś lona
jako  |j/ Ai|;  przy  warunkach  (2.6)  normę  macierzy  moż emy przedstawić  w postaci

lub

(2.8)  ||r ||  =  ; - i . | | i ) - i | |-

Moż na  zauważ yć,  że  zbież ność  szeregu  iteracyjnego  bę dzie  najlepsza  przy  przyję tym
modelu  tarczy  zastę pczej  wówczas,  gdy  normy,  maksymalna  i  minimalna  bę dą   sobie
równe, czyli  gdy

Relacja  (2.9)  oznacza  jednakowe  założ enia zbież noś ci  szeregu  dla  punktów  tarczy,,
w  których  zróż nicowanie  cech fizycznych  i geometrycznych  tarcz danej i zastę pczej  jest
najwię ksze,  czyli  dla punktów, w których funkcja  (2.8) osią ga  ekstrema.

Wprowadzimy oznaczenia:

t', v', E',  S'  — wielkoś ci  odpowiadają ce normie

t",   v", E",  <Z" — wielkoś ci  odpowiadają ce normie
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Z  (2.9)  wynika  równość  bezwzglę dnych  wartoś ci  elementów  macierzy  o normach

I I I I L M  i  l|t||„un-
Przy oznaczeniach (2.10) otrzymujemy  nastę pują ce  równanie macierzowe

(2.11)  S- fr1© '  = ?"/ - 1S"- 3-

Z rozwią zania  równania  (2.11)  otrzymujemy

BV+B"v"
(2.12)

(2.13)

gdzie

Et  =

B'+£"

' +  B")2- (B'v'
2{B'

B'=
E't' nil  ___ E"t'

\ - v'112  "

2.2. Tarcza  zastę pcza jednorodna, izotropowa przy przyję ciu  v —  0.  Zbież ność szeregu  iteracyjnego
przy z góry  okreś lonej  wartoś ci  współ czynnika Poissona v  tarczy zastę pczej  bę dzie sł absza
aniż eli  dla przypadku  omówionego w p. 2.1, lecz czę sto może dać korzyś ci  przy  rozwią zy-
waniu  ukł adów zastę pczych  w  kolejnych  krokach  iteracyjnych.

Macierz x w  tym przypadku  przedstawia  się w postaci

(2.14) x —

1  — e  —ve

—ve  l — e

0
0

0  1 —(1—v)

Norma  tej macierzy wynosi

(2.15)

Dla  e < 1  otrzymujemy

(2.16)

dla e >  1  zaś  otrzymujemy

(2.17)

=   max

BS  1 —  '

• (l- v)e\ -

Et  1

Et  l+v'

Et l~v

Nierówność  ||r ||  < 1  odniesiona  do  relacji  (2.16)  przy  e < 1  bę dzie  speł niona  dla
każ dej wartoś ci Et, a odniesiona do  relacji  (2.17) przyjmie  postać

(2.18)
B t > 2

Et

Relacja  (2.18) jest warankiem zbież noś ci  szeregu  iteracyjnego  ([5], (4.16)) przy  v  = 0.
Bę dzie  on  speł niony dla  każ dej  pary  argumentów  ( x l f  x2),  gdy  obliczymy  Et  ze  wzoru

,„ , ™  A-   1 /  E't'  •   E"t"

- V
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2.3.  Tarcza zastę pcza  dla  przypadku  tarczy  danej anizotropowej.  Macierz cech sprę ż ystoś ci  cia-
la  anizotropowego  w  pł askim  zadaniu  teorii  sprę ż ystoś ci  przedstawia  się nastę pują co  [2]:

(2.20)
n dl2 dl3

22 d23

d13 d23 c/_"1 3  "2 3  "3 3  J

Rozważ my  tarczę  zastę pczą  izotropową,  okreś loną  przez  macierz  sprę ż ystoś ci

1  - v  0

(2.21)

i zapiszmy  ją  w postaci

(2.22)

- v  1  0

0  0  2(1 + ;>)..

x  - y

- y  x

0
0

(2.23) r  =

0  0  2(x+y)_
Wartoś ci  niewiadomych  x  i y  okreś limy  z warunku  osią gania  przez normę macierzy  r

wartoś ci  minimalnej.  Macierz  przedstawia  się  nastę pują co:

— 2a13x  — 2a13y

—2a23x—2a23y

~al3x+a23y,  - a23x  + atay,  \ - {2a33x- 2a33y)_

gdzie  alk  są  elementami macierzy 35"1.
Rozważ my  normę euklidesową  macierzy r

(WXWEY  -   ( l - (

(2.24)  +(

(2.26)

N ormę  (2.24) jako  formę  kwadratową  moż emy zapisać w postaci

(2.25)  ( ||r ||^ )2  = (2ls+ b)r(2ts+ b),

gdzie  sT =   [x,y],   b r  =  [100100],

- aL1  - a1 2  - a12  - a22  - ai3  ~a23\

a12  au  a22  a12  a23  ai3\

Ze  wzglę du na specyficzny  charakter macierzy  j)  taki, że jej  element 2(x+y)  jest okre-
ś lony  przez pozostałe elementy tej  macierzy, nie wprowadzono  do rozważ ań  trzech skł ad-
ników  wyraż enia  (2.24), odpowiadają cych  elementowi  2(x+y)  macierzy  £), stąd  oznacze-
nie  | |r | | i.

Minimum  funkcji  ||r ||£  znajdziemy  w  zwykły  sposób,  przyrównując  jej  pochodne
czą stkowe wzglę dem x i y do zera, przy czym wystarczy  rozpatrzeć funkcję  podpierwiastko-
wą.  Otrzymamy

(2.27)
dx

-   0,

1 -   -  0 ,
8  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  1/78
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gdzie

(2.28)

Ukł ad  równań  (2.27)  z  niewiadomymi  x  i  y  przy  podstawieniu  (2.28)  i  przekształ ceniu

przyjmie  postać

(2.29)  9I r9Ł s+ 9trb =  0.

Dla przypadku  tarczy ortotropowej macierz 91 i wektor  b przyjmą  postać

(2.30)  W  =  I   ^"  ~°a

12  ~°a

12  ~l\ ,  b r  =  [1  0 0  1 ] .

Rozwią zując  ukł ad  (2.29)  wzglę dem  wektora  s  przy  podstawieniu  (2.30)  otrzymamy

i

(2.31)

y  -
22)

2al2- 2a12(a
2

ii+2a2

z  +  a2

2)

Macierz  J)  o  elementach okreś lonych  wzorami  (2.31)  daje  minimalną normę euklide-
sową macierzy r, a tym samym gwarantuje  najszybszą  zbież ność szeregu  iteracyjnego.

Przy  przyję ciu  prostszej  tarczy  zastę pczej,  dla  której  v  =  0,  okreś lonej  przez  macierz

'x  0  0"

0  x  0

0  0  2x

otrzymamy  dla  przypadku  tarczy  anizotropowej

(2.32) £> =

(2.33)  x  m

oraz dla  tarczy ortotropowej

(2.34) x  =

3.  Przykł ady

3.1. Tarcza niejednorodna. Dany jest  ukł ad  przedstawiony  na  rys.  4,  scharakteryzowany

przez:

t  =   (1 +0,2}/) •   10~2 m  — grubość  tarczy,

E  =   2(1—0,2j>)  108 N m "2  —  moduł   sprę ż ystoś ci  podł uż nej,

v  =  0,2y  — współ czynnik Poissona.

Macierz ż j r1  przedstawia  się  nastę pują co:

'  1  0,2y  0

) ' 1  =  2- 106 0,2y  1 0

o  o  i(i- o,2y)j
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N orma  macierzy  fX)  * wynosi

I Ić ST1!!  =   2.106( l+ 0, 2^).

N orma  osią ga  ekstrema  dla y  = 0  i  y  = 1.

10%  it- w'Nm*

T
ł ł ł ł ł t t ł ł t ł

- 30.1 kNm~'

7,2- 10''

•   Wm

Rys.  4.  U kł ad  dany  U

Otrzymamy

t'  =   10 - 2m,  t"  = 1,2-  10" 2 m ,

E'  = 2 •   108 N m - 2 ,  E"  = 1,6 •   108 N m r2,

v'  = 0,  »." =  0,2.

Według wzorów  (2.12)  i  (2.13)  obliczamy  v = 0,1, Et =  1,98-  108 N m '1 .

Obliczamy  macierz Q, według wzoru  (1.4):

<S =  2- 106
1  0,2y  0

0,2y  1

0  0

0
1  - 0,1  0

- 0,1  1  0

0  0  2,2.

10- 6

1,98

l~ 10- 2.F

lO - 1^

0

0

0

1- l lf

103

- 30,1

v=0.1

3.S3SF-

U

1
9999F

A,M

Rys.  5.  Układ U Rys.  6. Układ  /Jj U0i  U)

Macierz r obliczymy  według wzoru  (1.5), otrzymamy

1  - 10  0'

r  =   IO~2F - 10  1  0

0  0  11

,  gdzie  F=   2,0202^- 1,0101.

8*
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Ukł ad  U  przedstawiono  na  rys.  5;  jego  rozwią zanie  okreś lone  jest  przez  .wektory
naprę ż eń  i odkształ ceń nastę pują co:

N  =

Obliczamy  obcią ż enie ukł adu / \XU  według wzorów  (1.1) dla  /  =  1.  Otrzymane  wyniki
przedstawiono  na  rys.  6.  Obcią ż enie  to  przyłoż one do  tarczy  zastę pczej  daje  ł ą cznie z  tą
tarczą   układ  „I  x  CŻ, którego  rozwią zanie  stanowią   wektory  naprę ż eń  i  odkształ ceń,  od-
powiednio:

30,1
103

0

r  10
5,045

0

J 1 N  =

- 9,999

- 1,98

0

•  F,  A,k  =

- 4,95

- 0,495

0

Obcią ż enie  ukł adu A2  U obliczymy  według  (1.1) dla  i  =  2;  przedstawiono  je  na  rys.  7.

Układ A2  U daje  rozwią zanie
0,09801  T  0

-   A2Ń =  0,9801  F\  A2k  =   0,4455

o  J  L  o
Podobnie  obliczono  obcią ż enia  ukł adu A3U;  które  przedstawiono  na  rys.  8.

Obcią ż enia  ukł adu A3U  stanowią   około 0,1%  obcią ż eń  ukł adu danego,  moż na  wię c
pominąć  dalsze  obliczenia  zadowalając  się   dokł adnoś cią  około 0,1%.

O098F 0.097F

Rys.  7.  Układ  A2U(A2U) Rys.  8.  Układ  A3U(AZU)

Rozwią zanie  ukł adu  U  przedstawia  się   wię c  w  postaci  szeregu  rozwią zań  ukł adów

A i U,przy czym wektor  sił  wewnę trznych  otrzymamy  w postaci  iloczynu S  2J  ^ / Ń , a wek-
1 = 0

tor  odkształ ceń w  postaci  J]  Atk,  a zatem
i= 0

30,1

103

0

- 9,999

- 1,98

0

•

0,098

0,98

0

F2

xD- if  l- 10-2f  0
0  0  1- UF_

30,1 -   9,999 +̂  0.098F2]  30,1+  0,097(2,02;; - 1,01)3"

0  0
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Wektor  odkształ ceń

6 ==

10
5,045  +

o J

"- 4,95  I
- 0,495

.  0  J
• F+

'  0  '

0,4455

0

\

)

• io-6 =
i5- 10y

0,904- 2,818^+ 1,

0

3.2.  Tarcza ortotropowa.  D ana jest  tarcza  ortotropowa,  obcią ż ona  jak  na  rys. 9. Jej
macierz  sprę ż ystoś ci  przedstawia  się   nastę pują co:

1,064  - 0,213  0

- 0,213  0,709  0 10"* MN rrr 2,
0  0  3,333_

przy  czym Et  =  0,94  •   104 M N m " 2 ,  vt  -   0,2,  E2 =   1,41  •   104 M N m - 2,  v2 =  0,3.

1,25 x

20,15(y- as,

•   1,0 m  - I

Rys.  9. Układ U(U)

\ ie.3(y- ą sj
2,5x

5.113

Rys.  10. Układ  A^iAy

Według  wzorów  (2.31)  obliczamy  elementy  x  i y  macierzy  tarczy  zastę pczej;  otrzy-
mujemy  x =  0,8066 •   10- 4,  y =  0,1780 •   10"4.

Korzystając  z (2.23)  otrzymujemy

'  0,246  - 0,064  0

X =   - 0,025  - 0,263  0

0  0  0,409_

Macierz S  obliczymy  jako  S  = 3—t,  mianowicie

"0,754  0,064  0

( 5=   0,025  1,263  0

0  0  O,591_

Obcią ż ając  tarczę   zastę pczą   identycznie  jak  tarczę   daną   otrzymujemy  wektor  N  sił

wewnę trznych  w postaci

'  I O O X C - 0 , 5 )'

Ń =  0
- 50( j, - 0, 5)2J

Obcią ż enie w ukł adzie Ax  U obliczymy  za pomocą  wzorów  (1.1), wynik  przedstawiono
na  rys. 10.
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Ukł ad A x U otrzymamy obcią ż ając tarczę zastę pczą sił ami z ukł adu ń t U. Rozwią zaniem
ukł adu Ax  t/ jest

24,6x(j'- 0,5)
- 2,5x(j- 0,5)

-  20,45(7 - 0 , 5 )a J

Na  podstawie  obliczonego wektora AjN korzystając  ponownie z wzoiów  (1.1) obli-
czymy obcią ż enie w ukł adzie A2U.  Obcią ż enie tarczy zastę pczej jest  identyczne. Rozwią-
zanie ukł adu  A 2 U przedstawia wektor sił  wewnę trznych

6,21*0'- 0,5)
0,043(7- 0,5)A2N  =

. -   8,3640' - 0 , 5 )2 .

Podobnie otrzymamy

•   l,516x(7- 0,5)
- 0,167x(7- 0,5)

L- 3,42(7- 0,5)2  .

Rozwią zaniem ukł adu  £/  jest więc

0,373x(.y- 0,5)
0,001x(7- 0,5)

;=o

99,89x(j- 0,5)
0,005x^- 0,5)

-   50,97(7- 0,5)2_

107,6x(>'- 0,5)
- 25,73x0'- 0,5)

169,83(7- 0,5)2J
10"

Literatura  cytowana w tekś cie

1.  Z. BUDZIANOWSKI, F. ANDERMANN, J. WRANIK,  Pewien iteracyjny sposób wyznaczania  naprę ż eń w  tar-
czach wielospójnych.  Mech.  Teor.  i  Stos. 2, 12  (1974).

2.  C. HEXHHICKHH, Auu3omponHue  nnacmunKu,  OrH3- rocTexH3flaT3  1947.
3.  A. RALSTON,  Wstę p do analizy numerycznej,  Warszawa 1971.
4.  J. WRANIK,  Iteracyjna metoda obliczania tarcz o cią gł ej zmianie gruboś ci wedł ug funkcji jednej zmiennej,

Zesz.  Nauk.  Poi. Ś l. Bud., 41,  1976.
5.  J. WRANIK,  Iteracyjna  metoda obliczania dowolnych  ciał odksztalcalnych w zakresie liniowo  sprę ż ystym,

Mech.  Teor.  i  Stos.  1,16(1978).

P  e 3 jo  M e

PACKET  flHCKOB  HTEPAU.HOHHŁ IM   METOflOM

B  paSoTe npeflciaBJieH  HTepaiyiOHHŁ rił  iweTOfl parowa  OHHOCBH3HWX  ^H CKOB nepeiweHHoił
06jiaSaiOmHX IieOflHOpOflHOCTŁ IO  H aHH3OTponHeft.  IIpHBefleHbl  (JlHKTHBHbie CHCT6MW flJlH  npOH3BOJIbHWX

H  npHmepbi  pac^ieTa  HeoflHopoflHoro  H  anH30TpoiiHoro



OBLICZANI E  TARCZ  METODĄ   ITERACYJNĄ   111

S u m m a ry

CALCULATIO N  OF DISCS BY  MEANS  OF  ITERATION METHOD

In  this  work  an iteration  method  is used  to solve  the non- homogeneous and anisotropic discs  with
variable  thickness. Auxiliary systems  of arbitrary  discs are introduced and illustrative examples are presented
including  a  non- homogeneous  and anisotropic  discs.

POLITECHNIK A  ŁÓDZK A
FILI A  W  BIELSKU- BIAŁE J

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  25  lipca  1977  r.
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XVI   SYMPOZJON  «MODELOWANIE  W MECHANICE»

Sympozjon  pod hasłem  «Modelowanie  w  mechanice»  został   zorganizowany  przez  Polskie  Towa-
rzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej  Oddziału Gliwickiego i odbył  się  w Wiś le Jarzę batcj w dniach
9—15  marca  1977 r.

Otwarcia  Sympozjonu  dokonał  przewodniczą cy  Zarzą du Oddziału Gliwickiego  PTMTS doc. dr  inż.
Józef  WOJNAROWSKI.

W  imieniu  Zarzą du  Głównego  PTMTS  wystą pił   sekretarz  generalny  prof,  dr  hab. inż. Marek
DIETRICI- I.

Prorektor  doc. dr inż. Szczepan  WYRA, który wystą pił  w imieniu władz Politechniki Ś lą skiej, wysoko
ocenił  działalność Oddziału Gliwickiego  PTMTS w rozwijaniu  i krzewieniu  mechaniki;  złoż ył   też uczest-
nikom  Sympozjonu  ż yczenia  owocnych  obrad, a Towarzystwu  dalszych  sukcesów.

Po  tych  wystą pieniach  przewodniczą cymi  obrad  plenarnych  zostali  wybrani  prof,  dr hab. inż.  M.
DIETRICH  i prof, dr  hab.  inż.  Zb. ORŁOŚ.

W  czasie  obrad  plenarnych  wygłoszono  nastę pują ce  referaty  przeglą dowe:
—  prof,  dr  inż. J.  DIETRYCH  (IPKM  Politechnika  Ś lą ska):  Przedmiot optymalizacji  w  działaniach

technicznych,
—  doc.  dr  hab.  R.  DOROSZKIEWICZ, dr  inż.  J.  LIETZ,  dr  inż.  B.  MICHALSKI (IPPT PAN  Warszawa):

Modelowanie  elastooptyczne  układów  mechanicznych,
—  prof, dr hab. inż. L.  MULLER  (Politechnika Ś lą ska):  Metody  doboru  skal  w modelach fizycznych,
—  prof, dr hab. inż. B. SKALMIERSKI  (Politechnika Ś lą ska): Model przekroczeń w układach mechanicz-

nych.
Pozostałe  prace  referowane  w czasie  obrad  obejmowały  nastę pują ce  grupy  problemowe:
C — modelowanie  procesów  i  systemów  cieplnych,
D — modelowanie  w  dynamice  maszyn,
G — modelowanie  metodą   grafów,
K — modelowanie  układów  konstrukcyjnych,
M  — metody  modelowania.
W  pracach tych  poś wię cono  wiele uwagi  współczesnym  metodom modelowania w mechanice wyka-

zują c,  że modelowanie ma nie tylko  charakter  uż ytkowy,  ale również  duże walory  poznawcze. Modelo-
wanie okreś lonej  rzeczywistoś ci  jest dzisiaj  nauką  rozległą  i wcią ż  rozwijają cą   się . Umoż liwia ona nie tylko
poznawanie  istoty  zjawiska,  lecz  także  jest  nieodzownym  ogniwem  współczesnych  badań  naukowych.

Wygłoszono  nastę pują ce  referaty:
1. R.  BĄ K, T.  BURCZYŃ SKI  (Politechnika  Ś lą ska) — Modelowanie dynamicznych  obcią ż eń  pionowych

działają cych na kolejowy zestaw kołowy  w czasie  eksploatacji,
2.  A.  BODNAR,  A.  LECHOWICZ,  K.  MARCHELEK  (Politechnika  Szczeciń ska) — Modelowanie  procesów

dynamicznych  w układach pozycjonowania  zawierają cych  sprzę gła  cierne,
3.  E. BRZUCHOWSKI  (Politechnika Wrocławska) — Cyfrowe modelowanie  sieci,
4.  C.  CEMPEL  (Politechnika  Poznań ska) — Modelowanie zagadnień wibroizołacji  maszyn  i  urzą dzeń ,
5.  M.  CHUDEK,  J.  DRWIĘ GA,  W.  OLASZEWSKI,  S. STAŁĘ GA  (Politechnika Ś lą ska) —  Modelowanie metodą

symulacji analogowej procesów współpracy  obudowy górniczej z  dynamicznie deformują cym  się   góro-
tworem,

6.  A.  DENDURA,  S.  Ś WISZCZOWSKI  (Politechnika  Krakowska) — Projektowanie  optymalnych  kształ tów
prę tów metodą programowania geometrycznego,
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7.  M.  DIETRICH,  B.  KRASNOWSKI  (Politechnika  Warszawska) — Pewien model sprzę gła zę batego,
8. B.  DOBROWOLSKI  (Politechnika  Wrocławska) — Model  matematyczny przepływu płynu  rzeczywistego

przez  rurocią g  ze  zwę ż ką ,
9.  L.  GŁADYSIEWICZ,  M.  HARDYGÓRA,  T.  Ż UR  (Politechnika  Wrocławska) — Model  tkaninowej  taś my

wiełoprzekładko w ej,
10. L.  GŁADYSIBWICZ,  J.  SZYMAŃ SKI,  T.  Ż UR  (Politechnika  Wrocławska) — Model  reologiczny  taś my

przenoś nika wej,
11.  K.  GRABCZYŃ SKI  (ITB Warszawa) — Doś wiadczalna  analiza pracy  statycznej  wielootworowej  ś ciany

usztywniają cej  i jej  model obliczeniowy,
12.  R.  GRZYMKOWSKI,  K.  MAZU R  (Politechnika  Ś lą ska) — Model  numeryczny nieustalonego  przepływu

ciepła w procesie odlewania  cią głego,
13.  J.  JAMRÓZ, R.  URBAŃ SKI  (Politechnika  Gdań ska) — Modelowanie  i obliczanie obiegów cieplnych okrę -

towych siłowni  twboparowych na maszynach cyfrowych,
14.  Z.  KOWAL  (Politechnika  Wrocławska) — Stochastyczny model  wyczerpania noś noś ci prę towych kon-

strukcji przestrzennych,
15.  H.  KUDELA  (Politechnika  Wrocławska) — Metoda dekompozycji w modelowaniu  zagadnień fizycznych

opisywanych parabolicznymi równaniami  róż niczkowymi czą stkowymi,
16.  R.  KRZYWIEC  (Uniwersytet  Warszawski) — O  wielocią gowym modelowaniu mechanicznych  systemów

wielkich,
17.  L.  LAUDAŃ SKI  (Politechnika Rzeszowska)—  O generowaniu procesów opisują cych dynamikę samolotu,
18.  M.  MAJEWSKI,  C.  CEMPEL  (Politechnika  Poznań ska) — Randomizacja w układach dynamicznych  i  jej

wykorzystanie  do modelowania  struktur  mechano- akustycznych,
19.  S.  MIKUŁ A  (Politechnika  Ś lą ska) — Model  rozwoju  pę knię ć  zmę czeniowych w  elementach stalowych

umocnionych  zgniotem powierzchniowym,
20.  J.  MILANOWSKI  (WSI   Koszalin) — Identyfikacja analityczna dynamicznych układów  mechanicznych,
21.  B.  MOCHNACKI, B.  ORTYL  (Politechnika Ś lą ska) — O pewnej  metodzie rozwią zania  wielowymiarowego

problemu Stefana,
22.  K. NAZARCZUK  (Politechnika Warszawska) — Modelowanie poś lizgów w złoż onych łań cuchach kinema-

tycznych,
23.  W. NOWAK  (Politechnika Szczeciń ska) — Sprawnoś ć rekuperatora pę tlicowego z przegrodami segmento-

wymi,
24.  A. OUJDZKI, W.  SZYDŁOWSKI, K.  ORKAN- ŁĘ CKI  (Politechnika Warszawska) — Modelowanie procesów

zderzenia w parach  kinematycznych,
25.  T.  OPOLSKI  (WSI  Lublin) — Model pracy gryzów urabiają cych  skał ę ,
26.  J.  OTTE, A.  SZAFRANIEC  (Politechnika  Ś lą ska) — Badania przepływów w  wirnikach  maszyn promienio-

wych metodą analogii  elektrycznej,
27.  E. PALCZAK, St. STRYCZEK  (Politechnika Wrocławska) — Analiza stabilnoś ci hydraulicznego mechanizmu

kierowniczego kopalnianej  ładowarki przegubowe],
28.  A.  PIELORZ  (IPPT PAN) —Modelowanie  układu złoż onego z prę ta uderzonego drugim prę tem  z zamo-

cowaną brył ą  sztywną ,
29.  S. RABIEJ,  R,  STANISZEWSKI, St. ZIEMBA  (Warszawa) — Modelowanie systemu projektowania w  warun-

kach nieustannego  napływu  informacji,
30.  I. SIWICKI, A.  OLĘ DZKI (Politechnika Warszawska) — Zastosowanie metody grafów wię zów w modelo-

waniu pras  hydraulicznych,
31.  M.  SZATA  (Politechnika  Warszawska) — Budowa modelu matematycznego procesu w oparciu o para-

metryczny zapis  twierdzenia  JT,
32.  W.  SZUŚ CIK,  K.  KOŚ LACZ,  J.  B^K (Politechnika  Ś lą ska) — Obliczenie współczynnika  bezpieczeń stwa

odniesionego do granicy plastycznoś ci przy  projektowaniu  stropnic typu  belkowego  obudów  zmechani-
zowanych,

33.  W. Szaś ciK, S. SZWEDA  (Politechnika Ś lą ska) — Modelowanie obcią ż eń stropnic i osłon podpierają cych
zawal obudów  podporowo- osłonowych,

34.  J. Ś WIDER, J.  WOJNAROWSKI  (Politechnika Ś lą ska) — Grafy przepływu sygnałów w modelowaniu kaska-
dowej struktury  układu  wycią gowego,
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35.  S.  Ś WISZCZOWSKI,  D .  ZBOŚ  (Politechnika  Krakowska)  — Projekt  uniwersalnego  pakietu programów
metody sekwencyjnego programowania geometrycznego,

36.  D.  TEJSZERSKA,  J.  WOJNAROWSKI  (Politechnika  Ś lą ska) — Modelowanie  tłumionych drgań eolkznych
przewodów  napowietrznych,

37.  J.  TOMBCZEK,  W.  KUDZI A  (Politechnika  Ś lą ska) — Opis  matematyczny  suszenia  materiałów  drobno-
ziarnistych w  łoż u  fluidalnym,

38. K.  WERNEROWSKI,  J.  GĄ SIOROWSKI  (ATR  Bydgoszcz) — Modelowanie  analogowe  ś lizgowego  łoż yska
poprzecznego,

39. J.  WOJNAROWSKI  (Politechnika  Ś lą ska) — Modelowanie układów mechanicznych  za  pomocą  grafów
i  liczb strukturalnych (referat  przeglą dowy),

40.  J.  WOJNAROWSKI,  A.  BUCHACZ  (Politechnika  Ś lą ska) — Zastosowanie  grafów i  liczb  strukturalnych
wyż szej kategorii w modelowaniu  układów mechanicznych,

41.  J.  WOJNAROWSKI,  J.  KROPKA  (Politechnika Ś lą ska) — Modelowanie układów mechanicznych za pomocą
grafów sprzę ż eń ,

42.  J.  WOJNAROWSKI,  A.  MEDER,  D.  TEJSZERSKA  (Politechnika  Ś lą ska) — Modelowanie  wielolinowych
układów  wycią gowych,

43.  J.  WRÓBEL  (Politechnika  Warszawska) — Symulacyjne  badanie efektów nieliniowoś ci przy cyfrowym
modelowaniu  zawieszenia  samochodu.
Duże  zainteresowanie  wś ród  uczestników  wzbudziły  referaty  przeglą dowe:  Przedmiot  optymalizacji

w działaniach technicznych wygłoszony  przez prof, dr  int. J.  DIETRYCHA, oraz Modelowanie układów mecha-
nicznych  za pomocą grafów  i  liczb strukturalnych wygłoszony  przez  doc. dr  inź.  J.  WOJNAROWSKIEGO.

W pierwszym  prof. J. DIETRYCH opisał  model przedstawiają cy  przedmioty optymalizacji  w działaniach
technicznych w postaci  grafów  systemu  nauki  konstrukcji.  W  drugim  doc. J.  WOJNAROWSKI  podał   próbę
systemowego  przedstawienia  metody  modelowania  układów  mechanicznych  za  pomocą   grafów  i  liczb
strukturalnych.

Autorzy  zgłoszonych  referatów  reprezentowali  nastę pują ce  oś rodki  naukowe:  Gliwice —18  refe-
ratów,  Warszawa —10  referatów,  Wrocław —  8  referatów,  Kraków,  Poznań,  Szczecin  po  2  referaty
Bydgoszcz,  Gdań sk,  Koszalin,  Lublin  i  Rzeszów  po  1  referacie.

W  dyskusji,  która  stała  na  wysokim  poziomie  naukowym,  zabierano  głos  141  razy.
Ponadto  przeprowadzono  dyskusję   okrą głego  stołu  na  temat  aktualnie  rozwijanych  prac  badawczych

w  oś rodkach  naukowych  kraju.  W  dyskusji  tej  wzię ło  udział   17  uczestników.
Ogółem  w  Sympozjonie  wzię ło  udział   112  uczestników  (w  tym  18 profesorów,  33  docentów,  45 po-

mocniczych  pracowników  naukowych  oraz  16  członków  studenckiego  Koł a  Naukowego).
N a  zakoń czenie  obrad  uczestnicy  z  innych oś rodków  naukowych  podkreś lili  wysoką   rangę   i potrzebę

kontynuowania  tradycyjnych  już  sympozjonów  Oddziału  Gliwickiego  PTMTS.
Jednocześ nie  z  obradami  Sympozjonu  odbywało  się   pod  patronatem  przewodniczą cego  Oddziału

Gliwickiego  PTMTS Seminarium Studenckiego Kola Naukowego  Mechaniki Stosowanej  im. Prof. W. Bu-
RZYŃ SKIEGO. W Sesji wzię li udział  studenci niż ej  podanych  uczelni: Politechniki  Ś lą skiej — 5, Politechniki
Warszawskiej — 7,  Wyż szej  Szkoły  Pedagogicznej  w  Krakowie — 4.

W  czasie  obrad  Seminarium,  w  którym  brali  udział   również  uczestnicy  Sympozjonu,  wygłoszono
13  referatów  (PŚ1  —5,  PW —5,  WSP —3).

Referowane  prace oceniało jury  w składzie: doc. dr inż. Roman BĄ K,  dr inż. Jerzy  KUCZYŃ SKI i dr inż.
Stanisław  MIKULA ,  które  wyróż niło  4  spoś ród  13  prac,  mianowicie:

J.  FLAKA  (PŚ 1)  — Zastosowanie grafów  w poszukiwaniu  okreś lonych  klas  układów kół poś rednich  dla
przekładni ciernych,

T.  KLIMOWICZ A  (PW) — Badanie  mechanizmu rozrzą du silnika samochodu  Fiat 126P,
W.  MAROWSKIEGO (PW) — Zastosowanie metody szeregów poł ą czonych do okreś lania gę stoś ci prawdo-

podobień stwa  odpowiedzi układu dynamicznego  na zaburzenia  losowe,
J.  ROSIŃ SKIEJ  (WSP) —  Wybrane zagadnienie  wytrzymałoś ciowe klejonego poł ą czenia  elektronu.
Ta  forma  oddziaływania  PTMTS  na  krzewienie  mechaniki  w  ramach  studenckiej  działalnoś ci

naukowej  spotkała się  z aprobatą   uczestników  Sympozjonu,  którzy  sugerowali  wiele udoskonaleń w roz-
wijaniu  mechaniki  wś ród  studentów.

/ .  Wojnarowski  (Gliwice)
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XIX  POLSKA  KONFERENCJA  MECHANIKI   CIAŁA  STAŁEGO
Rucianc—Piaski,  7—16  wrześ nia  1977  r.

XI X Polska Konferencja  Mechaniki Ciała Stałego odbyła się  w dniach 7—16  wrześ nia  w  miejscowoś ci
Piaski  k.  Rucianego,  w  województwie  suwalskim,  w  oś rodku  wczasowo- wypoczynkowym  «Malinka»
Kombinat Budownictwa  Miejskiego  Warszawa—Wschód.  Oś rodek  położ ony jest w malwniczym  ustroniu,
wś ród  lasów nad jeziorem  Bełdan.

Organizatorem konferencji  był  Instytut Podstawowych  Problemów  Techniki Polskiej  Akademii Nauk
w  Warszawie.  Komitet Organizacyjny  z  ramienia  1PPT PAN  stanowili:  prof,  dr  Marek  SOKOŁOWSKI  —
przewodniczą cy  i  dr  Romuald  KOTOWSKI  — sekretarz.

"W  Konferencji  wzię ło  udział   139  uczestników,  w  tym  94  z  Polski  i  45  z  zagranicy  z  nastę pują cych
pań stw  europejskich  i  pozaeuropejskich  (w  nawiasach  podano  liczbę   uczestników):  Arabia  Saudyjska
(1),  Belgia(l),  Bułgaria(l),  CSSR(2),  Dania(l),  Francja(2),  Japonia(2),Jugosławia(3),Norwegia(l),
NRD  (4),  RFN (7),  Stany Zjednoczone  (5),  Szwecja  (1),  Wielka Brytania  (3),  Włochy  (6),  ZSRR (5).

Wygłoszono  98  referatów,  w  tym  11  referatów  generalnych  prezentowanych  przez  naukowców  za-
proszonych przez Komitet Organizacyjny.  Referaty  generalne były  nastę pują ce:

1.  G. I . BARENBLATT  (ZSRR) — Propagacja  szyjki  w polimerach — przykład zjawiska  nielokalnego,
2.  A.  G.  CROCKER  (Wielka  Brytania) —•  Obliczenia  dyskretne  w  przestrzeni  rzeczywistej  struktury  i od-

działywań  krystalicznych,
3.  A.  C. ERINGEN (USA) •— Mechanika oś rodków  cią głych  w  skali  atomowej,
4.  E. A.  EVANS  (USA) — Mechanika i  termodynamika  błon  biologicznych,
5.  W.  A.  GREEN  (Wielka  Brytania) — Propagacja  fal  w  silnie  anizotropowych  materiałach  sprę ż ystych,
6.  E.  KRONER  (RFN)  — Efektywne  własnoś ci  oś rodków  stochastycznych,
7.  Th.  LEHMAN  (RFN)  — Pewne  aspekty  nieizotermicznych  duż ych  odkształceń  niesprę ż ystych,
8.  J.  LOTHE  (Norwegia) — Dyslokacje  i  fale  powierzchniowe  w  anizotropowych  oś rodkach  sprę ż ystych.

Kryteria  istnienia dla  fal  powierzchniowych.  Uogólneinia dla oś rodków  piezoelektrycznych,
9.  M. P. NIELSEN  (Dania) — Analiza  plastyczna  ś cinania w betonie,

10.  A.  SAWCZUK  (Polska) — Wykorzystanie  reprezentacji  funkcji  tesnorowych  w  mechanice  oś rodków
niesprę ż ystych,

11.  W.  SZCZEPIŃ SKI  (Polska) — Problemy  kształ towania  wytrzymałoś ciowego  konstrukcji  o  złoż onym
kształcie.
Ponadto należy odnotować, że w konferencji wzię li udział  naukowcy tej miary, co prof. prof. I. N . SNED-

DON  i G.  S. SZAPIRO.

Powyż sza  lista  daje  pewien  pogląd  na zakres  dyskutowanych  podczas  konferencji  zagadnień; moż na
jednak  pokusić  się   o  bardziej  precyzyjne  sklasyfikowanie  omawianych  problemów  mechaniki. Wię kszość
prac  miała  charakter  teoretyczny.  Moż na  było  zaobserwować  szeroką   gamę   zainteresowań:  były  prace
poś wię cone zarówno podstawom  mechaniki, jak  i prace mają ce  charakter czysto  aplikacyjny  (inż ynierski)
Do  pierwszej  grupy  zaliczyć  moż na  prace  dotyczą ce  nielokalnych  teorii  oś rodków  materialnych, teorii
defektów  w ciałach stałych, teorii oś rodków mikropolarnych, nieliniowej  teorii sprę ż ystoś ci,  teorii plastycz-
noś ci, termodynamiki, propagacji  fal  zjawisk  wystę pują cych  w  polimerach  oraz  teorii  oś rodków  sypkich
i  porowatych.  Do  drugiej  grupy  należą   prace  zajmują ce  się   wykorzystaniem  do  konkretnych  obliczeń
teorii  płyt  i  powłok,  prace  poś wię cone  dynamice  konstrukcji,  kompozytom,  optymalizacji  i  metodzie
elementów  skoń czonych.

Oczywiś cie,  podział   ten  nie jest  jednoznaczny,  tak  jak  nie  jest  sprecyzowane,  gdzie  koń czy  się
„czysta"  i  dalej  «teoria»,  a  zaczyna  zastosowanie.  Przedstawiono  również  prace  doś wiadczalne.

Czas  przeznaczony  na  wygłoszenie  referatu  i  dyskusję   wynosił   dla  referatów  generalnych  60 min.,
a  dla referatów  zwyczajnych  30 min, Był  wię c on wystarczają co  długi (w porównaniu z czasem do dyskusji
na  innych  konferencjach)  na  rzetelne  przedstawienie  otrzymanych  wyników.

Podczas konferencji  panowała atmosfera  sprzyjają ca  dyskusjom  naukowym,  które nieraz przecią gały
się  do póź nych godzin nocnych.

Materiały  z  konferencji  dostę pne  są   w  postaci  dwu  wersji  streszczeń  referatów  (polskiej
i  angielskiej)  oraz  dwuję zycznego  programu  z  listą   i  adresami  uczestników.
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Referaty  mogły  być  wygłoszone  we  wszystkich ję zykach  kongresowych,  jednakże  w  wię kszoś ci pre-
zentowano  prace  w ję zykach  angielskim  i  polskim.

Oprócz  programu  naukowego,  organizatorzy  zapewnili  również  uczestnikom  program  socjalny.
Zorganizowano dwie wycieczki  krajoznawcze:  statkiem  po  jeziorach oraz do Gierloża i ś w. Lipki. Dostę pne
były  również  łodzie oraz  konie  do jazdy  wierzchem.  Niestety  pogoda  nie  pozwoliła wykorzystać  w pełni
tych  moż liwoś ci.

Romuald Katowski ( Warszawa)

MIĘ DZYNARODOWA  KONFERENCJA  NAPĘ DU  I  PRZEKŁADN I  ZĘ BATYCH
Chicago, 28—30 wrześ nia  1977  r.

Mię dzynarodowa  Konferencja  Napę du  i  Przekładni  Zę batych  stanowiła  drugą   Mię dzynarodową
Konferencję   Uzę bień, zorganizowaną   pod egidą   ASME. Komitet Napę du i Przekładni Zę batych Oddziału
Konferencji  Maszynowych  ASME przygotował   konferencję   w ramach współpracy z ASME, USCoToMM
oraz  IET SYNECOT. Temat konferencji  brzmiał; „Blisko cztery  tysią clecia  postę pu w napę dach". Głów-
nym celem konferencji  było przedstawienie  osią gnięć  w dziedzinie  techniki napę du i przekładni zę batych.

Podczas konferencji  przedstawiono ogółem 81 prac, w tym 37 autorów amerykań skich oraz 44 autorów
zagranicznych, wś ród  których  było 18 prac z Japonii, 9 z Wielkiej Brytanii,  3 z Polski,  3 z Republiki Fe-
ralnej  Niemiec, 2 z  Brazylii,  2  z  Kanady  oraz  po  1 z  Bułgarii, Egiptu, Francji,  Grecji,  Indii,  Szwajcarii
i  Zwią zku  Radzieckiego.  Wszystkie prace z wyją tkiem  8  (5 z USA  oraz po  1 z Polski, Japonii i  Wielkiej
Brytanii)  zostały opublikowane  przed  konferencją.

Przewodniczą cym  konferencji  był  dr  D .TOWSEND  (Nasa Lewis Resaarch Center), zaś mówcą  podczas
wspólnego  obiadu  uczestników  konferencji  w  dniu  29.09.1977  był   dr  J.  H.  FURBAY  (Generał  Motors),
ś wiatowy podróż nik, znany ze swych wielu mię dzynarodowych  osią gnięć  i wystę pów w radiu. Dr  FURBAY
wygłosił   ciekawy  odczyt  nt.  «Perspektywy  przemodelowania  cywilizacji  w  naszych  czasach».

Konferencja  odbyła się   w  19 sesjach.  Ramowy  program konferencji  był   nastę pują cy:
28.09.1977  r.

Sesja  PTG-1  «Wytrzymałość  przekładni zę batycłw. Przewodn. dr D. H. RIMBEY  (University  of South
Florida),  3  referaty.

Sesja  PTG-2  «Łań cuchy  i  pasy».  Przewodn.  S.  WORLEY  (The  Gates  Rubber  Company, Denver),
8  referatów.

Sesja  PTG-3  «Smarowanie  i  zuż ycie».  Przewodn.  A.  STRANFORD  (Dresser  Industries  Inc., Orlean),
4  referaty.

Sesja  PTG-4  «Geometria  zazę bień ».  Przewodn.  R.  KASUBA  (Cleveland  State  University),  4  refe-
raty.
29.09.1977  r.

Sesja PTG-5 «Wytrzymałość  przekładni zę batych». Przewodn. dr A.  SBIREO (University of  Wisconsin-
Madison),  5  referatów.

Sesja PTG-6 «Produkcja».  Przewodn. J. R.  MILLE R  (Miller Associates  Inc.,  Milwaukee), 5  referatów.
Sesja PTG-7 «Hałas przekładni». Przewodn. D. R.  HOUSER (Ohio State University), 3  referaty.
Sesja PTG-8 «Typy przekładni*. Przewodn. G. L.  SCOTT (American Gear Manufacturers  Association,

Arligton),  5  referatów.
Sesja  PTG-9 «Dynamika  przekładni zę batych*.  Przewodn.  J.  R.  TROXLER  (Northern  Arizona  Uni-

versity),  5  referatów.
Sesja  PTG- 10 «Smarowanie  i  zuż ycie».  Przewodn. H. E.  STAPH  (Southwest  Research  Institute, San

Antonio),  4  referaty.
Sesja  PTG- 11 «Wytrzymałość  powierzchniowa  zę bów». Przewodn. D . W.  DUDLEY  (Solar  Turbines

International,  San  Diego),  5  referatów.
Sesja  PTG- 12  «Konstrukcja».  Przewodn.  E.  M.  ALMEID A  (Dana  Corporation  Fort  Wayne),  4  re-

feraty.
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30.09.1977  r.
Sesja  PTG- 13 «Wytrzymałość  powierzchniowa zę bów». Przewodn. E.  SHIPLEY  (Mechanical Techno-

logy  Inc., Latham), 4  referaty.
Sesja  PTG- 14 «Dynamika  przekładni zę batych».  Przewodn.  M.  J.  DROSJACK  (Shell  Oil  Company,

Houston),  5  referatów.
Sesja  PTG- 15 «Sprzę gła  i poł ą czenia wałów». Przewodn. M. M.  CALISTRAT  (Koppers Company  Inc.,

Baltimore),  5  referatów.
Sesja PTG- 16 «Zastosowanie przekładni zę batych». Przewodn. D.  L. BORDEN (Falk Corp., Milwaukee),

3  referaty.
Sesja PTG- 17 «Sprzę gła  i poł ą czenia wałów». Przewodn. Q. W.  HEIN  (Falk Corp., Milwaukee), 3 re-

feraty.
Sesja  PTG- 18 «Materialy  na  kola  zę bate».  Przewodn.  E.  T.  BERGQUIST  (Western  Gear Company,

Lynwood),  3  referaty.
Sesja PTG- 19 «Przekładnie zę bate». Przewodn. A.  TUCKER  (Solar Turbines International, San Diego),

3  referaty.
W  konferencji wzię ło udział  dwóch uczestników z Polski: prof. M. DIETRICH i dr J.  KOWALSKI .
D r  J.  KOWALSKI  przedstawił  w  ramach Sesji PTG- 12 2 prace: «OptymaIna synteza  dwustopniowych

przekładni  zę batych  walcowych  przy  wykorzystaniu  programowania  nieliniowego)  (publikacja  nr  77-
DET- 171)  oraz  «Optymalna  synteza  dwustopniowych  przekładni  zę batych  stoż kowo- walcowych  przy
wykorzystaniu  programowania nieliniowego*  (publikacja  nr 77- DET- 172).

Prof.  M.  DIETRICH wygłosił  w  ramach Sesji  PTG- 14 referat  pt.  «Dynamika  przekładni walcowych»
przedstawiają cy  kompleksowe  badania  doś wiadczalne  nad  okreś leniem  współczynnika  nadywż ki  dyna-
micznej.

Podkreś lić  należy  bardzo  wysoki  poziom  wygłoszonych  referatów  oraz  szczególnie  mił ą   atmosferę
obrad.

/ .  Kowalski  (Poznań )



INFORMACJE  DLA  AUTORÓW

Komitet Redakcyjny  prosi Autorów  o ułatwienie prac readakcyjnych  przez przestrzeganie na-
stę pują cych  wytycznych:

1. Prace powinny  być napisane pismem  maszynowym w  dwóch egzemplarzach  (oryginał+ ko-
pia),  na  zwykłym  papierze  na  pojedynczych  arkuszach  formatu  A4,  jednostronnie, z  podwójną
interlinią , z marginesem  4 cm z lewej strony, stronice z kolejną   numeracją.  Odbitki  kserograficzne
nie  bę dą   akceptowane jako  oryginał.

2. Prace powinny  być  pisane zwię ź le  i zawierać najistotniejszą   treść tak, by  obję tość artykułu
była  skondensowana.

3. Wzory  i  oznaczenia należy  wypisywać rę cznie lub na maszynie, bardzo czytelnie,  uż ywając
liter łaciń skich i greckich. Wskaź niki  poniż ej  i wykładniki potęg należy pisać szczególnie dokładnie.

4. Praca powinna być zaopatrzona w krótkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j . pol-
skim,  j .  rosyjskim  i w  j .  angielskim. W razie niemoż noś ci nadesłania streszczeń w ję zykach obcych,
Autor dostarcza streszczenie w j .  polskim z podaniem terminologii w  j .  rosyjskim  i w j .  angielskim.

5.  Numeracja wzorów  powinna się   wią zać  z poszczególnymi  rozdziałami pracy  (np. 1.1,  1.2,
1.3, itd.; 2.1, 2.2, 2.3, itd.). Numery wzorów powinny znajdować się  w nawiasach okrą głych po lewej
stronie  wzoru.

6.  Rysunki,  wykresy  i  fotografie  należy  wykonać  na  oddzielnych arkuszach  w  podaniem ko-
lejnych  numerów.  Obok  właś ciwego  tekstu,  na  marginesie  należy  podać jedynie  odnoś ny numer
rysunku. Na oddzielnym arkuszu  należy  zał ą czyć spis podpisów pod rysunkami. Ostateczne wyko-
nanie rysunków  obowią zuje  Redakcję.

7.  Wszystkie  rysunki,  wykresy  i  fotografie  należy  nazywać  w  tekś cie  rysunkami  (skrót  rys.),
a  nie uż ywać  okreś leń  figura,  szkic,  fotografia.  U  dołu  rysunku  (a na fotografiach  na odwrocie)
należy wpisać czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem  (objaś niają cy),  tytuł  pracy i nazwisko
autora.

8. Wszystkie  tablice  (unikać zbyt  duż ych), podobnie jak  rysunki, należy wykonać na oddziel-
nych arkusza  i numerować liczbami arabskimi. U góry  każ dej  tablicy  należy podać tytuł   objaś nia-
ją cy.

9. W  tekś cie należy na marginesie podać słownie opis oznaczeń, które  mogą   budzić wą tpliwo-
ś ci. Dotyczy to pisowni małych i duż ych liter łaciń skich i greckich np.:  ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Wykaz  literatury  należy  podać wg  kolejnoś ci  cytowania  w  tekś cie,  wymieniają c:  inicjały
imion,  nazwisko  autora  (oraz współautorów), pełny  tytuł   dzieła lub  artykułu,  tytuł   czasopisma
(może być skrótami), numer zeszytu, numer tomu, rok  (w nawiasach okrą głych) oraz ewent. strony.
Przy pozycjach  ksią ż kowych  należy  podać miejsce  wydania  i rok. Pozycje  literatury powinny mieć
numerację  kolejną   (np. 1, 2 itd.), a w tekś cie, powołując się  na literaturę, należy podać numer w na-
wiasie  kwadratowym.

11.  Redakcja  zastrzega  sobie  prawo  potrą cenia  z  honorarium autorskiego  kosztów  sporzą-
dzenia  nowego  maszynopisu  artykułu lub jego  czę ś ci  w  przypadku  nieprzestrzegania wyż ej poda-
nych  wskazówek.

12. Autorowi  przysługuje  bezpłatnie 25  egz.  nadbitek  pracy. Dodatkowe egzemplarze  Autor
może zamówić w Redakcji na koszt własny przy odsyłaniu korekty autorskiej.

13.  Autora  obowią zuje  korekta  autorska  (szczególnie wnikliwa  kontrola złoż onych wzorów),
którą   należy  zwrócić  w  cią gu  5  dni  pod  adresem:  Redakcja  MECHANIK I  TEORETYCZNEJ
I   STOSOWANEJ, 00- 049 Warszawa, ul. Ś wię tokrzyska  21, pokój 413.



W  nastę pnym  zeszycie  okażą   się   prace:

R.  I .  STEPHENS, Wpływ  przecią ż eń  na wzrost  szczelin  zmę czeniowych
BjiHHHH e  neperpy3KH  Ha  pa3BH ine  ycTajiocTHBK  TpeurHH

The  influence  of  overloads  on fatigue  crack  growth

M .  CHRZANOWSKI,  Parametry uszkodzenia  w kontynualnej mechanice zniszczenia
napaiweipbi  noBpejKfleHHH  B  wexaHHKe pa3pyineHira  cnvnomHofi:  cpeflpc
Damage parameters in continual fracture mechanics

K.  KRZEMIŃ SKI, Rozkład ciś nień  i  noś ność  hydrodynamicznego  filmu  smarnego  w  łoż yskach po-
rowatych
PacnpefleneHHe flaBJieiMH H Hecyman  CHOCO6HOCTŁ  cMa3oqHoro  CJIOH  B  uopHCTbrx  HOH-

The  pressure distribution and  load capacity of  the hydrodynamic film  m porous  bearings

J.  SZALA, Wpływ  sekwencji  obcią ż eń  na  trwałość  zmę czeniową
BjiiiHKn e  HCTopHH  H arpywemi?!  na  ycTanocTHyio  npcjHocTB

The  effect  of load sequence on fatigue  life  -

F.  ROMANÓW,  Naprę ż enia krytyczne  wolnopodpartych  ś cinanych  płyt  przekładkowych
KpHTHiecKHe  HanpH>KeHHH  CBo6oflHo  onepTbrx  TpexcjiofiHtrx  miacTHH paSoiawmjix  Ha
CflBHT  ,  .  '  '

Critical stresses of  simply  supported sandwich  plates  in shear

J.  Ś WIDER,  J.  Wojnarowski,  Grafy  przepływu  sygnałów  w  modelowaniu  kaskadowej  struktury
układu  wycią gowego
rpadpti  cirr- HanoB B AK>fleJinpoBaHHH KacKaflHoK  cipyKTypbi  no^Benuiofi  ciicreMbi

Signal flow graphs  in modelling of the cascade structure of  the liftin g  system

J.  Ś WIDER, J. Wojnarowski,  Metoda fikcyjnych  ź ródeł  zmiennej biegunowej jako sposób wyznaczania
podatnoś ci  dynamicznej  złoż onych układów mechanicznych

(J)HKTHBHbix HCTO^HHKOB  HOJEEOCHOH nepeMeHHOft KaK cnoco6  onpeflejieHHS  flHHa-
nOflaTJIHBOCTH  CJIOH<HbIX  MeXaHH^eCKHX  CHCTę irt  '

The  ficticious  source  method  in  polar  coordinates  as  the  method  of  obtaining  dynamical
flexibilit y  of  composite  mechanical  systems

E. WŁODARCZYK,  O pewnym  zamknię tym rozwią zaniu  problemu propagacji  płaskiej fali uderzenio-
•  wej  w niejednorodnym  plastycznym  oś rodku  politropowym  z liniowo- sprę ż ystym  obcią ż eniem

O  neKOTopoM  3aMKHyToiw pemeHHH 3aflaiiH  o pacnpocTpaHemiH ipiocKońj  ysapnoił]  BOJIKBI
B  HeoflHopoflHoił   cpefle  c  JirmeHHO- ynpyroń  pa3rpy3Kofi
On  a  certain  in  closed- form  solution  of  the  problem  of  propagation  of  a  plane shock  wave

in  a nonhomogeneous plastic  polytropic medium

J.  TALER,  Aproksymacja  nieustalonego  pola temperatury w ciałach walcowych  i  kulistych
AnnpoKCHiwatjHH: HeyciaHOBHBmeroca TeiwnepaTypHoro noun B  inmaHflpHiecKHX  H ci|)e-

Approximation  of  the transient  temperature field  in cylindrical  and spherical  bodies
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Cena  i\   30.—

Warunki  prenumeraty

Cena  prenumeraty  krajowej

rocznic  zł   120.—

półrocznie  zł ' 60.—

Prenumeratę  na kaj  przyjmują   Oddziały  RSW  „Prasa—Ksią ż ka—  Ruch" ora?, urzę dy  pocztowy
dorę czyciele  w  terminach:
—  do dnia  25 listopada  na styczeń,  I- szy kwarta), 1- sze  pół rocze roku  nastę pnego i na cały  rok na-

stę pny,  . -
—  do  dnia  10 miesią ca  poprzedzają cego  okres  prenumeraty1  i  na  pozosialc  okresy  roku  bież ą cego

Jednostki  gospodarki  uspołecznionej,  instytucje  i  organizacje  społcczno- polityczuc  składają
zamówienia  w miejscowych  Oddziałach RSW  „Prasa—Ksią ż ka—Ruch".

Zakłady  pracy  w  miejscowoś ciach,  w  których  nie  ma  Oddziałów  RSW,  oraz  prenumeratorzy
indywidualni  zamawiają   prenurneratę  w  urzę dach  pocztowych  lub  u  dorę czycieli.

Prenumeratę  ze zleceniem  wysyłki  za granicę, która jest o  50% droż sza  od  prenumeraty,  krajo-
wej,  przejmuje  RSW  „Prasa—Ksią ż ka—Ruch",  Centrala Kolportażu  Prasy  i Wydawnictw,  ul.  To-
warowa  28, 0O- 95S Warszawa, konto PKO nr  1531- 71  —w  terminach  podanych  dla  prenumeraty
krajowej.

Bież ą ce  i archiwalne  numery  moż na  nabyć  lub  zamówić  we  Wzorcowni  Wydawnictw  Nauko-
wych PAN- Ossolineuin- PWN, Pałac Kultury  i Nauki (wysoki parter) 00- 901 Warszawa oraz  w  księ -
garniach  naukowych  „Domu  Ksią ż ki".

A  subscription  order  stating  the period  od. time, along  with  the subscriber's  name and  addres
can  be sent  to your  subscription  agent  or directly  to Foreign Trade Enterprise  Ars  Polona—Ruch
0- 068 Warszawa,  7  Krakowskie  Przedmieś cie,  P.O. Box  1001, Poland.  Please  send  payments  to-
the  account  of  Ars  Polona- Ruch in  Bank  Handlowy  S.A.,  7  Traugutt  Street,  00- 067  Warszawa,
Poland.

MECHANIKA  TEORETYCZNA  I  STOSOWANA  jest  organem Polskiego  Towarzystwa Me-
chaniki  Teoretycznej  i  Stosowanej; ukazuje  się   poczynają c od  1 stycznia  1967  r.  jako  kwartalnik.
Zeszyty  z  lat poprzednich  moż na nabywać  W sekretariacie Zarzą du  Głównego  PTMTS  (Warszawa,

—  Palą c Kultury  i  Nauki  pię tro  17, pokój  1724)

Mech  Teor.,  T.  16,  z.  1,  s.  1—120, Warszawa  1978,  Indeks  36523


