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1.  Wstęp

Rozważ my  lity, nieswobodny  prę t  pryzmatyczny  o dowolnym  przekroju  poprzecznym
(rys. 1) okreś lony  w ukł adzie osi  x, y,  z,  gdzie oś  x  jest  osią   prę ta a y,  z  osiami głównymi,
centralnymi  przekroju  poprzecznego  i  obcią ż my  go  na ś ciankach czołowych np.  obcią ż e-
niem,  którego  gę stość  zapiszemy  w  postaci:  qvx  =   az,  qvy  =  0,  qm  =  0,  a  >  0.

D la  tak  przyję tego  obcią ż enia  (rys.  la)  ł atwo  znaleźć  ś cisłe  rozwią zanie  zagadnienia
brzegowego  teorii  sprę ż ystoś ci,  a  wię c  macierze  naprę ż eń,  odkształ ceń  i  przemieszczeń,
których  elementy  spełniają   równania  Naviera,  Cauchy'ego,  Hooke'a  oraz  statyczne  wa-
runki  brzegowe  i  pewną   grupę   warunków  kinematycznych. Jak  ł atwo sprawdzić,  obcią ż e-
nie  pokazane  na  rys.  la  redukuje  się   do  momentu zginają cego  w  płaszczyź nie  xz,  stąd

Rys.  1

też  w  przypadku  takiego  obcią ż enia  mówić  bę dziemy  o «czystym  zginaniu)). Otrzymane
rozwią zanie  powyż szego  zadania  moż emy  wykorzystać  dla  całej  grupy  innych  obcią ż eń
ś cianek  poprzecznych, jeś li  tylko  obcią ż enia  te  redukują   się   do  pary  w  płaszczyź nie  xz.
Wykorzystujemy  bowiem  zasadę   de  S. Venanta,  w  myśl  której,  macierze  naprę ż eń,  od-
kształ ceń  i  przemieszczeń  róż nić się   bę dą   dowolnie  mał o,  z wyją tkiem  obszaru  są siadują-
cego  z  powierzchnią   obcią ż oną,  dla  róż nych,  ale  statycznie  równoważ nych  obcią ż eń
przył oż onych  na  małej  w  stosunku  do  całej  powierzchni.  Jakiekolwiek  wię c  obcią ż enie,
które  da  się   zredukować  do  pary,  zastę pować  bę dziemy  tą   parą   (rys.  lb).  Wykorzystując
równania  statycznej  równoważ noś ci  z  ukł adem pokazanym  na  rys.  la,  znajdujemy  od-
powiednie  wzory  okreś lają ce  naprę ż enia,  odkształ cenia  i  przemieszczenia.  Przypadek
pokazany  na  rys.  lb,  jest  wię c  reprezentantem zbioru  obcią ż eń, w  którym  okreś lona  jest
relacja  statycznej  równoważ noś ci.  W  przypadku  obcią ż enia pokazanego  na  rys.  lb  mówić
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bę dziemy  o «zginaniu  prostym»  lub  proś ciej  o  «zginaniu».  Podobnie, jak  proste  zginanie,
tak  i  proste  rozcią ganie  i  proste  skrę canie  lub  kombinacja  tych  wszystkich  (obcią ż enie
złoż one)  bę dą   reprezentantami  odpowiednich  klas  równoważ noś ci.

Istnieje jednak pewna grupa prę tów, dla których zastą pienie  ukł adu sił  innym  statycznie
im  równoważ nym  może  prowadzić  do  zasadniczych  bł ę dów.  Do  takich  prę tów  należą
prę ty  cienkoś cienne.  Rozważ my  prosty  przykł ad  pokazany  na  rys.  2.

Rys.  2

Gdyby  układ  sił  zastą pić  ukł adem statycznie  równoważ nym  w  ś rodku  cię ż koś ci  prze-
kroju poprzecznego, otrzymalibyś my  układ zerowy, co oznaczał oby zerowanie się  naprę ż eń,
odkształ ceń  i  przemieszczeń.  Jak  widać  z  rys.  2  byłoby  to  zbyt  grubym  przybliż eniem
nawet  dla  przekrojów  poprzecznych  dostatecznie  odległych  od  ś cianki  czołowej. W  przy-
padku prę tów cienkoś ciennych nie moż emy przyją ć  zasady  de Saint Venanta,  przynajmniej
w takiej  postaci, w jakiej  została ona sformułowana.  Oznaczał oby  to konieczność  rozwią -
zywania  każ dego przypadku  obcią ż enia  osobno  lub inaczej mówią c, niemoż ność  okreś lenia
reprezentanta dla pewnych  grup  obcią ż eń.

2.  Definicja  kinematycznej  równoważ noś ci  ukł adów  sil

Rozważ my  najpierw  kilka  przykł adów  obcią ż enia  prę ta  cienkoś ciennego,  które  moż na
zastą pić  innym  ukł adem  statycznie  równoważ nym,  ale  równocześ nie  takim,  aby  efekt
kinematyczny  obu  ukł adów  był   jednakowy.  Rozpatrzmy  w  tym  celu  ukł ad  obcią ż eń
podany na rys. 2. Przykł ad ukł adu równoważ nego przedstawia  rys. 3. Przenosząc sił ę  P zpun-
ktu A'  do A dodajemy moment Pb, przenosząc sił ę  —P z punktu A"  do A  dodajemy  moment
Pb otrzymując w punkcie A tylko moment M  =   2Pb,  albowiem siły redukują   się .  Postę pując
podobnie  z  siłami  zaczepionymi  w  punktach  B'  i  B"  otrzymamy  w  punkcie  B  moment
M—  —2Pb.  Nowy  ukł ad  stanowi  wię c  biparę,  której  pary  działają   w  pł aszczyznach
pół ek.  Nowy  ukł ad  złoż ony  z  bipary  wywołuje  ten  sam  efekt  kinematyczny  co  ukł ad
wyjś ciowy.
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N a  rys.  4 przedstawiono  drugi  przykł ad. Dokonajmy  redukcji  do punktu S,  bę dą cego
ś rodkiem  cię ż koś ci  dwuteownika;  sił ę  P  z  punktu  A'  przenieś my  do  punktu  A,  dodając
dla zachowania statycznej  równoważ noś ci moment M  -   Pb, przenosząc sił ę  P z punktu B'
do  B  otrzymamy  nowy  ukł ad,  który  przedstawia  rys.  4b.  Przenosząc  nastę pnie  sił ę  P
z  punktu  A  do  S  dodajemy  moment Ph.  Przenosząc  sił ę  P  z  punktu  B  do  S  dodajemy

t

I  M- ?Ph

-   - JŁ
H- 2Pb

Rys.  3

moment  —Ph. Oba  dodane momenty działają ce w jednej  płaszczyź nie redukują   się , w  wy-
niku  czego  otrzymujemy  ukł ad przedstawiony  na  rys.  4c  złoż ony z  siły 2P  i bipary  o bi-
momencie  Bm  — Pbh.  Również  w  tym  przypadku  efekt  kinematyczny  ukł adu na  rys.  4c
bę dzie  analogiczny  z  takim  efektem  ukł adu pokazanego  na  rys.  4a.

Rys.  4

Trzecim  wreszcie  przykł adem  redukcji  do  punktu  S  niech  bę dzie  ukł ad  pokazany
na  rys.  5a.  Sposób  redukcji  pokazany  na  rys.  5 nie wymaga  komentarza, dodajmy  tylko,
że przenosząc moment Pb  (rys.  5c) z płaszczyzny pół ki do równoległej płaszczyzny przecho-
dzą cej  przez punkt S  dodać musimy  biparę  o bimomencie Bw  = Pbh.  I  w  tym  przypadku
intuicja  podsuwa  kinematyczną   równoważ ność  ukł adów  pokazanych  na  rys.  5a  i  5d.

Rozważ one  powyż ej  przykł ady  dotyczyły  ukł adu  przył oż onego  do  prę ta  o  prostym
przekroju  poprzecznym; w przypadku  bardziej  zł oż onych przekrojów  narzuca się  koniecz-
ność wprowadzenia  precyzyjnego  okreś lenia  poję cia  kinematycznej  równoważ noś ci  dwóch
ukł adów.  Wprowadzenie  takiego  poję cia  pozwolił oby  przede  wszystkim  na  moż liwość
rozwią zania  prę ta  cienkoś ciennego  dla  pewnego  reprezentatywnego  ukł adu. Rozwią zanie
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to  byłoby  waż ne  dla  całej  grupy  obcią ż eń  kinematycznie  równoważ nych  danemu, jeś li
oczywiś cie  uogólnić  zasadę   de  Saint  Venanta, na  ukł ady  kinematycznie  równoważ ne.

W  odróż nieniu  od  statycznej  równoważ noś ci,  równoważ ność  kinematyczna  nie  może
być  zdefiniowana  bez  uwzglę dnienia  kształ tu  brył y,  albowiem  właś nie  deformacja  bryły
decyduje  o kinematycznej równoważ noś ci. Wynika  stą d, że sposób  redukcji  danego  ukł adu

b)

Bj- Pbh

Rys.  5

do  ukł adu  kinematycznie  mu  równoważ nego  nie  może  być  dowolny.  Umówimy  się ,  że
przyłoż ony  do  prę ta  ukł ad  sił  bę dziemy  redukować  do  ustalonego  punktu  leż ą cego  we-
wną trz  prę ta  lub  sztywno  zwią zanego  z prę tem w  ten sposób,  że  drogą   redukcji  bę dzie  oś
ś rodkowa  przekroju  poprzecznego  i  tworzą ce  powierzchni  ś rodkowej.  Inaczej  mówią c
drogę   redukcji  wyznaczać bę dzie lokalny krzywoliniowy  ortogonalny ukł ad współ rzę dnych
(x,s,n)  (rys. 6).

Rys.  6



KIN EMATYCZN A  RÓWN OWAŻ N OŚĆ  UKŁADÓ W  SIŁ  75

W  myśl powyż szego  przyjmiemy  nastę pują cą   definicję : Dwa układy (A) i  (B\przyłoż one
do prę ta  cienkoś ciennego, nazywać  bę dziemy  kinematycznie  równoważ nymi, jeś li  redukują c
je  do  ustalonego punktu  R,  sztywno  zwią zanego  z  osią  ś rodkową przekroju poprzecznego,
w  taki  sposób, ż e  drogę  redukcji  wyznacza  lokalny  krzywoliniowy  ortogonalny układ  osi
(x,  s,  n)  otrzymujemy  w punkcie  R  równoś ć wektorów  sum,  wektorów  momentów  i  bimo-
mentów.

(2.1)  S(A)  =   S(B),  MR(A)  =   MR{B),  Ba{A)  =   B(Ba).

Statyczna  równoważ ność  dwóch  ukł adów  wymaga  równoś ci  tylko  sum  i  momentów,
a  wię c  ukł ady  kinematycznie  równoważ ne  są   statycznie  równoważ nymi.

3.  Przykł ady  zastosowań

Pierwszym  zastosowaniem  przyję tej  definicji  o  kinematycznej  równoważ noś ci  jest
uogólnienie zasady de Saint Venanta, którą  moż emy teraz sformułować: Jeś li na niewielkiej
powierzchni  prę ta  cienkoś ciennego  przyłoż ony  jest  układ  (A)  wywołują cy  w prę cie pewną
macierz  naprę ż eń ,  odkształceń  i przemieszczeń ,  to jeś li  na  tej powierzchni układ (A)  zastą -
pimy  kinematycznie  równoważ nym  układem  (B),  wówczas  stany  naprę ż eń  odkształceń
i przemieszczeń  róż nić  się   bę dą dowolnie mało z  wyją tkiem  obszaru leż ą cego w są siedztwie
powierzchni przyłoż enia  układów  (A)  i  (B).

Konsekwencje  takiego  uogólnienia  są   nader  oczywiste.
Drugim  zastosowaniem  poję cia  kinematycznej  równoważ noś ci  jest  pokazanie  sensu

i  uzasadnienie  nazwy  wystę pują cego  w  analizie  prę tów  cienkoś ciennych  wyraż enia

(3.1)  -   B<o =  JJ  ox(x,s)co(s)dA,
A

które nosi nazwę   bimomentu, a które wprowadza  się  bardzo formalnie. N p. MUTERMILCH
[1]  obliczając  pracę   naprę ż enia  <yx na  przemieszczeniu  ux  otrzymuje

(3.2)  Lk = J J  ux ax dA ~ uj  J  axdA - v' J j  axydA - w' J J  <fx zdA - 6'  J J  axwdA,
A A A' A A

aby  nastę pnie  stwierdzić  «...  ostatni  składnik  wyraż enia...  jest  również pracą  wirtualną

pewnej  nowej  sił y  wewnę trznej  Ba  ~  ffacodA,  zwanej  bimomentem,  na przemieszczeniu

ux».

Wielu  autorów m.in. F IŁON IEN KO- BOROD ICZ  [2], mając  wyraż one  naprę ż enia normalne
w postaci

w  wyniku  formalnego  pomnoż enia  obu  stron  przez  co i  wykonania  cał kowania  po  po-

wierzchni przekroju  poprzecznego  otrzymuje

(3.4)  JJ  axmdA  = Ba  =  -  <p"E1JC0
A

i  pisze  «...  wielkoś ć  Bm,  to  tak  zwany  gię tno- skrę tny  bimoment;  jego  wymiar  wynosi

[kG  cm2]».  Podobnie rzecz  traktuje  RUTECKI  [3]. Próby wyjaś nienia  sensu  Ba,  znajdujemy
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w  ksią ż kach  BIELAJEWA  [4]  i  PANARINA,  TARASENKI  [5],  na  najprostszym  przykładzie

naprę ż eń  w  ś ciance  ceownika.  Gdyby  dokonać  tej  próby  dla  naprę ż eń, np.  w pół kach,
moglibyś my  dojść do bł ę dnego rezultatu, jeś li nie wprowadzić  dodatkowej umowy  o drodze
redukcji,  innymi  słowy  o kinematycznej  równoważ noś ci  ukł adów. Wykorzystując  podaną

Rys.  7
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definicję  kinematycznej  równoważ noś ci,  bez trudu  pokaż emy  sens  i uzasadnienie  nazwy
dla  dowolnego  przekroju  poprzecznego  i  dowolnego  punktu  redukcji  R.

Rozważ my  pokazany  na rys. 7a ukł ad  i zredukujmy  go do punktu R. N iech punkt R
bę dzie  «ś rodkiem  zgihania», a punkt 0 gł ównym  zerowym  punktem  współ rzę dnej  wycin-
kowej.  Przenosząc z punktu A siłę P (rys. 7a) do punktu  («- 1) dodajemy  parę o wektorze
(rys. 7b)

(3.5)  AMB =   AsBxP.

Przenosząc  moment do równoległ ej  pł aszczyzny  przechodzą cej  przez  punkt  R doł ą-
czamy  biparę o bimomencie

(3.6)  ABa>n  =  PAsnr„   =  PAw„

otrzymując  ukł ad  kinematycznie  równoważ ny  pokazany na rys. 7c.  Przenosząc dalej  siłę P

do punktu  (w — 2) doł ą czamy parę o wektorze

(3.7)  AMn_, =  AJ„_LxP

otrzymując  ukł ad pokazany  na rys. 7d. Przenosząc z kolei  moment AM„_ l  do równoległ ej
pł aszczyzny  przechodzą cej  przez  punkt  R dodajemy  biparę  o bimomencie

(3.8)  ABm,„_,   =  PASn- ^i  =  P/ K- i,

jak  pokazano na rys. 7c. Postę pując  analogicznie  tak, aż siła P znajdzie  się w punkcie R
otrzymamy  w rezultacie  zredukowany  do tego  punktu  ukł ad  kinematycznie  równoważ ny
danemu, który  skł ada się: z siły P zaczepionej  w R, wektora  momentu

n n n

(3.9)  M = £  AM,  = ]? A~s,xP =  (JT As?) xP =   RAxP
1=0  (=0  != 0

oraz bipary  o bimomencie
n n n

(3.10)  Bm =  £ABati  =  %PAstrt  =  P £  As,rt =  Pco{A).
tmO  ( = 0  1 = 0

Ostatnie  dwa  wyraż enia  traktować  moż emy  jako  sumę  aproksymacyjną  w  przypadku,
gdy  przekrój  poprzeczny  ma oś ś rodkową  o dowolnej  krzywej y =  y(s), z =  z(s). W tym
przypadku  mamy

M  = (j_ds\xP  = RAX.P,

(3.11)  U "  '
Ba  = P  J r(s)ds  =  P J da=-   Pco(A).

RA ' RA

Wektor  M, jak widać, nie zależy  od kształ tu krzywej,  a jedynie  od współ rzę dnych punktów
R  i A, w przeciwień stwie  do wartoś ci  bimomentów.  Zredukujmy  teraz do punktu R siły
wewnę trzne o gę stoś ci  ctx rozpostarte nad przekrojem  poprzecznym  pokazanym  na rys. 8.
Jeś li  oznaczymy  przez dP(s) =  axd(s)ds  i postę pować  bę dziemy  analogicznie, jak w przy-
padku  pokazanym  na rys. 7, zredukujemy  ukł ad  do punktu  R  otrzymując

dN=  axd(s)ds,

( 3- 1 2)  dM = RXxdP(s)  =   RKxaxd(s)ds,

dBa  =  axco(s)d(s)ds.
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Sumując  zredukowane  w punkcie  R  układy  od wszystkich  elementarnych  sił   dP{s)
na całej krzywej  c, otrzymamy

N  =  J (fxd(s)ds  = / /   axdA,

(3.13) M=   J RKxaxd(s)ds  =  fj  RK x axdA
c  'A

B<o = J  <yxu>{s)6(s)ds  =  J J  oxio(s)dA.

6, u (sja'A

Rys.  8

Układ  ten jest  kinematycznie  równoważ ny  układowi  sił  wewnę trznych  o gę stoś ci  ax

rozpostartych  nad  całym przekrojem  poprzecznym.  W wyniku  tego rozumowania  stają   się
jasne  nazwa i sens  całki Ba. Kolejnym  wreszcie  przykładem  wykorzystania  kinematycznej
równoważ noś ci  układów jest  wyprowadzenie  wzoru  na naprę ż enia  normalne ax  wyraż one
poprzez siły przekrojowe  {N, My,Mzi  B^).  Wykorzystujemy  tu bowiem  warunek  kinema-
tycznej równoważ noś ci  układów sił  zewnę trznych  (Z) po jednej  stronie przekroju  z układem
sił  wewnę trznych  (W)
(3.14)  S(Z)  ='Ś (W),  M(Z)  =  M(W),  Bm(Z)  =   Ba(W).
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B  pa6oTe  npeflCTaBJieHo  onpeflejieH He  «KHHeiviaTH^iecKoił   sKBHBaJieHTHOCTH  CH CTCM   C H J I ».  H 3  M H O-

cHCTeM   C H JI,  B  KOTopoiw  onpefleneHO  noHHTHe  CTaTHMecKoił   sKBHBajieHTHOCTH,  Bbiflejien  raiacc

M,  BbI3WBaiOmHX TBKOH >Ke  KHHeiHaTHMeCKHH 3(J)dpeKT. B  OTJlH^He OT CTaTIMeCKOH,

KHHeMaTH^ecKan 3KBHBajieHTHocTb  CHcreM  3aBHCHT  OT $ o p i«bi  Tejia.  P accwoTpeH  pup,  npH M epoB

30BaHHH  TaKoro  onpeflejieH HH  n pn aHaJiH3e  TOH K H X  CTep>KHeft.
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S u m m a ry

KINEMATI C  EQUIVALENCE  OF A  SYSTEM   OF FORCES

In the paper the definition of «kinematic equivalence of a system» has been formulated. From the set
of  forces  in which  the relation of statical  equivalence  is given, one can distinguish  the equivalence  class
of  forces  giving the same kinematic effects.  In contrary  to static equivalence, the kinematical one depends
on the shape of the loaded body. Several examples are presented in which the introduced definition is used
in  the  analysis  of slender  bars.
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