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Trojwarstwowe dzwigary powierzchniowe z uwagi na swoje zalety znajduja coraz
szersze zastosowanie w technice. Konstrukcje te z reguty charakteryzuja si¢ duza podatnoé-
cia na poprzeczne odksztalcenia. ,

. Klasyczna teoria tarcz tréjwarstwowych zakladajaca wystepowanie plaskiego stanu
napre¢zenia moze powodowaé do$¢ duZe bledy szczegélnie w tarczach z grubym i podatnym
na poprzeczne odksztalcenia rdzeniem.

Teoria klasyczna moze réwnieZz prowadzi¢ do duzych bledéw w nastgpujacych przy-
padkach: analizy naprezen w poblizu otwordw, ktérych érednica jest nieduza w por6wna-
niu z gruboscia tarczy, tarczach wirujacych, obciazenia tarczy sitami powierzchniowymi,
obciaZzen dynamicznych itp. X

Scisle obliczenie warstwowych dzwigaréw powierzchniowych jest bardzo skompliko-
wane [1i2]. Z tego wzgledu istnieje kilka uscislonych metod obliczania tréjwarstwowych
piyt i powlok [3—S5]. :

Natomiast dotychczas prawdopodobnie nie publikowano Zadnych prac na temat
nscislonego obliczania tarcz tréjwarstwowych.

W niniejszej pracy podjeto prébe zbudowania usci§lonej teorii ortotropowych tarcz
tréjwarstwowych o cienkich okladzinach. Praca stanowi uogdlnienie technicznej teorii
grubych ortotropowych tarcz jednorodnych [6, 7].

1. Réwnanla podstawowe
L.1. Podstawowe zwigzkl teorll sprezystoscl. Rozpatrzmy w ramach liniowej teorii spreZy-

stosci tarcze tréjwarstwowa o jednakowych okladzinach. Zaktadamy, ze rdzen i okladziny
sa wykonane z materialéw jednorodnych, ortotropowych i liniowo sprgzystych (rys. 1).
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190 J. KusAwskl

Rdzen i okladziny sg polaczone bezposrednio w sposéb niepodatny. »
W obszarze tarczy muszg by¢ spelnione podstawowe zwigzki teorii sprezystosci to jest:
zwiazki Cauchy’ego

: 1 ..
(1.1) gy =5 (wij+uw,), ,j=1,2,3,
réwnania konstytutywne
011 Ay Ayy Ags €131 023 = 2444 &23,
»(1-2) O2 | = | Az A2z A2z 221, 031 = 2As5° &34,
033 A3y Asp Azs €33 012 = 24g6" €13,

oraz réwnania réwnowagi
(13) 0','j.j+X1=0, l,j= 1,2, 3,

Ay(i,j=1,2,3)oraz 4,,(n = 4, 5, 6) sa wspélczynnikami sprezystoéci materiatu rdzenia.

Zakladamy, Ze w cienkich z reguly okladzinach wystepuje blonowy stan napr@ienié
i przemieszczenia analogicznie jak w klasycznej teorii tarcz. Skladowe stanu napreZenia
w okladzinach majg zatem nastegpujaca postad

(1.4) [0{1] _ [3{1 sz] [811] O33 = Oz, 00 = 1,2

' of.) LB, B, 9 ¢ 0'{2 = 2Bls- &4,
tutaj Blg i Bés sa wspélczynnikami spreZystosci dla ciata ortotropowego w ptaskim stanie
naprezenia (por. [5] str. 20 i [8] str. 46).

1.2. Pola przemleszczen 1 naprezed. ObcigZenie tarczy stanowia sily przyloZzone na jej
powierzchniach zewnetrznych x; = £ (h2+6)

(1.5) ' Oas = £Par 033 =5,
oraz sily masowe ’
(1.6) X, = X,(x), Xy =0.

Zakladamy nastepujace pole przemieszczenia: w okladzinie dolnej
(.7 W =ul, wh=ul, xselh h+d)
w rdzenin
(1.8) uy = uy +ug(1-0%, w3 =usl,

x3 € (£h)

tutaj u¥ (k = 0, 1) sa nieznanymi funkcjami zmiennych x,, { = x3/A.
Przyjete pole przemleszczcn jest ciagle w calym obszarze tarczy, z tym, Ze dla gornej
okladziny uf =

Ze wzgledu na symctri@ wzgigdem plaszczyzny $rodkowe] bedziemy rozpatrywali
tylko polowg tarczy x; € <0, A+ ). Otrzymane wyniki beda stuszne dla calej tarczy.
Na podstawie (1.1), (1.2) i (1.4) pole naprezenia ma postaé: w okladzinach
(1.9) of, =Bl - e),+B, 63,, of,=DBl, e}, +Bf, 3,
0{2 = 2B£6 . 8?2’
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w rdzeniu
01y = Ayy - [0+ et (1= 4+ A4y, - [e3:+e3,(1 =D+ A4,y5 - &35,
(1.10) 022 = Ayp* [e2i 4+ &1, (1 =0+ Ay, - [692+E3,(1 =)+ 4257 635,

2
G122 = A66' [E?2+E{2(1_C2)], Ogy = Gta(_'"h— u;+ug.a) : C,

tutaj 7, = Ass/G, T, = A44/G, G jest dowolnie przyjetym pordwnawczym modulem
sprezystoéci poprzecznej np. Agg. '

Wzory (1.10) okreélaja pole naprezenia w rdzeniu z wyjatkiem napreZenia oy5. Na
podstawie trzeciego réwnania réwnowagi

(L1 033 = —h [ 05,00+ C(x,),
stad po podstawieniu (1.10) oraz przyjeciu, Zze dla { = +1 o35 & p} otrzymujemy
;
(1.12) 033 = Py =G, (u;~7‘u2,a) (1-0%).
. _ «

Sity wewnetrzne w okladzinach i rdzeniu zdefiniowane sa nastgpujaco

I+n

1
(1.13) Np=h [ ofydt, N=2h[ogd
1 0

gdzie n = é/h.
Na podstawie 1.9), (1.10) i (1.13) otrzymujemy sily wewngtrzne w okladzinie

) N{l. ] -B{l B{z 0 ucl),l
(1.14) N, |=6-|BS Bl 0 || 8. |,
N2 0 0 B u?,_2+u(2).1
i w rdzeniu
Ny, Ay A2 0 _ uy,y Ay, e
(1.15) Ny, | =2h| A2y A22 0 uz,2 +| 423 -Ts,
Ni, 0 0_ Agel Lu1,2+45, 4 0

u = u3+,? u; sa usrednionymi po gruboéci rdzenia przemieszczeniami.

1.3, Uklad réwoad réiniczkowych. Pola przemieszczenia i napreZenia sa opisane
za pomoca pieciu funkeji 4% i 3. Funkcje te wyznaczamy spelniajac w sensie catkowym
réwnania réwnowagi sil poziomych oddzielnie dla rdzenia i okladziny dolnej w naste-
Pujacej postaci '

14n

1
(1L16) k[ (Gupp+Ous,s+X)dE =0, k[ (0up,p+0us,3+Xe)dL = 0.
0 N 1 )



192 J. KujAwskI1

Z uwagi na fakt, Ze naprezenie ¢33 otrzymano spelniajac w sposob $cisly réwnanie
rownowagi sit pionowych w rdzeniu brakujace piate réwnanie otrzymamy uéredniajac
catkowo trzecie réwnanie konstytutywne w postaci

i
(1.17) J (@a—dyi-e)de =0, i=1,2,3.
N 0

Jesli podstawimy do (1.17) zwiazki (1.8) i (1.12) to otrzymamy

o - h
(118) . A3a(u2+% u;) +A33%‘+%Grm(uolz_7w.a) = p3.

1+n
Z réwnan (1.16), po podstawieniu (1.9) i uwzglednieniu zaleznosci A f Gu3,3dl =
. ; .

2
= p:z—GToc ( - —};’ uct +ug,a)

wyznaczamy
1
ui —(Bf 0% Bésag)x —(B{2+B"6‘6)af2 uf
hé Ty .
(1.19) =—-3F ) . +
u ——(B 2+ Bl6)d3,, —(Bhs f+B‘£20§) u3
T, T,
al pl
+l1— u3 hoL
2], 26 | p
R L2
T2

Na podstawie (1.10), (1.16); i (1.18) po uwzglednieniu (1.19) dochodzimy do ukladu
réwnan rézniczkowych: '

(1.20) L} = fi,
w ktorym
_ k.
Lll = 3G A11B1161+ _'(A11B66+A65B11)+

1
+ T—z (Ay2+ Ag6) (B2 +Bes)] 030+ = Age B 62} +
2

+h(Ay1+1B1,)0% +h(Ags+1Bss )03,

Ly, = —hal7{(B12+B66)[ (A1 0%+ Ass 6%)——77]+
+(A12+A66)[ (36662‘*'32252)—1]}

h? '
Ly = 3 0u[Ay; 01 +(Ay2+2466)03]+ A1 0,
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h?
s (A2 + Age) 03205 — h(X  +nXY),

h?
fi = —ni 3G (A1 0%+ A4ss .%)psl 3G,

—

Ly = _haIZ{(A12+A66)|: (B, 03 +Becaz)—l]

+(BJZ+B66)[ (Aes +Azza§)—77:|},

h3 1.
L,, = ZG { AgsBss 0% + [71—(‘412+A66)(B12+B66)+
1 1 '
+_T'2_(A66B22+A22B66)] 03 §+T—2Azszzag}+h(A66+
+7YB66)af+h(A22+"']Bz.2)a%,
h? '
L, =3 62[(A12+2A66)a + A2 0314 42302,
5 h? /2 .
fr=~- 3G (Ags 01+ A2, 03) P53+ (A12+A66)611P1—‘h(Xz‘l"V]Xz),
h? A
L31= 772 a [(1+G )(B1161+B66 )+
' 4 3 \
+(B12+Bss) |1+ 22103 | -5 41302,
G, 2 .
h? A,
Ly, = + U a2[( )(B6661+B226 )+
2 Gt
' A 3
+(BIZ+B66)(1+ 3‘)32] 7 Az30,,
Lys = — 2 (4,024 Ay, 034 — dss).
33 5 3101 3203+ 4 %3
3 1 A Aszs
f3= 2p3+2h[(1+G13)al 1+(1+G )azpz], '

Roéwnania (1.20) sé uwiklanym ukladem rézniczkowych réwnat czastkowych facznie
dziesigtego rzedu. Rozwiazanie ukladu najwygodniej jest znalezé numerycznie np. metoda
réznic skoniczonych.

1.4. Warunkl brzegowe. Warunki brzegowé wyprowadzimy korzystajac ze znanego
w rachunku wariacyjnym pojecia naturalnych warunkéw granicznych.
Stad otrzymujemy nastepujacy zwigzek na pobocznicy walca ograniczajacej tarcze

(122) 6[ff (O‘,,,,Zl,,+0',,sus+d,,3ll3)d.7C3dS] = 0;
r
tutaj d oznacza wariacje calki powierzchniowe;j.

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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Po podstawieniu (1.7) i (1.8) do (1.22) i wykonaniu catkowania po grubosci tarczy mamy

S/ 0 1 0 0 1 1
(1'23) !'(nonn b Onn 3 oun) (Sll,, } 3 (0,, } 5 onn) 6”1! }

_ ) 1 ,
+ (nG{s+ Ons +% 0,%3) Sug +-§~ (a,‘,’,+ = a,}s) du + - x’éug] ds = 0,

gdzie

X = Gra(—%u;+ug,a).

Stad otrzymujemy nastepujace jednorodne warunki brzegowe: -

statyczne
f. 0 2 1 0 I,
nanll+ann+ -3— Opy = 01 Unn+? Opn = 0’
. . 4
(129 Nl tolt 5ok =0, ohtog ol =0,
X1= 0 ‘
i geometryczne
(1.25) wW=0, u=0 uwW=0 ul=0 uI=0,

gdzie skladowe stanu naprezenia o/ i o* (k = 0, 1) sa okre§lone przez wzory (1.9) i (1.10).

Wynikowy ukiad réwnan rézniczkowych dla tarczy tréjwarstwowej jest lgcznie dzie-
sigtego rzedu. Pozwala to speini¢ po pieé warunkéw brzegowych na pobocznicy walca
ograniczajacej tarcze. W warunkach brzegowych moze wiec wystepowaé w réznych kombi-
nacjach pig¢ wielkodci geometrycznych i statycznych spoérédd (1.24) i (1.25).

Poza wymienionymi moga wystgpowaé jeszcze inne kombinacje warunkéw brzego-
wych. Gdy'mamy rézne warunki brzegowe w obszarze rdzenia i okladzin wtedy spetniamy
catkowo warunki brzegowe oddzielnie dla rdzenia i oktadzin. W tym przypadku na pobocz-
nicy walca ograniczajgcej tarcze moze wystepowaé w réznych kombinacjach pieé wiel-
kosci geometrycznych '

2 .
(1.26) W, ik, W, u§’+%u§, us
i pieé statycznych
(127 Hoo Oht 3ok Oh Rtk X /

Przy jednorodnych warunkach brzegowych zwiazki (1.26) sa identyczne z (1.27)
Pewne réznice wystepuja w statycznych warunkach brzegowych. Na podstawie (1.27)
mamy : '

4
(1.28) a°+?0‘ = 6°+0,80! = 0,
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natomiast zwiazki (1.27) prowadza do zaleznoéci
B : . . 4
a®+ 3 a! = ¢°+0,66 [6] ¢* = 0.

Ze wzgledu na antysymetryczny charakter przemieszczenia u; i naprezefi o,5 zachodzg

zwiazki
h+6 h
(1.29) _ [ wuydxy =0, fo-aadxs =0.
. —~(h+38)

Wymlemmy kilka kombinacji warunkéw brzegowych Jakle moga wystapié w tarczy
tréjwarstwowej wzdiuz brzegu x, = a. -

Jeéli tarcza wzdluz brzegu jest calkowicie utwierdzona wtedy mamy

(1.30) uf=0, uf=0, w=0, u=0 =0

W tym przypadku warunki brzegowe sa $cisle spelnione, gdyz Zzaden 2z p\inktéw le-
23cych na pobocznicy walca ograniczajacej tarcze nie przemieszcza sie.

W tarczy tréjwarstwowej moze wystapié jeszcze inny rodzaj utwierdzenia. Utwierdzone
moga byé tylko okladziny tarczy, a rdzef moZe mie¢ jednorodne statyczme warunki
brzegowe rys. 2.

h @&

h

8

A Szezeling
/ dylatacyjna

- 4

Rys. 2

Jest to przyklad mecmglych warunkow brzegowych w przekmju poprzecznym tarczy
Na podstawie (1.26) i (1 27) mamy

: 2 -2
(131) utl) = 09 th)l+_§_o-}l = 0) ug = 0: 0?2+?0}2 = 03
ud = 0.

~W tym przypadku sa dciéle spetnione warunki brzegowe w okladzinach, natomiast
w rdzeniu w ten sposob, iZ wypadkowe naprezen brzegowych sa yowne zeru.

Nll —2h(011+ )—O N12=2h(0-?2+—‘_§_0’}2)=0’

Pozostaiy warunek dotyczqcy zerowama SIQ napreZen o, jest speiniony w postam
(1.29),.

3
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Jedli wzdhuz nieobciazonego i swobodnego brzegu znajduje sig nieskofczenie sztywna
w swojej plaszczyznie, i doskonale wiotka z plaszczyzny przepona brzeg spetniajacy wa-
runki antysymetrii to korzystajac z (1.24) i (1.25) otrzymujemy

5

=0, u=0, u3=0.

) 2 . 4
(132) - ' "10"1[1‘1"0(1)1'{"?0%1 =0, ofy+—o0i =0,

Przedstawione przyklady dotycza jednorodnych warunkdéw brzegowych.
Gdy na calkowicie utwierdzonym brzegu dziala sifa $ciskajaca N wtedy maray

(1.33) 7](7{1+U(1)1+‘§—0f1 = TR uy =190, . ug =0,
ul =0, ud=0. .

Jesli brzeg utwierdzony jak na rys. 2 jest sciskany sitg N warunki bfzegowe maja postaé

1 ' 2., :
N{l = 60{1 = _TN’ 0'(1)1+~§—O'}‘1 =‘0, ‘ug =O)
(1.34) '
a?2+—§—a}2 =0, u3=0.

2. Uproszczenie teorii

Moina wykazaé, ze w tarczach trdjwarstwowych, w ktérych rdzed ma kilkakrotnie
mniejsze stale sprezystosci niz okladziny, wplyw przemieszczenia u$ na napreZenia g,; jest
znikomy. Po jego pomini¢ciu mamy

.1 . Oy3 & ——h—uaC‘

Konsekwencja zaloZenia (2.1) przemieszczenia u!, napreZenia o3, 1 uklad réwnaf
(1.20) upraszczaja si¢ do postaci

1 1
' uj — (B], 8%+ B{s83), — (B{,+BLe) 03, ul
@.2) _ Bl T 7y ; e
ul 2G

1 . 1
— (B{,+ Bf¢) 83,; = (Bs 83+ B,,03) u3
2 2

)

)
h Ty
26|

(2.3) . 033 = p‘g—GTaué_a(l—Cz),
Lu_ Ly, 4139, utl)_ N
Ly, Ly, Azs‘?z . u(z) 1 /2

3 4 B
Ly La, -'2*—/:—3 ul fa

2.4)
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Z rownania (2.4); wyznaczamy

h
. 0 _ N
2.5) U3 = Ans (Laa" i ~13).

Jesli podstawimy (2.5) do pozostalych rownan (2.4) to otrzymamy nastepujacy uklad
rownaf rézniczkowych

(2.6) _ Liguf = [y,
gdzie ' '
, 2 4 2 4
L= L11+“3“h A: 0Ly, Ly, = L12+‘§ h A: 0(Ls,,
7 2 A : 1] 2 A
.7 Ly = L21+Th7§ 0Ly, Lyy = L22+—3-hﬁ 0, L35,
A
fl—f1+_h 13 afa, f2 =1+ —h 2 0.fs.
Azs

Uktad rownan (2.6) jest facznie dsmego stopnia i zawiera tylko dwie niewiadome u2 co
znacznie ulatwia jego rozwiazanie.

Z uwagi na wysoki rzad uktadu réwnan (2.6) oraz ztozona budowe operatordéw réz-
niczkowych (2.7) rozwiazanie analityczne moZe nastrgczaé duze trudnosei. Z tego wzgledu
rozwigzanie ukladu najwygodniej jest znalezZé numerycznie.

3. Przyklad

Sposoéb korzystania z wyprowadzonych zwigzkdéw do usci$lonej analizy tarcz troj-
warstwowych zilustrujemy nastgpujacym przykiadem. Rozpatrzmy tréjwarstwowe pasmo
tarczowe rozciggane silami N. Na brzegach tarczy znajduja sie¢ przepony, ktére nie
pozwalaja na przemieszczenia punktéw brzegowych w kierunku grubosci tarczy. Zadanie
rozwiazemy dla tarczy, w ktdrej rdzen i okladziny sa wykonane z materialow izotropo-
wych.

Zastosujmy teori¢ uproszczong co pozwoli w latwy sposéb otrzymaé ogélne wzory.

Jest to przypadek plaskiego stanu odksztalcenia &,, = 0. Réwnania rézniczkowe

/tcorii uproszczonej do wyznaczenia niewiadomych geometrycznych maja postaé

nmh*  d*° 2 h [nmh2 au® 3 du°]

B u = — W=

T—v  dx* 3o | 20=) a2 x|
1 , 2—v d*u° a2’
-3 h i T + (1 4-nm) e 0,
gdzie
1—»?* Ef
M= g , Eiv oznaczaja modut sprQZystosm podiuznej i liczbe Pmssona rdze-
=

nia a E/j v, te same stale dla okladzin, #° = ud, w = 3, x = x,.
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego sa funkcje

(3.2) uo = C1 + Cz £+ C3 Sh k£+ C4 Ch!k£,
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tutaj
3(1—»)
k== = x/a.
h 2—v (l+r)m)’ ¢ =xla
- Z uwagi na antysymetri¢ funkcji u® wzgledem $rodka tarczy C, = C, = 0, ..
State catkowania C, i C3 Wyznaczamy z nastgpujacych warunkéw brzegowych:

.. E 4 [; o 2 1.
Ny = thvz—m—[(l-i-nm)u +Tu] =N,

-

(3.3) dax=a

_2 b [ w3 duo] —0
YEST T L aioy e 2 dx )T
Stad otrzymujemy -

' Il N » 1 N a
34 =535 % G=T7S kR
Symbolami S i % oznaczono wielkosci
hE ' 1
= — = —_—— I s
S=——x (I+nm), ==1 o) (1 +nm)

gdzie 2 jest sztywnoscia tarczowa rozwazanego pasma wyst@pujch w te_orii klasycznej
(por. [5] str. 122).

Pola przemieszczen i naprezen okreslaja zwiazki: .
w okladzinie dolnej
yo LN (L Shie __ 1N ok [ Chkt
"2 ST kCk) T TS 1 Chk
. (3.5) :
of = L Nm [ 1 Chk&
T2 h(1+m) % Chk )’
w rdzeniu
_ 1 N 1 Shké W, )
“=3 ?“[5_7 KChk (1" 7 =9
w___l__]\i vh 1_Chk& ¢
28 1- Chk
1 N
(3-6) 011 _TTT:I—nm B, L),
Nk mm k* Chké
- (¢
733 ( C)az l1+nm % Chk ’
1 N ogm k _ Shké
013 = — 55—+ ——

2 a l4ym »x ° Chka’

' ( Chkf
D=1l _ _p
. Nm 1 N
Tuta] — - = g% |
B N T prvern St L G P, )
niu otrzymanymi z teorn klasycznej.

= 0¥, sa naprezeniami w oktadzinie i rdze-
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Latwo zauwazyé, Ze réznica miedzy rozwiazaniem klasycznym, a usci§lonym jest duza
dla malych wartosci wspolczynnika k. Wspdlczynnik ten maleje wraz ze wzrostem h/a,
ym i liczby Poissona ». Dla duzych wartosci k wystgpujg tylko zaburzenia brzegowe.

Jak wynika z powyzZszych zwigzkow na brzegu tarczy moga wystgpowaé duze réznice
miedzy klasycznymi naprezeniami o¥, i of* a uécislonymi. Fakt ten wskazuje na duzg
koncentracj¢ naprezen w otoczeniu brzegu z Zeberkiem usztywniajacym lub brzegu utwier-
dzonego. Z uwagi na calkowe spetnienie warunkow brzegowych naprezenia o,, na brzegu
moga byé obarczone duzymi blgdami z tego wzgledu nie bedziemy ich badaé. W odleg-
loéci 2A od brzegu réznice migdzy naprezeniami klasycznymi a uscislonymi sa niewielkie.

Przeprowadzimy zatem analize wielko$ci naprezer 013 1 0332

1 N |
=1 o0,5= Y h Taam 21(8),
I N1
dla (=0 033 = 3 n 1+qm A:(8),
2
_ _qm h, Shk¢ __nﬁ(_h__) , Chké
gdrie 18 = ==k RO =2\ ¥ e
. 1 N . . . . .
WyraZenie > W oznacza naprezenie o, . Funkcje 4,(&) i 1,(£) przedstawiaja

stosunek naprezefi ¢,, 1 ¢33 do naprezenia o, w rdzeniu obliczonego na podstawie teorii
klasycznej.

W tablicy 1 zestawiono wartoéci funkcji A;(1) = a,5(1)/0%; i 42(1) = o33(1)/o%, dla
tarcz 0 9 = d/h = 0,10 w zaleznosci od wartosci » i m.

Tablica 1
ET 12 .
me= 10° 100 1000 o
E 1-v}
ois | ¥ =025 04490 | 04926 | 04957 | 04861
M |y =045] 07813 | 07326 | 07210 | 0,719
s |7=025 03600 | 02020 | 02824 | 02813
9 |y =045| 05700 | 0,394 | 0,3738 |02

Analiza zestawionych w tablicy wspélczynnikéw wskazuje na wystgpowanie dos¢ duzych
naprezen @,5 i 03; W otoczeniu brzegu tarczy. Na przykiad dlav-= 0,25im = 100 0,3 =
= 0,49 0%, a 035 = 0,29 o¥,. NapreZenia te rosna ze wzrostem liczby Poissona rdzenia.

Z uwagi na do$¢ duZe réznice migdzy teoria klasyczna a uécislona analiza koncentracji
naprezei w otoczeniu brzegu powinna byé przeprowadzona za pomgcg teorii ogélnej
uktadu réwnat (1.20). Pozwoli to dokladnie spelni¢ warunki brzegowe. W rozwazanym
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przypadku trzeci warunek brzegowy ma postad
(3.7 oy, = Kul,

gdzie K jest wsp&czynnikiem sprezystosci zeberka brzegowego.
Jedli K = oo to 4} = 0 i mamy krawedz calkowicie utwierdzona.

4. Ocena zbieznoSci rozwigzania

Sciste ustalenie zbiezno$ci rozwigzania dla tarczy tréjwarstwowej nastrecza duze trud-
nosei. Z tego wzgledu oceny dokonamy w sposob przyblizony. Przyjmujemy, Zze blonowe
réwnania réwnowagi sa dostatecznie dokfadne dla cienkich z reguly oktadzin. Pozostaje
zatem ocena zbieZno$ci rozwiazania w rdzeniu. Réwnanie réwnowagi sit pionowych dla
przyjetych zatozen jest SciSle spetnione (1.11). Réwnania réwnowagi sit poziomych sa
uérednione catkowo co w pewnych przypadkach moze spowodowaé dosé duze bledy.

Réwnanie réwnowagi sit poziomych w plaskim stanie odksztalcenia ma postaé

“4.1) ‘ 011,1+013,3 =0,
stad ‘
(4.2) . 013 = —fo'“,ldx:;.

Jedli do réwnania (4.2) podstawimy naprezenia o, okreslone zwigzkiem (3.6); to
otrzymamy '

. , 1 N v(1+nm) N '(l—v)z'( 1 k Shké&
(43) oia = L+ nm C[H_ (2—v) (1-29) (1 T _1—?4-2))21—7:73@]

Jest to naprezenie jakie powinno towarzyszy¢ naprezeniom oy, przy Scistym spetnieniu
rownania rownowagi sit poziomych w rdzeniu.
W wykonanym przyktadzie mamy

1 N nm k _ Shké

4.4 - o ,
(“4) 13 2 a l+ngm = ¢ Chk
Roéznica migdzy naprezeniami wynosi
1 » k Shké&
45) Aoy = 0lg—0,5 = —— S WA N L
(4-3) %13 = G137 01 4 N[1+ V=) (1—211)] G Tk 174

Wypadkowa A¢ 5 dzialajaca na polowe tarczy wynosi

I
1 _h .k Shk¢
4.6 _— ————— —_— —————
(4.6) hoonde 16Na0x i

1+ L

_ 2—»)(1~2%)"

Stosunek wypadkowej (4.6) do analogicznej wypadkowej naprezenia (4.4) wynosi
A0 _ 1 I+ym

@.7) R

- gdzie | P =
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W tarczach o » = 0,25 i » = 0,45 odpowiednio mamy

' 40 ) 14 nm 40 d+nm
(4.8 — =0,2733 ——, —= =0,9758~ .
“.8) Q nm Q nm
Je$li n = 0,10 i m = 10 to wypadkowe naprezen o5 sa mniejsze od 673 0 &, = 100%
- AQ/Q = 30,06% dla » = 0,251 ¢, = 88,70%, dla » = 0,45.
Stad wynika, Ze zbiezno$¢ rozwiazania jest dobra w tarczach o malej wartosci v i duzej
wartosci nm.

5. Uwagl koncowe

W pracy wprowadzono réwnania uscislonej teorii ortotropowych tarcz tréjwarstwo-
wych, poddanych dziataniu sit powierzchniowych o wszystkich trzech skladowych i sit
masowych.

Zalozono, Ze w rdzeniu tarczy sa pelne tensory stanow naprezenia i odksztalcenia,
a w cienkich z reguly okladzinach wystgpuje blonowy stan napreZenia i przemieszczenia.

Zadanie rozwiazano w przemieszczeniach, zakladajgc ciagle pole przemieszczen w ca-
tym obszarze tarczy. '

W rezultacie otrzymano uwiklany uklad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych
Iacznie dziesiatego rzedu do wyznaczenia trzech wielko$ci geometrycznych uf (i = 1,2, 3)
stanowigcych przemieszczenia okladziny tarczy. ‘

Rozwigzanie ukiadu najwygodniej jest znalezé sposobem numerycznym na przyklad
metodg réznic skoficzonych. '

Z uwagi na przyjete zaloZzenia kinematyczne wielkoéci antysymetryczne wzgledem
plaszczyzny érodkowej zmieniaja si¢ liniowo po grubosdci rdzenia. Fakt ten ogranicza’
zastosowanie teorii do tarcz o éredniej grubosci /ifa < 1/4 i z rdzeniem o mniejszej nos-
nosci od oktadzin nE//E > 1. '

Wykonany przyktad wskazuje, ze w otoczeniu obcigZonego brzegu utwierdzonego
lub z Zeberkiem usztywniajacym moze wystepowal dosé duza koncentracja napreZen.
Ma to istotne znaczenie gdyz w tarczach trdjwarstwowych prawie zawsze wystepnja kra-
wedziowe Zeberka usztywniajace. )

Roéznice migdzy rozwigzaniem klasycznym, a uscislonym rosng ze wzrostem grubosci,
liczby Poissona, oraz podatnosci rdzenia tarczy.
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Peaome

TEOPUSE OPTOTPOIIHLIX TPEXCJIONHLIX NUJIMT CPEIXHEN TOJNIIVHBI

B paGore BbIBeJEHbI YPABHEHHS YTOUHEHOH TEOPHH OPTOTPONHLIX TPEXCNOHMBIX IIMT NOABEp)Ke-
HBIX JEHCTBHMIO MOBEPXHOCTHBIX CHJI O BCEX TPEX KOMIIOHEHTAX H MaccoBBIX cuit. IIpHHuMaercs, uro
B CepAUEBHHE MHTLI BOSHIKAST COCMOsTHHe HANPSKEHA 1 AehOPMALIK OTBEUAIONIEE TIOHbIM MaTpHLIaM
COOTBETCTBYIOUIHMX TEH30POB — C APYFOH CTOPOHbLI, KAK NMPABHIO, B OrPAHHYHBAIOLIKX CIOAX HMEETCH
MemOpanHOe COCTasiHue HANpDKEHHs U AedOPMAIKH KaK B KJIACCHUECKOH TEOPHH IUTHT.

3apava peurena B epemelleHusDy IpK XPEe/INOIOM EHAH HENPEPLIBHOrO OIS TEPEMELLIEHMI B Ies10i
ofnactit rwrel. B pesysmraTe monyyeHo HEABHYIO CHCTeMy TPeX Ay depeHUMAaNbHBIX YPAaBHEHHH COB-
MECTHO JECSTOXO MOPSA/IKA UL ONPeAeNieHHsl TPEX FeOMEeTPHUCCKHK BeJIMUHH SBIUTIOLLMXCS IepeMeliie-
HHAMY B OCPAHKUMBAIOUIMX CNOSX. PafoTa NPOMIIOCTPUPOBAHA IIPHMEPOM, K3 KOTOPOro BBITEKaeT
CYUIECTBOBAHHE CPABHHTENLHO OONBLIQH KOHUEHTPALMK HANDKEHWH B OKPECTHOCTH HATPYM(EHHOIO
Oepera.

Summary

THEORY -OF STRETCHING ORTHOTROPIC SANDWICH PLATES
‘ *  WITH MODERATE THICKNESS

The paper presents an improved method of calculation of orthotropic sandwich plates with moderate
thichness. The loadings of the plate consist of surface forces with all three components acting symmetrically
with respect to the middle plane and body forces. It has been assumed that full tensors of stresses and
strains are in a core of plate and in usually thin faces of plates, the membrane stresses and strains are similar
to those of the classical theory.

The problem is solved in displacements assuming a continuous field of displacements in the whole
plate’s region. The obtained system of three differential equations of tenths order allows to determine
the three unknown displacements of the face of the plate. In the given example we show the stress concen-
tration near the loaded boundary.
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