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1. Wstęp

Obróbka  powierzchniowa  czę ś ci  maszyn jest jednym z waż niejszych  problemów współ-
czesnego  przemysł u.  Jednym  z  rodzajów  obróbki  powierzchniowej  jest  wprowadzenie
w  cienką,  zlokalizowaną   przy  samej  powierzchni  obrabianej  czę ś ci,  warstwę   pewnego
czynnika,  mają cego  nadać  tej  czę ś ci  okreś lone  wymogami  technologicznymi  i  eksploata-
cyjnymi  cechy.  Jako  przykł ad  moż na  tu  przytoczyć  proces  azotowania,  nawę glania  czy
cyjanowania  powierzchni  metalowych.  Zjawisko  to jest  niczym  innym  jak  pewnym  pro-
cesem  dyfuzji  jednego  oś rodka  w  drugi,  przy  czym  podkreś lić  należ y,  że  w  warunkach
rzeczywistych  proces  ten przebiega  przy jednoczesnym  poddaniu obrabianej  czę ś ci działa-
niu  tak pola  temperatury jak  i pola sił .

W  pracy  niniejszej  zajmiemy  się   próbą   opisu  wpływu  procesu  dyfuzji  na naprę ż enia
w nieskoń czenie dł ugim walcu  koł owym. Uwzglę dnimy  przy  tym wpływ pola temperatury
na  przebieg  dyfuzji  i  na  odwrót.  Ponadto wyznaczymy  koncentrację   czynnika  dyfundu-
ją cego  w  oś rodek  sprę ż ysty jako  funkcję   czasu  i  zmiennych przestrzennych.

Zał oż enia pracy  są   nastę pują ce:
—  pobocznica walca jest wolna  od  obcią ż eń;
—  temperatura pobocznicy walca jest funkcją   ką ta  opasania <p  (geometria rozważ anego

walca  narzuca  prowadzenie  obliczeń  w  cylindrycznym  ukł adzie  współ rzę dnych  r,  <p, z)

1 czasu. Zał oż enie to ma na celu uwzglę dnienie zarówno ruchów konwekcyjnych  i w  efekcie
róż nych  od  zera  gradientów  temperatury  w  pł ynie,  do  którego  walec  zostaje  zanurzony
w  chwili  t  =   0 + ,  jak  i  ewentualne  stygnię cie  tego  pł ynu  (założ ono  tu  eksponencjalne
malenie  temperatury w  czasie);

—  potencjał  chemiczny ma  na  brzegu  walca  stał ą, niezależ ną   od czasu  ani zmiennych
przestrzennych wartość  dla  t  >  0. Zał oż enie to wynika  w sposób  dosyć  oczywisty  z  faktu,
iż  ilość czą stek  oś rodka  dyfundują cego,  które wnikaną   do walca, wyraża się  • — biorą c  pod
uwagę   np.  mol  oś rodka  sprę ż ystego  —  liczbą   o  kilkanaś cie  rzę dów  wielkoś ci  niż szą   od
liczby  Avogadro,  zatem nie mogą   one w sposób  widoczny  zmienić potencjału chemicznego
tego  oś rodka.  Moż na  wprawdzie  wpł ywać  na  zmianę   potencjału chemicznego w  wyniku
oddział ywań np. elektrycznych,  lecz  tego przypadku nie bierzemy  pod  uwagę;

—  własnoś ci  termiczne, dyfuzyjne  i mechaniczne walca  są   stał e;

—  w walcu  panuje pł aski stan odkształ cenia;
—  temperatura, potencjał   chemiczny  i  koncentracja  są   funkcjami  zmiennymi r, <p,  t;

—  w  chwili  począ tkowej  temperatura  walca  jest  stał a,  zaś  potencjał   chemiczny  ma
wartość  równą   zero. Zerowe  są   również  przemieszczenia  i naprę ż enia;
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—  pomija  się  wpływ  sił  masowych na naprę ż enia;
—  pomija  się  wpływ  odkształ ceń tak na pole  temperatury jak  i na proces dyfuzji;  •
—  pomija  się   efekty  inercyjne,  jakie  mogą   być  wywołane  poprzez  oddział ywanie

termodyfuzyjne,  gdyż  modyfikacja  funkcji  opisują cych  pola  mechaniczne uzyskana  przy
ich uwzglę dnieniu jest pomijalnie  mała co do wartoś ci, a postać  ich bardzo się   komplikuje
(por.  problemy  podobnego  typu  dotyczą ce  teorii naprę ż eń cieplnych, np.  [14,  15, 16].

Przy  tak  sprecyzowanych  zał oż eniach wyznaczymy  w  pracy  potencjał  chemiczny, pole
temperatury  oraz  stan  naprę ż enia  i  koncentrację   czynnika  dyfundują cego.  Jest  oczywiste,
że  rozwią zanie  dla  przypadku  niezerowych  warunków  brzegowych  dla  obcią ż enia  moż na
łatwo uzyskać metodą   superpozycji.

Temperaturę   i  potencjał  wyznacza  się   w  pracy  w  pełnej  postaci  wynikają cej  z  powyż-
szych  założ eń. Natomiast  dla  przemieszczeń,  naprę ż eń  oraz  koncentracji  wyznacza  się
tylko  rozwią zanie  odpowiadają ce  zagadnieniu  osiowosymetrycznemu.  Rozwią zanie  to
wystarcza  bowiem  do przeprowadzenia  analizy  wpływów  pól niemechanicznych  nawzajem
na  siebie  oraz na  pola  mechaniczne. D la przypadku  ogólnego  (zależ ność  od  ką ta  q>)  na-
szkicowano  krótko drogę  otrzymania wyników.

O  wszystkich  funkcjach,  wprowadzonych  w  trakcie  obliczeń  zakł adamy, że  spełniają
warunki  D irichleta  tak  dla  <p e  (—n,  it)  jak  i  dla  r e  (0, R)  (gdzie  R  jest  promieniem
rozważ anego  walca), oraz  że  są   wystarczają cą   ilość  razy  róż niczkowalne  w  sposób  cią gły
po obu tych zmiennych i po  czasie.

2.  Podstawowe  zwią zki  i  postawienie zagadnienia

W  pracy  oprzemy  się   na  nastę pują cym  ukł adzie  zwią zków,  opisują cych  potencjał
chemiczny,  temperaturę, koncentrację   i  stan  naprę ż enia  w  oś rodku  sprę ż ystym,  zapisa-
nych  w cylindrycznym  ukł adzie współ rzę dnych  r,  ę ,  z.

Równanie  charakteryzują ce  zmianę   potencjału chemicznego  [1, 2]:

(2.1)

gdzie  M  -   M(r,  cp,  t) —  potencjał   chemiczny;  6  =   0(r,  <p,t) —  temperatura  wzglę dna,
odniesiona  do  temperatury  począ tkowej;  KM  =  D —  współ czynnik  dyfuzji  [2];  6M  =

d 2  1  d  I d 2

są  d/ D, gdzie d—współczynnik  sprzę ż enia termodyfuzyjnego  ; V2  =  - ^  + — y  + —  y r  •

Równanie charakteryzują ce  zmianę  temperatury

ak
gdzie  KT  = - 7- =—- jzyr  termodyfuzyjny  odpowiednik  współ czynnika  przewodzenia

temperatury  [3]; dT  =   dTpj(ak),  Tp —  temperatura  odniesienia, a —  współ czynnik termo-
dyfuzji  [1,  2];  k  =  LqqT~2,  Lm  —  współczynnik  w  zwią zkach  Onsagera  (por.  np.  [2]
wzór  3.23)); n — pewna  stał a.  Sens fizyczny  stał ych k  i n wynika  ł atwo z równoś ci  k/ ń  =
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=   XtliQo c«) (gdzie  h  —? współ czynnik przewodnictwa cieplnego,  Q0 —  gę stoś ć,  ca — ciepło
wł aś ciwe przy stał ej deformacji  [11]) oraz z równania  (4.22) podanego w pracy  [2].

Stan  naprę ż enia  okreś limy,  wykorzystując  przemieszczeniowe  równania  ruchu  oraz
zwią zki  geometryczne  i zwią zki  konstytutywne.

Równania przemieszczeniowe  ruchu  [1, 2]:

(2.3)
_

86

gdzie  2*  =  A—y£/«;  A,/x —  stałe  Lame'go  [4],  yc  =  (3X+ 2,«)ac,  ac — współ czynnik
dyfuzyjnej  rozszerzalnoś ci  liniowej  [1, 2], Q0 —  gę stoś ć,
y*  =  (yTa+ycd)[ct,yT  =  (3/ l+ 2/ a)a,, a,—- współ czynnik  liniowej  rozszerzalnoś ci  ciepl-
nej;  y% =  yd a;  ur,  uę  —  przemieszczenia,

(2.4)  e. I^.^ ^

wobec  zał oż eń poczynionych  na  wstę pie  czł ony  inercyjne  w  równaniach  (2.3)  pomijamy.
Zwią zki  geometryczne  okreś lają  zależ noś ci  pomię dzy  odkształ ceniami i  przemieszcze-

niami  i  są powszechnie  znane  (por. np.  [4]); nie bę dziemy  ich tu przytaczać. Zwią zki  kon-
stytutywne  mają  —  w  przypadku  zagadnień  termodyfuzji  w  oś rodkach  sprę ż ystych  —
w  ogólnoś ci postać  [2]:

(2.5)  a,j  -   2/ xelJ + (K*e + yf&  +  ytIM)dij,

gdzie  atj,   ey —  skł adowe  stanu  naprę ż enia  i  odkształ cenia; <3̂  — delta Kroneckera.
D la  rozważ anego  przypadku —  po  zastą pieniu  skł adowych  stanu  odkształ cenia przez

pochodne  skł adowych  stanu przemieszczenia —  otrzymuje  się  zwią zki

arr  =

(2- 6)

Koncentrację  c moż na znaleźć  na  podstawie  nastę pują cego  zwią zku:

(2.7)  c

Powyż sze  zwią zki  oki- eś lają  równania  i zależ noś ci, jakie muszą  speł niać w  rozważ anym
przypadku  potencjał   chemiczny  M,  temperatura  6,  przemieszczenia  ur,  uv,  naprę ż enia
°rr> orę,  aw  i  azz  oraz  koncentracja  c.
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Warunki  począ tkowe  i  brzegowe  wynikają ce  z  odpowiednich  ustaleń  poczynionych

we wstę pie  pracy, okreś lone  są   nastę pują co:

dla  t  = 0

(2.8)  M(r,  <p,  0) = 0, 0(r,  <p, 0) =  0;

dla  r  =   R  i  t  >  0
I  M(R,  <p,  t)  =  M o ,  6(R,  f,  t)  =   T(<p)exp(- pTt)

( Z 9 )  |  an(R,  <p,  t)  =  0,  arę {R,  <p,  t)  = 0,

gdzie  jSr — wartość  stał a.
Z  uwagi  na  symetrię   równań  (2.1)  i  (2.2)  wygodnie  jest przyją ć  do  obliczeń  warunek

brzegowy  (2.9)! w postaci

(2.9)i  M(R,  <p,  t)  =   M(rp)exp(- pMf),

gdzie  fiM  —  stała.  Kł adą c  flM  — 0  oraz  M((p) = Mo  sprowadza  się   ten warunek  do  po-
staci  (2.9)!.

Warunków  począ tkowych  dla  naprę ż eń  czy  przemieszczeń  nie  ma  celu  podawać,
gdyż problem jest  quasi- statyczny.

Warunki  brzegowe  (2.9)3i4. moż na przedstawić za pomocą  funkcji  M, 0  i ua(a  =   r, 9?),
Wykorzystując  bowiem zwią zki  (2.6)j s 2  moż emy zapisać te warunki  w postaci

(2.10)

Ĵr_ + i^__i^   = o.
|_ rd(p  dr  r  J P = K

Równania (2.1) i (2.2) moż na rozwią zać niezależ nie od równań  (2.3). Fakt ten narzuca
sposób rozwią zywania  zagadnienia.

3.  Rozwią zanie  równań  transportu  ciepła  i  masy

W  celu  rozwią zania  równań  (2.1)  i  (2.2)  z  warunkami  począ tkowymi  (2.8) ii2  oraz
brzegowymi  (2.9)Ł i 2  zakładamy,  że  funkcje  0(r,  ę ,  t)  .i  M(r, q>,  t)  spełniają   warunki
Dirichleta  wzglę dem  zmiennej  cp e  (—n, n  >  przy  dowolnych,  ustalonych  r e  (0,  R}
i  t e  (0, co).  Mamy zatem

, t)\  \  ^

gdzie  &o(r,  t)  s  Mh

0(r,  t)  m 0.  Wstawiając  funkcje  0  i  M  okreś lone  zwią zkami  (3.1)  do
równań  (2.1)  i  (2.2) oraz  warunków  (2.8)l i 2 ,  (2.9)j  i  (2.9)2,  otrzymujemy  nastę pują cy
zestaw  równań róż niczkowych  i  warunków:

(3.2)

1
\dr2

1

r
d

dr
n2

r%
1 d

dt u"  l  dt

'  "   M  0t
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(3.3)  M r C R,  0  =   My***,   ®Cn'\R,  0  =   Fn>°e- I>«,

(3.4)  .   Mf, - s(r,0)   =  0,   ©;• .• (!•,  0) -   0.

W  zależ noś ciach  (3.3)  wielkoś ci  Tp'  i  Mc„- S  są   współ czynnikami rozwinię ć  fourierow-
skich  funkcji  T(q>)  i  M(c>). Oczywiś cie  Tg  s  AP0  = 0,  Tg  =   To,  M%  =  M o .

Równania  transportu,  po  przedstawieniu  poszczególnych  poszukiwanych  funkcji
AV postaci  szeregu  Fouriera, rozdzieliły  się   na  ukł ady  równań na  współczynniki  rozwinię ć
fourierowskich  funkcji  0  i  M  z  odpowiednimi  ukł adami  warunków  brzegowych  i  po-
czą tkowych.  Ukł ady  te rozwią zujemy  za pomocą   skoń czonej  transformacji  Hankeła  rzę du
n  [5].  O  warunkach  stosowalnoś ci  tego  przekształ cenia  całkowego  mówi  nastę pują ce
twierdzenie  ([5], str.  83):

Jeś li  funkcja  f(x)  speł nia warunki  D irichleta w  przedziale  (0, R),  to  jej  transformata
Hankeła  ma postać

(3.5)  ftfrt)  = J

gdzie  / j,„i  —  z- ty  pierwiastek  równania  przestę pnego  J„(IJ)   =  0 (Jn(x)  —  funkcja  Bessela
pierwszego  rodzaju  «- tego  rzę du  [6,  7]),  zaś  transformata  odwrotna  okreś lona  jest  dla
każ dego  x  e(0, R),  w  którym  funkcja  f(x)  jest  cią gł a,  zależ noś cią

00

(3- 6)  fW= - W

Zastosowanie  transformacji  Hankeła  do ukł adu równań  (3.2) z warunkami  (3.3) i  (3.4)
prowadzi  do nastę pują cych  równań róż niczkowych  zwyczajnych  na  transformaty  Hankeła
współ czynników  rozwinię ć  fourierowskich  funkcji  0  i  M:

(3.7)
= 0 ,

-   = 0 ,
l

gdzie  oczywiś cie  Tg  =   M% =  01  =   M'Q. a  0.  Transformaty  6C„' S  i  Mc„- ' muszą   spełniać
jednorodne  warunki  począ tkowe,  wynikają ce  z warunków  (3.4).

Równanie  charakterystyczne  [8]  tego  ukł adu  równań  ma  postać

(3.8)  r2  p g
a2

gdzie  ocj  =  — -   +  - = —,  a2  =   dT  8M.  Równanie to ma dwa  pierwiastki,  gdyż  —

jak  ł atwo sprawdzić —jego  wyróż nik  jest  zawsze  dodatni. W  celu zbadania znaków  pier-
wiastków  rozważ my  znak  wyraż enia  a2  (gdyż pozostałe wielkoś ci  tworzą ce  współczynniki
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równania  (3.8) są  dodatnie). Ponieważ  [2]

r  ak
  K  n  A

  dT"

wię c

(3.9)  a2 -   - l^H- Kr^drÓM)  = - j- ^- ll  -   J\  1 > 0,
A A  A A  \   flM+ tf   /

gdyż d > 0, a > 0 i n > 0 [2]. Jak zatem wynika z (3.9), równanie (3.8) ma dwa pierwiastki
ujemne.

Rozwią zania ukł adu  (3.7) mają   postać

/
Ct  S /   4 t  *Ti

ni  V>  •*   >

(3.10)

ś - .̂   o  = Pni

Oznaczenia:

(3.11)

J

Wykorzystując  wzory [10]:

?ff»i)  =  1  f  MQX)  J„(Qy) 1
- j2)/ ;(^ ()""  202- x2)L  / ,(*)  /„GO  J'

(3.12)
0000

V  tflJnCePnt)  1  F 2  - /n(e)̂ _  2  ^ (gj) 1

wprowadzając  oznaczenia

(3.13)

S"(o- X) =  ~X  \ J'(sVhlr t)  / «(gl/ fe/ ra)1
2«2- aia  / n(v/ T̂)  "  / „(j/ ^7 ) J'
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oraz  wykorzystując  wzór  (3.6)  uzyskuje  się   nastę pują ce  przedstawienie  współczynników
fourierowskich  funkcji  0  i  M:

(3.14)
00

2  Vi  J„(Qfł „ t)  „ c  s.  .  t  ,

Wstawiają c- prawe  strony  zależ noś ci  (3.14)  do  (3.1)  otrzymujemy  funkcje  &(Q,(p,t)

i  M (p, (p, t),  opisują ce  temperaturę  i potencjał  chemiczny w  rozważ anym  procesie termo-
dyfuzji:

OD  00

V> O -   T T 7 -   J"  ^  ?"{T!??T  tF- '(<; 7> M)cosnc.+F;((/ ; r, M)sin^]-
n= 0  1=1

Sl

n(s;  T, M)  [T c„cosn<p+Tlsinnf] +
«>=o

(3.15)

oo

- e - ^M '  V  5?, ;̂ M ,  T)  [AfS

?(Ql  T) [rSc

W  przypadku,  gdy  wartoś ci  funkcji  opisują cych  temperaturę   i  potencjał  chemiczny
na  brzegu  walca  nie  zależą   od  czasu,  we  wzorach  (3.11)—(3.15)  należy  położ yć  /9X =  0
(X  =   T, M).  Wówczas  S1„(Q;X,   Y)  =   - Q",  S],1{Q;X)  = 0.  Stąd  otrzymujemy  nastę pują cą
postać  temperatury  i  potencjału  chemicznego  dla  problemu  omówionego  we  wstę pie
pracy
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(3.16)

Tutaj

^ /  U 2

(3.17)

gdzie « = 0, 1, 2, .. ..

4.  Wyznaczenie  przemieszczeń,  naprę ż eń  i  koncentracji

Aby  okreś lić  stan  przemieszczenia,  naprę ż enia  i koncentrację   czynnika  dyfundują cego
w  rozważ anym  walcu,  należy  rozwią zać  równania  (2.3) (przy  pominię tych  czł onach  iner-
cyjnych)  z  warunkami  brzegowymi  (2.10).  Oprócz  spełnienia  tych  warunków  wymaga
się  od przemieszczeń, aby dla r = 0 osią gały  wartość  skoń czoną.

Zauważ my,  że prawe  strony  równań  (2.3)  moż na w  rozważ anym  przypadku  (ua ot 0)
przedstawić  w postaci  odpowiednich pochodnych  sumy

(4.1)  Y%0o{r,  t) + y%Mo(r,  t) + y^&i(r,  <p,  t) + y*MM l(r,  <P, 0,

gdzie

{4- 2)  MHr   cp  0f  = 4  (Wsfr  ')f C°S^ + \M* n(r,
funkcje  6>0 =  0%, Mo  = Mc

0, &
c„- s, Mf,'s(n  =   1,2, ...)  moż na  ł atwo  odczytać  ze  wzorów

(3.14).

Równania  przemieszczeniowe,  po  prawych  stronach  których  znajdują   się  pochodne
funkcji  yf 60(r,   t)+y%M0(r,  t) opisują   — wraz z warunkami (2.10) —  osiowosymetryczny
stan  naprę ż eń  w  walcu,  grzanym  na  pobocznicy  temperaturą   eksponencjalnie  maleją cą
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w  czasie,  przy  czym  potencjał   chemiczny  jest  na  tejże  pobocznicy  również  okreś lony
funkcją  maleją cą  w czasie.

Z  uwagi na zł oż oność analizy w przypadku  ogólnym, najpierw  zajmiemy  się zagadnie-
niem osiowosymetrycznym, a nastę pnie dla przypadku ogólnego  tylko  naszkicujemy  drogę
otrzymania wyników.

4.1.  Przemieszczenia i naprę ż enia w zagadnieniu osiowosymetrycznym.  Równanie  i  warunki ok-

reś lają ce  przemieszczenia  mają  postać  nastę pują cą:

Id2  Id  J_  \   0  _  56>o  ,  D „   dM0

\   DQ2  Q  BQ  Q2  )

(4- 3)  a"°  1 (i  :ca)  "°  = i ? mr r 0 (

<5#  6  e=i

|H ? ( 0 , 0 I < O O,  ,

gdzie  u° — przemieszczenie  radialne,  c2  =  c\ lc\2,  c\2  =   (X*+2/ i)/ g0, cl  =  pJQ0 mT  =
=   YT/ QOC* Z),  %  =   TMUQOC*2),  TQ  =  Tc

0,  Mo  s  Mc

0,  Q =   r/ a.  Przemieszczenia  w  kie-

runku obwodowym  są równe zero: «£ = 0. Znak 0 oznacza osiową  symetrię.
Po prostych obliczeniach uzyskuje się nastę pują cą  postać funkcji  U°(Q,  t):

(4.4)  U?(Q ,t)=  -  RT0e- *«  \ j~^  t ^ r^o"( l ;  r ,  J i) -   mM ^ 5 ^ (1 j T)] +

O;  M,

- mT6rS
l<?(l;   M)]+mMS'o

u(Q;  M, T)- mTóTSl?(e;  M)\ -

^ ;  M , T ) ] -

, T, M) + muFUf,  M, T)],

izie

(4.5)

W  przypadku,  gdy  wartoś ci  brzegowe  temperatury  lub  potencjału  chemicznego nie
zależą  od czasu, we wzorach (4.4) i (4 5) należy poł oż yć  fix  =  0(X  -   T lub M). Wówczas
SO"(Q;X,  Y) =   - Q/ 2,  S^i^iX)  -   0.  Stąd  nastę pują ca  postać  przemieszczenia  u°  dla

2  Mech. Teoret.  i  Stos. 2/79
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problemu omówionego we wstę pie  pracy:

(4.6)  UHQ, t) -   - R T0 e - "T ' \ - ~~r  [mTS
lon0  i T, M)- mM dMS&v(l;   T)]+

h»(e; T, M)-

LL -1

gdzie  Ą Ô  •   Fc

oi(t),  FOi(t)  & Fc

oi(t);  funkcje  te okreś lone są wzorami  (3.17).

Naprę ż enia  dla  przypadków  okreś lonych  warunkami  brzegowymi  (2.9)i  i  (2.9)2,  3,

dane są  zwią zkami

(4.7)

O%(Q, t) =  2- £- lJl(Q] T, M)- QS™(1;T,  M)]- mM  dM[S$(Q;

1

o

u(Q; M,  T)- QS^(1;  M,  T)]-

- f
ntTF%i(t;  T, M).+mMFc

Ql{t;   M, T)

a°f(e,  t)  = 1 {mT\eSl

0(g;  T, M)- S1

0

U(Q;  T, M)- QSh"(l;  T,  M)]~

M, T)- esln(i;   M, TOJ-

t; M, T)

,  O 2 ( 1-
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Przejś cie  we  wzorach  (4.7)  z  /?M  do  zera  daje  rozwią zanie  dla  przypadku  bę dą cego

przedmiotem  rozważ ań:

%{Q, t) =  2^- T0i- ^{mT[S^(Qi  T,  M)- QS10

U(1  ; T, M)]- mMdM[S^(e;  T)-

(4.8)

" 2*- «i

otitĄ fad  M  \  KM

/

t ( o [ 7 i (  K  Jo(got)  / i

4.2. Koncentracja czynnika dyfundują cego  w zagadnieniu osiowosymetrycznym.  Postać koncentra-

cji C°(Q,  t) wyznaczamy  w oparciu o zwią zek  (2.7). Wstawiając  przemieszczenie u? okreś lo-

ne zwią zkiem  (4.4) do  (2.4), otrzymujemy  postać dylatacji;  wykorzystując  ponadto wzory

(3.14) otrzymuje  się  nastę pują cą   funkcję ,  okreś lają cą   koncentrację  czynnika  dyfundują cego

w walcu

(4.9)  Co(c,  t) -   [

- mTóT.SV(l;  M)]-   ^ ^  v  V  po,3 [mTFoi(t;  T, M) + mMFol(t;  M,  T)].

Przejś cie  z  /SM  do  zera  powoduje  we  wzorze  (4.9)  nastę pują ce  zmiany:  funkcje  & 0

i  Mo  mają, postać okreś loną   wzorami  (3.16), exp( - j6M O  =  1, nawias  kwadratowy  stoją cy

przy  Mo  ma wartość  —0,5 mu,  zaś  nawias  kwadratowy  stoją cy  pod  sumą   da  się   rozdzie-

l ić — podobnie jak  przy przejś ciu  od wzorów  (4.7) do  (4.8) — na dwa  skł adniki, z których
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każ dy  opisuje  bą dź  oddział ywanie  temperatury, bą dź  potencjału chemicznego.  Stąd  osta-
teczna postać koncentracji dla  rozważ anego  zagadnienia  termodyfuzji:

(4.10)  C°(Q, t)  = - Woie,t)+\y*MmM+~)M 0(Q,t)- i„

[mTS
l

0

n(l;   T, M)- mMdMSl

Q

y(\ ;T)]  +  yt
MomMc2

l - c2 2

4.3.  Zagadnienie naprę ż eń i  koncentracji  w  przypadku  ogólnym.  Wykorzystując  zwią zki  (4.1)

i  (4.2) moż na wyznaczyć  naprę ż enia i koncentrację  w zagadnieniu  ogólnym  metodą   super-
pozycji.  Pełna postać przemieszczeń  i naprę ż eń bę dzie  sumą   rozwią zań  uzyskanych  w  roz-
dziale  (4.1)  oraz  rozwią zań  nastę pują cego  zagadnienia  brzegowego:

8M1

(4.11)

rd<p  dr
r = R

tutaj  ul  oznacza  przemieszczenie  wywołane  temperaturą   01  i  procesem  dyfuzji  wywoła-
nym  działaniem potencjału  chemicznego  M1',  v\  m  uę ,  gdyż  u°  s  0.  Funkcje  & 1(Q, <p,  t)
i  M1{Q,  (p,  i)  moż na ł atwo otrzymać ze  wzorów  (3.16).

Droga  rozwią zania  zagadnienia  brzegowego  (4.11)  jest  identyczna,  jak  w  przypadku
termosprę ż ystoś ci  (por.  [17]). Polega  ona  na  ustawieniu  równań  i  warunków  dla  funk-
cji  0  i W, powią zanych  z przemieszczeniami  u}  i  u9  zwią zkami  [4]:

(4.12)

80  •

dr

1  80
r  dm.

+

1  dW
r  dip

~~dT

a  nastę pnie  sprowadzeniu  tych  równań  do  zwyczajnych  ze  wzglę du  na  zmienną   r  przez
rozkł ad funkcji  0  i W na szereg Fouriera.
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5.  Analiza  otrzymanych  wyników

Rozwią zanie  problemu, który został  naszkicowany  we wstę pie  pracy, okreś lają   zwią zki
(3.16),  (4.5),  (4.8)  i  (4.10).  Przeanalizujemy  teraz  przypadek,  gdy  wpływ  temperatury
na potencjał  chemiczny  (i na odwrót) jest  niewielki.

O  sprzę ż eniu  równań  transportu ciepła  i masy  decydują   współczynniki  dT  i  <V.  Wyra-
ż ają   się   one  poprzez  inne  stałe  dotyczą ce  procesu  termodyfuzji  w  sposób  nastę pują cy:
(5.1)  dM

gdzie  wielkoś ci  D,  d,  T„,  a  i  k  omówiono w  rozdziale  drugim  pracy.  Oba współczynniki
zależ ne  są   od  współczynnika  sprzę ż enia  termodyfuzyjnego  d[\ ,  2]. Założ enie niewielkiego
wpływu  dyfuzji  na procesy  termiczne i na odwrót jest równoznaczne z  przyję ciem

(5.2)  d  <D  oraz d  <  ak/ Tp,

Zauważ my, że D  =  KM,  a  ak/ Tp  — (ah+dz)KT  as dhKT,  tzn.

(5.2)'  d  <$  anKT  oraz  d  <KM.

Założ enie  małoś ci  d  nie  oznacza,  iż  również  współczynnik  a  ma  być  mały —  decyduje
o tym zwią zek  (2.7). Podobnie współczynnik n może mieć wartość dowolną   (dopuszczalną
przez fizykochemię   zjawiska) — z porównania zwią zków  okreś lają cych  entropię  w procesie
termodyfuzyjnym  [2] i  termosprę ż ystym  [4] wynika,  że n a:  cttlTp,  gdzie  c„  — ciepło właś-
ciwe  przy  stałej  obję toś ci.  Ponadto przyjmujemy,  że  proces  stygnię cia  powierzchni  walca
odbywa  się  bardzo  dł ugo,  tzn, /Sr jest  tak  małe,  że f}TR

2[K x  <ś  I   (X=  T. M) oraz moż na
przyją ć  fó  ai 0  i  /JTrf  et  0.

Powyż sze  uwagi  pozwalają   stwierdzić,  że  gdy  speł nione są   nierównoś ci  (5.2), to

<*2 *  snr- j  X~- w~  l u b  i?- '  zależ nie  od  tego,  czy  KT  >  KM  czy  od-

wrotnie;  nie  ma  to  znaczenia  dla  dalszej  analizy!,

r,  »  KTIR2,  r2  m KM/ M2  (lub odwrotnie),

Przy powyż szych  zał oż eniach zwią zki  okreś lajece  poszczególne, wyznaczone w rozdzia-
łach  3 i 4, wielkoś ci  upraszczają   się  do nastę pują cej  postaci:
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- rtfo  - vli*\  - PT< V i  V  PniJń (et*ni)e "" iF°[TZcosn(p+TZsmn<p])
X( e  —e  ) —2e

(5.7)

Trinity]   f  - A

ZJ\ZJ~  (ftit- pTR2*t)J,+i  ^
It ~ 0  I S

T

< .  RMo™Me  2RdKMMomT

X

KK

J l fe^Of) + 1  -2 A (/«Oi)

i .  .1

—  e

7^1
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(5.8)  ( rw( e , O-   4/ mrToe  £

„- tifo  •

( _ _ ^ _ _ _ 1 4fj,KMdmTM0

CO

an{KM- KT)
X

Z

1*oiJa(ePod  _- <.g,F.  Ac2ytfdKTmM

JM  (l- c*)(KT- KM)

1

Z

X Z  (fa- pT&adJfa,)*  )}+ Mo\ a+  1- c*a

CM(KT~KM)  ^—i  Mo i ̂ 10*0  0

W powyż szych wzorach oznaczono f0  =  KTt/ R2,  Fo  -   KMt/ R2.

Spoś ród zwią zków  (5.4) — (5.9) tylko dwa pierwsze  mają  charakter ś cisł ych rozwią zań.
Pozostałe wielkoś ci — to rozwią zania  zagadnienia quasi- statycznego. Ponieważ dla czasów
bliskich  chwili  począ tkowej  zwią zki  (5.6) —(5.9)  nie obowią zują,  więc  celowym  jest po-
danie  takiej  ich postaci,  która  opisywać  bę dzie  okreś lone  przez nie wielkoś ci  w  sposób
wystarczają co  ś cisł y.  Osią gnąć  to moż na, specyfikując  przedział  czasu.
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Z  doś wiadczenia  wiadomo, że proces  dyfuzji  przebiega  znacznie  wolniej,  niż  proces
ogrzewania.  Wynika  stą d, że KT > KM, a co za  tym  idzie, wyraż enie  exp(~fj,oiFo  prę dzej
dą ży do zera niż exp  (- potF0).  Zatem dla Fo > 0,5 (dla tzw. regularnego reż imu cieplnego
[9]), tzn. dla t > i?2/ (2i£r)_wyraż enia expC- ^of^o)  nie przekraczają  wartoś ci  0,05  podczas
gdy  wyraż enia  expC- ^oi^o) mogą  być jeszcze  stosunkowo  bliskie  jednoś ci. D la F o > 1,5
mamy  exp(- / ioi  Fo) < 10"3—zatem  dla  czasów  t > 3R2/ (2KT)  moż na  pominąć skł ad-
niki,  zawierają ce  tego  typu  potę gi.  Zwią zki  (5.4) —  (5.9)  znacznie  się wówczas  uprasz-
czają. I  tak:

2dKT  _  j

X

r
e  [ Z

n
(5.io)  < ^> ' ) - WL_  „,+«*!

- ,<g, j?o

1- e2
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/«=  1

dKuy%mT

an(KT- KM) V

Ze  zwią zków  (5.4) —  (5.10)  moż na  odczytać  szereg  interesują cych  cech  charakteryzu-
ją cych  proces  termodyfuzji  w  ciał ach  stał ych.  Z  pierwszych  dwóch  zależ noś ci,  okreś lają-
cych  temperaturę  i  potencjał  chemiczny  wynika,  że  wpływ  procesu dyfuzji  na temperaturę
jest znacznie mniejszy  niż wpływ  temperatury na wartość  potencjału chemicznego, gdyż  —
jak  to już  zaznaczono  wyż ej —KT  >  KM-  W  procesach  dyfuzji  i  ogrzewania,  dotyczą cych
ciał   stał ych, moż na nawet  napisać  silniejszą   nierówność  (KT  >  KM)  gdyż wówczas  współ-
czynniki  te  róż nią   się   o  kilka  rzę dów  wielkoś ci.  Jednakże  oba  wpływy  — potencjału che-
micznego  na  temperaturę   i  odwrotnie —  są   znikomo  mał e,  gdyż  skł adniki,  opisują ce  te
wpływy,  mnoż one są   przez  iloczyny  dKT  lub  dKu •

O  wpływie  procesów  termicznego  i  dyfuzyjnego  na  przemieszczenia  decydują   współ-
czynniki  mTimM.  N atomiast wielkoś ci  KT  i KM  okreś lają   czas  trwania  czysto  niestacjonar-
nego  procesu.  Jak  już  wspomniano  wyż ej,  czas  trwania  czysto  niestacjonarnego  procesu
jest dla  procesu  termicznego znacznie  krótszy  niż  dla  dyfuzyjnego.  Stąd  rozpatrując  prob-
lem od  strony dynamicznej, w  pierwszej  fazie  —  dla  Foe  (0; 0,5) — należy  się   spodziewać
przede  wszystkim  wpływu  ogrzewania  na  przemieszczenia;  dla  F oe  (0,5;  1,5)—•  wyrów-
nania  się   obu  wpływów,  zaś  dla  Fo  >  1,5—już  tylko  wpływu  procesu  dyfuzji.  Po odpo-
wiednio  dł ugim czasie  wartoś ci  przemieszczeń  ustalają   się ,  podobnie  jak  w  procesie  ter-
micznym.

Naprę ż enia  w  procesie  termodyfuzyjnym  —  podobnie  jak  w  procesie  czysto  termicz-
nym —  po  odpowiednio  dł ugim czasie  stają   się   pomijalnie  mał e. Warto  jednakże  zwrócić
uwagę   na  to, że  również  i  tu  w  kolejnych  fazach  procesu  notujemy  począ tkowo  wię kszy
wpływ  ogrzewania,  zaś  po  pewnym  czasie  przede wszystkim wpływ  dyfuzji  na naprę ż enia.
Widać  to szczególnie  wyraź nie  w zwią zkach  (5.10)̂   5 .

Wszystkie uwagi  dotyczą ce  temperatury,  potencjału chemicznego  i  przemieszczeń,  do-
tyczą   również  koncentracji  (wynika  to  w  sposób  oczywisty  ze zwią zku  (2.7)). Ponadto —
jak  widać  z  (5.10)6 —  po  odpowiednio  dł ugim  czasie  wartość  funkcji  c°(Q,t)  ustala  się
i —  w  przypadku  osiowosymetrycznym  —  staje  się   niezależ na  od  promienia.  Podobnego
efektu  należy  się   spodziewać  —  przez  analogię   do procesu czysto  termicznego —  w  przy-
padku nieosiowosymetrycznym.  N atomiast wydaje się , że w walcu kołowym moż na  osią gnąć
koncentrację   czynnika  dyfundują cego,  bę dą cą   funkcją   promienia  Q, jeś li zada  się  potencjał
chemiczny  na  powierzchni  walca  jako  funkcję   ką ta  opisania  9?, zaś  sam  walec  wprawi  się
w  ruch  obrotowy  wokół  własnej  osi  z  odpowiednio  dobraną   prę dkoś cią   ką tową.  Wniosek
ten  wynika  z  analogii  procesu  termodyfuzyjnego  i  czysto  termicznego, dla  którego  wyka-
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zano  tego  typu  zależ ność  temperatury  od promienia  przy  odpowiednio  dobranym zespole

warunków [9].
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P  e 3 to  iw e

OB  OflHOH  KBA3HCTATBraECKOil  3Ą H A1™ TEPM0Ji;H<P<Iiy3HH

JIJUL yripyrorp  Kpyrororo

B  pa6ore ormcairo npoijecc  TepMOflnd)4>y3HH B fljfflHHO/ vi  KpyroroM  ujijianupe  npH HacTOHmax  n pe#-
nonowenHHx:  CoKOBasi noBepxHocTt i(HJiHHflpa cBoSoflHa, TesuiepaTypa  SToft  noBepxH ocra flaHa B
<i>ymuft&   yrna  q>  H BpeiaeHKj a XHMiKecKHii noTeimHaji — B BUfle  4>yHKq«a  nocTOHHHoft.  B  p
npeflnojioweHHO njiocKyio  fle^opMaą nio.  B ypaBHemł fra flBH>KeHH5i npeneSperaercff  BHeuiHKtMH CHJEIMK H

3<J)(J)eKTaM«,  a  B ypaBHeHKHX  TennonpoBoflHocra  H fladł iJ)y3aM —  ynpyroft  flonaiaipieii.
onucbroaiomKe  TeMnepaiypy,  xtfivuPiecKHH  noTeKttaaJi,  Hanpan<eKHH,  ne-

a  KOHitempanHio,  «aHbi  B BH«e pKflOB  ÓypBe- BeccejiH.  B nocjieflHeft  qaara  paSoTbi  npo-
pe3yin>TaT0B.

ON  A  CERTAIN  QUASI- STATIC  PROBLEM  OF THERMODIFFUSION  IN AN  ELASTIC
CYLINDER

S u m m a ry  '• "'•'

The  thermodiffusion  phenomenon in a long elastic cylinder  is investigated  in this paper. The follow-
ing assumptions are made: the surface of cylinder  is free,  the temperature of  the surface is a function of
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angle  ę   and  time, chemical potential  is  constant  on  the surface  of  the cylinder,  the plane state of  strains
is considered;  body  forces  and  inertia  terms  in equations  of motion and elastic dilatation  in heat and  dif-
fusive equations  are neglected.  The obtained  results,  describing  temperature, chemical potential,  stresses,
displacements  and concentration fields  are given  in a form  of Fourier- Bessel  series.  In the last  part of the
paper  an analysis  of  obtained  results  is  presented.

INSTYTU T  MECHANIK I   TECHNICZNE J
POLITECHNIK A  POZNAŃ SKA
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