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1.  Wstęp

Wpływ  procesów  stochastycznych na liniowe  i niezmienne w czasie układy cią głe może
być  okreś lony  przy  pomocy  funkcji  przenoszenia,  stanowią cych  transformaty  Fouriera
(wzglę dem czasu i zmiennych przestrzennych) impulsowych  funkcji  przejś cia  [1]. Rozpatry-
wane w pracach [2] i  [3] liniowe ukł ady nie są  niezmienne w czasie, gdyż zawierają ca  kołowo
asymetryczne  odcinki  linia  wałów  wiruje  wzglę dem  podatnej  konstrukcji  podpierają cej.
Bezpoś rednie  wykorzystanie  znanych  z  literatury  zależ noś ci  nie jest  tu  zatem  moż liwe.
Podatność  konstrukcji  podpierają cej  stwarza  dodatkową   komplikację   zagadnienia,  gdyż
losowe drgania  lini i wałów stają   się   przez  to funkcją   nie  tylko wymuszeń  stochastycznych
o znanych charakterystykach, lecz takż e-  nieznanych a priori losowych  reakcji w łoż yskach.
Oznacza  to  również  konieczność wyznaczania  funkcji  przenoszenia nie  tylko  na  drodze:
ź ródła  znanych wymuszeń  —  badany  przekrój  lini i wałów, lecz  także  od  poszczególnych
podpór  łoż yskowych  do  badanego  przekroju  wzdłuż  lini i  wałów  i  poprzez  konstrukcję
podpierają cą.  Wymienione  problemy  rozpatrzono  poniż ej  przy  założ eniu,  że  prę dkość
ką towa  lini i wałów może być traktowana jako  stał a.

2.  Wyznaczenie  funkcji  przenoszenia

Niniejsza  praca  dotyczy  podatnie  podpartych  lini i  wałów,  w  których  nie  wszystkie
odcinki wykazują   kołową   symetrię   sztywnoś ci  gię tnej.  W  charakterze przykładu  przyję to
ukł ad przedstawiony  schematycznie na rys.  1, dla  którego  na wstę pie zakłada się , że jego
model w czę ś ci odnoszą cej  się  do wału korbowego  zawiera  odcinki wału o zróż nicowanych
głównych  centralnych  momentach  bezwładnoś ci  przekroju  poprzecznego  [2].  Warunki
brzegowe rozpatrywanej  lini i wałów zapisać moż na w  ruchomych układach współ rzę dnych
nastę pują co:

(2.1)  PiOa  ±   ntOaU1Oa  ±   &oa«10<x =  ±/oWa,

(2- 2)  pK l i  =  0,

gdzie  zachowano  oznaczenia  jak  w  pracy  [3], przy  czym  ń  jest  liczbą   obliczeniowych
odcinków  w  rozpatrywanym  układzie. Zachowuje  się   przyję ty  w  [2] podział  lini i  wałów,
zgodnie z którym wszystkie odcinki obliczeniowe  obcią ż ane są  jedynie w swych koń cowych
przekrojach.  Umoż liwia  to  uwzglę dnianie  losowych  wymuszeń  jedynie  w  warunkach
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brzegowych  dla  poszczególnych  odcinków  oraz  zastosowanie  transformacji  Fouriera
.&   tylko  wzglę dem  czasu:

(2.3)  h(co)  - -

Pozwala  to  bezpoś rednio  wykorzystać  szereg  zależ noś ci  wyprowadzonych  w  [2]  i  [3].
Dokonując  bowiem  transformacji  Fouriera jednorodnych  równań  róż niczkowych  czą st-
kowych,  opisują cych  drgania podł uż ne, gię tne i skrę tne f- tego odcinka wału, otrzymuje  się

Rys.  1.  Schemat  rozpatrywanego  układu.  fga  = / 0 ^ ( 0  — wymuszenia  działają ce  na  ś rubę   okrę tową:
Ua)t  =  UaWh  — wymuszenia od silnika, działają ce na  czop  korbowy  w  A>tym wykorbieniu;  /  — liczba
cylindrów silnika;  1,2,  ., n — numery  kolejnych łoż ysk  linii  wałów; Xl,X2,X3  —  nieruchomy  orto-
gonalny układ odniesienia konstrukcji podpierają cej;  coo —  prę dkość ką towa wirowania linii wałów.

równania róż niczkowe zwyczajne,  których rozwią zania  wraz z zależ noś ciami  okreś lają cym/.
;siły wewnę trzne zapisać  moż na w  postaci:

- (2.4)  „   uix  =  Qxat,

(2.5)  pix  =  Alxah

gdzie uix,pix  są  macierzami kolumnowymi  transformat Fouriera uogólnionych przemiesz-
czeń i sił  wewnę trznych w przekroju  x  / - tego odcinka wału

uix  =  {«<*«}>  PiX  =   {pua},  a  =  1,  ...,  6,

• ai jest macierzą  kolumnową  nieznanych współczynników  rozwią zań

natomiast  Cix  =   Cix(co), Alx  =   Aix(co)  są   macierzami  identycznymi  z  wyprowadzonymi
w  [2] macierzami CjJ?, AQ  przy v  =   1 lub z macierzami C\x\   Ag}  przy /* =  1 dla uś ciś lone-
go  modelu  odcinka  wału  [3]:

(2- 6)  Ct,- qj>,  Ałx  =   A®.

Dla  odróż nienia od wprowadzonej  transformacją   (2.3)  wielkoś ci  co, prę dkość  ką tową
lini i  wałów  oznaczono poniż ej a>0.

W  przypadku,  gdy  w  przekroju  ł ą czą cym  Hy  odcinek  wału  z  (i+   l)- ym  odcinkiem
działają   reakcje  ł oż yska/i a(0, moż na dzię ki  relacjom  (2.6) napisać:

(2.7)  ;"   • /i



LOSOWE  DRGAMA  U N I I   WAŁ ÓW  139

gdzie-   B( =  - Bp, F, =  F p  okreś lono  w  [3],  a  / ,  =  {/,„ }  oznacza  macierz  kolumnową
transformat  Fouriera reakcji  fia(t).  Podobnie wykorzystać moż na inne wyznaczone  w  [2J
i  [3] macierze przejś cia,  podstawiając  v  =  1 (lub fj,  =  1). Dotyczy to również macierzy  wy-
znaczonych  dla  v  =£  0 przy  podziale  wału korbowego  na  elementy skoń czone  [3]. Przykł a-
dowo,  transformaty  Fouriera  wektorów  stanu  sztywnych  elementów  skoń czonych  (SES)
znajdują cych  się  na krań cach A>tego podukł adu SES, zwią zane  są  relacją:

(2.8)  (wm+2)k  = Bs(vvm + 1)*+ F s( / *) fc,

gdzie Bs  = B^>, F s  =  F £n okreś lono w  [3], a macierz kolumnowa  (/ *)* , utworzona analo-
gicznie  jak  {fzW)k  dla  fi  ^ .0  [3],  zawiera  transformaty  Fouriera  reakcji  konstrukcji
podpierają cej  i wymuszeń  pochodzą cych od silnika, przył oż onych do elementów SES w ł o-
ż yskach  ramowym  i  korbowym  A;- tego  podukł adu SES.

Wykonując  transformację  Fouriera warunków  (2.1) i  (2.2) otrzymuje  się:

(2.9)  Pi0a±^ 2m0aMiooi±jo)boa  = + /<&,

(2.10)  p„, l a  = 0.

Zgodnie  z  (2.4)  i  (2.5)  warunek  (2.9) moż na zapisać w  postaci:

(2.11)  M= / <r,
gdzie:

Macierz  A l x  powstaje  z  macierzy  Aix.  przez  pomnoż enie czterech pierwszych  jej  wierszy
przez  (—1); macierz Clx  powstaje  z macierzy  Clx  przez pomnoż enie kolejnych  jej  wierszy
przez  (ja)bol—a)2m01)>(jaibO2- (o2m02),...,(jo)b06—w2m06).  Warunek  (2.10)  moż na
przedstawić  w postaci  dogodnej  do  dalszych  obliczeń

(2.12)  Bat+ 2,  B*(n«  + 2j  B ' / '  =  °

lub

(2.13)  Bfli+ B~f~w  +  B/   =  0,

gdzie:

B  =  [Bx  B2  . . .B/ ]6x6[ ,  B  =  [BiBa  . . . B „ ] 6 x 6 n,

fw  =   {ink},  k  -   1,  ..., /,  ( / w) f c  =  {(/ *)»} ,  a  =  1,  . . . , 6,  / =   {/ ,} ,  i  =  1,  ...,«.

Macierze  B,Bfc,Bj  powstaje  z  wymnoż enia  odpowiednich  macierzy  przejś cia  dla  cał ej'
lini i  wał ów, fw  jest macierzą  kolumnową  transformat wymuszeń  od silnika  o /  cylindrach,
n jest  liczbą  ł oż ysk  lini i  wał ów.

Korzystając  z wyraż enia  (2.4) oraz z odpowiednich macierzy przejś cia  moż na wyznaczyć
macierze  kolumnowe  transformat  Fouriera  przemieszczeń  wał ów  w  miejscach  kolejnych
ł oż ysk  w  postaci:

' • : . • • •   i  <  -   • - •   -

(2.14)  «,=   Ctct(+Xć ijfj>  i=   1,2,  ...,n- l,
/- i

k

(2.15)
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Kojarząc wszystkie równania  (2.14) i (2.15) otrzymuje  się :

(2.16)  .« =  ~Cal +  Ć f+'Cfw,

gd z ie

ii  =   {«j} ,  /  =  1,  . . .,  77,  u —  {w,- a},  a =   1,  . . ., 6,

C21  C22C =

c„.

c =

6nxl2 C„n„

y- 1

6nx6l _cni
- In  _ 6(

Oddziaływanie konstrukcji  podpierają cej  na linię  wałów jest zwią zane z  wystę powaniem
w zależ noś ciach (2.13) i (2.16) transformat silfia(t),  reprezentują cych  reakcje w  łoż yskach.
Do  wyznaczenia  funkcji  przenoszenia  niezbę dne  jest  uwzglę dnienie  dynamicznych  włas-
noś ci  tej  konstrukcji.  Moż na w  tym celu wykorzystać macierz  impulsowych  funkcji  przej-
ś cia  konstrukcji  podpierają cej

H  =  [ # y ] 6 l ) ,  Hij  =   [Ihwh,  ',./  -   f,  ..., «,  a,  ]S =  1,  ..., 6,

gdzie hija/ 1(t)  jest  odpowiedzią   na  z- tej  podporze  łoż yskowej  w kierunku  a w chwili  ź na

impuls  jednostkowy,  przyłoż ony,  na  / - tej  podporze w kierunku  jS w chwili  t — r.  Jeż eli

ultt,fia  oraz Uia,fia  oznaczają   uogólnione przemieszczenia i siły reakcji  w  funkcji  czasu od-

noszą ce  się   do  / - tego  łoż yska w ruchomym układzie współ rzę dnych oraz w nieruchomym

układzie  współ rzę dnych,  a  Uia,fia,Uta>fia  — transformaty  Fouriera  tych  wielkoś ci, to

moż na  napisać:

H =   - H # /,  S -   - Hf,

(2.17)  u =   I I K ,  U -   n * a,

/=n/,  / - n#/,
gdzie zgodnie z  [2] macierzi7ma  przy prę dkoś ci  ką towej  linii wałów w0 postać:

n =
Ul —

"0  0
0  1
p  •

ITi,  ITi J

n; =

6,

"l

0
0

o]
- J  exp(- ;ói)

1 1

n, = ri
0

cos(aot+di)

sin(wot+di)

, fl';  =
"l
0
0

n

0
0
0

Je

cos  (co

O"
0
0

n,
0

ot+

di)

W.

- r

1

'i,

0
0
0

n;j«,
•

0

1
- i

0"

i
1
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Wielkość  d:  oznacza  kąt  obrotu  lokalnego  ukł adu  współ rzę dnych, w  którym  opisane są
przemieszczenia  wj  (2.11),  (2.15), wzglę dem  nieruchomego ukł adu  odniesienia  x1,x2,  x3

konstrukcji  podpierają cej  (rys.  1) w kierunku wirowania  linii wał ów w chwili  t  = 0. Dla
przemieszczeń (2.14) przyję to  8t  =  <52 =  ...  =  ó„_( = 0, natomiast <5n_(+1  = & u  <5n_(+2 =
=   §2 >  •  •  •  >  n̂ — $i> gdzie # !, ..., Ą  są  ką tami pomię dzy  pł aszczyznami kolejnych wykor-
bień a pł aszczyzną utworzoną przez osie xt,  x2  w chwili  t  = 0. H i I I  są macierzami  tran-
sformat  Fouriera elementów macierzy H i  I I 1 ' ; "* "  oznacza splot. Znaki" — " w zależ noś-
ciach  (2.17) wynikają  stą d, ż e/ reprezentuje  reakcje  dział ają ce na wały w ł oż yskach, które
są  równe lecz przeciwnie  skierowane  do sił  dział ają cych  na konstrukcję  podpierają cą.
Macierze I I  są ortogonalne i równe macierzom zespolonym sprzę ż onym

(2.19)  I I - 1 = I F ,

(2.20)  n  = n*,
przy  czym

(2.21)  ft r  = ft,

(2.22)  ń*  = ń.

Z zależ noś ci  (2.17) otrzymuje  się z uwzglę dnieniem  (2.19)

(2.23)  u =   V/ ,

(2.24)  V= - lF*H*n.

Z równań (2.11), (2.13), (2.16) i (2.23) wynika zależ ność

- f fw

(2.25)

gdzie:

-   I E

,-C  '   H o1  *-  J12  Lu

E — macierz  jednostkowa.
Przy zał oż eniu, że N nie jest macierzą  osobliwą, zależ ność (2.25) pozwala z uwzglę dnieniem
(2.4)  i  (2.5)  napisać  wyraż enie  na  transformatę  Fouriera  wektora  stanu w przekroju  x
pierwszego  odcinka  wału  ś rubowego

1}  Funkcje hi]a.p(t)  traktuje  się jako  realizowalne  fizycznie,  zatem, istnieją  ich transformaty Fouriera
hi]ap(so).  Odmienną metodę wyznaczania  funkcji  Au«^(w)  umoż liwia  fakt,  że  współ czynnik  dynamicznej
podatnoś ci  konstrukcji  podpierają cej  linię wał ów

jest dyskretną  reprezentacją  funkcji  h,jafi(a>) w punkcie a>  =  co0. Funkcja htjag((o)moie  być więc wyznaczo-
na  również jako  suma  funkcji

gdzie gumien) jest równaniem krzywej obrazują cej  przebieg zmiennoś ci wartoś ci  czę ś ci rzeczywistej  współ-
czynnika  rfĵ na  pł aszczyź nie  Rjz(difap),a>,  a  gijap((o) jest  równaniem  analogicznej  krzywej  dla  czę ś ci
urojonej  współ czynnika  d\J£p.  Krzywe  te moż na uzyskać  interpolując  w  interesują cym  zakresie  czę stoś ci
dyskretne  wyniki  identyfikacji  współ czynników  dynamicznej  podatnoś ci  konstrukcji  podpierają cej  przy
odpowiedniej  liczbie kolejnych  wymuszeń o róż nych czę stoś ciach [2].
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gdzie  G™x =  G*x(w) stanowi  macierz funkcji  przenoszenia, okreś lonych dla wektora  stanu
w  przekroju  x  pierwszego  odcinka.wału  ś rubowego,  przy  wymuszeniach  pochodzą cych
od  silnika  i ś ruby  okrę towej,  z uwzglę dnieniem  wpływu  podatnoś ci konstrukcji  podpiera-
ją cej  linię  wałów

(2.27)  . ,.  Gw

lx  =

Analogicznie  wyznaczyć  moż na macierze  funkcji  przenoszenia  dla wektorów  stanu (prze-
mieszczeń  lub  sił  wewnę trznych) w  innych przekrojach  lini i  wałów  lub  dla  przemieszczeń
elementów  skoń czonych w  podukł adach wału  korbowego.

3.  D rgania  lini i  wałów  z  uwzglę dnieniem  asymetrii  sztywnoś ci  gię tnej  i  podatnoś ci  fundamentów  przy  wymu-

szeniach  stochastycznych

W niniejszej  pracy zakł ada się , że losowe drgania rozpatrywanej  lini i wałów są  wynikiem
wymuszeń  pochodzą cych zarówno  od  ś ruby  okrę towej  jak  i  od  silnika.  Wymuszenia  te
traktuje się  jako procesy stochastyczne o wartoś ciach oczekiwanych równych zeru.

Tworzymy  procesy  wektorowe:

fw  -   {(/ ")*} ,  k  =  1,  ...,./,  (/ »)*  =  {(/««%},  «  -   1, . . ..  6,

gdzie:
foa  -   fod1)  losowe  wymuszenia  od  ś ruby  okrę towej,
(fa)k  =  [fa( ()]k   losowe  wymuszenia  od  silnika,
fia  — fia(0  losowe  reakcje,  działają ce  na  wał   w  ł oż yskach.
W/w  procesy  odnoszą   się   do  ruchomych  ukł adów  współ rzę dnych.  Z  kolei  tworzymy
JV- wymiarowy  proces  stochastyczny

(3.1)  y =  [ ^ j  =   {yn},   n = l,2,...,N,  iV— 6(7+ 1)

i  macierz  korelacyjną

(3.2)  R w -   foBJJWt  nt,  tli -   1, . . ., N,
^  .

gdzie:
(3- 3)  eft,  -   <ymi(h)y*tfe)>  -   <yni(t+   r)y*Jt)>,

<> — wartość  oczekiwana,  (*) — wielkość  zespolona  sprzę ż ona.  Rozpatrzymy  przy-
padki :
I .  losowe  wymuszenia  są   procesami  stacjonarnymi  (całkowicie  lub  w  szerszym  sensie)
i  ich  funkcje  korelacyjne  mają   postać:
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(3.4)  /   \   /   \   gP^ih,  t2)  =  e»nJtt  - 12)  =   Qll„Jir),
M l  " 2

I I .  losowe wymuszenia  są   procesami niestacjonarnymi, przy czym  ich funkcje  korelacyjne
są   bezwzglę dnie  cał kowalne  na  płaszczyź nie  tx t2  "'  •

ta

, (3.5)  AA  / <  00,

I I I .  losowe wymuszenia  są   procesami niestacjonarnymi, przy  czym ich funkcje  korelacyjne-
nie  spełniają   warunku  (3.5).
Ad  I . Ze wzglę du na zmienność  rozpatrywanego  ukł adu  w  czasie, założ enie (3.4) w  ogól-
nym przypadku nie musi za sobą   pocią gać spełnienia analogicznego  warunku przez  funkcje
autokorelacji  i  korelacji  wzajemnej  losowych  procesów,  zachodzą cych  w  linii  wałów.
W  celu  uwidocznienia  właś ciwoś ci  procesów  zachodzą cych  w  linii  wałów  posłuż ymy  się
warunkami brzegowymi  (2.11) i  (2.13), z których wyznaczyć  moż na transformatę  Fouriera
wektora  stanu w przekroju  x  pierwszego odcinka wału  ś rubowego

(3.6)  wXx  =

Analogiczne  relacje  wyznaczyć  moż na dla dowolnych punktów  linii wałów, zatem procesy
zachodzą ce w lini i  wałów  bę dą   stacjonarne  wtedy,  gdy  procesy  wektorowe  y  i / bę dą   sta-
cjonarne  i  stacjonarnie  skorelowane.  Stacjonarność  procesu  /   zbadamy  na  przykładzie
drgań poprzecznych wału w  miejscu  /- tej podpory  łoż yskowej  odcinka o kołowej  symetrii
sztywnoś ci  gię tnej1}. D la uproszczenia rozważ ań pominiemy.wpływ podatnoś ci fundamentu,
jedynie  podporę  łoż yskową   traktować bę dziemy jako  idealnie sprę ż ystą, dla której macierz
podatnoś ci Dn jest diagonalna, o współczynnikach podatnoś ci  1/Cj2  w kierunku pionowym
i  l/ co  w  kierunku  poziomym.  Pomię dzy  reakcjami  / (  i  przemieszczeniami  Mf w  miejscu
/ - tej podpory  łoż yskowej  istnieje  zależ ność analogiczna  do  (2.23)

Ui  =

czyli
(3.7)  / ,  =

Utwórzmy  macierze  korelacyjne

Rtf  -   kl^h,  R?" =   [QZe\e,  a , / 5 = l , . . . , 6,
gdzie:

i  załóż my,  że

(3.8)

Moż na zatenrna podstawie  (3.7) i (2.20) napisać:

(3.9)  Rff  *> Ilf(t+   rjDTt1II,(r+   r)R1V(r)UJ'(OCW'H«(0.
2>  D la  takiego odcinka macierz lit  (2.18) nie  zawiera nieistotnego w  poniż szych rozważ aniach ką ta  prze-
sunię cia  fazowego  (d,  =  0,  1  =  1,2,  ...,?( —  / ).
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ską d.

j"  cosa0(t  + r)  smcoo(t+T)~]rc i2  01  J"cosa)(? +  T)  - sina>0(/ + T)"l

i~smco(t+r)  cosco0(t+r)\ [0   c,3\  ' [sinco0(t + r)  cosco0(t+r)\

coscooMina)0<1  lci

cosco0t\   [O0?i33j  i~5inco0t  coswot\ \0  ct3]\smco0t  cosco0t,y

T)  -

2  zależ noś ci  (3.10) wynika, że przy zał oż eniu  (3.8) wtedy zachodzi

e#22 -   e«{ 2( f ) ,

gdy  speł niony jest dodatkowy  warunek:

ci2  =  ct3.
D la c i 2  ^  c i 3 jest

przy  czym

{T o  =  nla>0, / i i / 2 — dowolne  liczby  cał kowite), co zgodnie z  (3.6)  oznacza, że pomimo
speł nienia  warunku  (3.4)  zał oż enie (3.8)  nie  może być speł nione. Funkcja  Q{{22 nie speł-
nia  wówczas  także warunku  (3.5). Identyczne uwagi  odnoszą się do funkcji  korelacyjnych
£#23 J @f/32> Q{(33-  Moż na  stąd  wnioskować,  że  przy  stacjonarnych  wymuszeniach  pro-
cesy zachodzą ce w okrę towych liniach wał ów, których konstrukcje podpierają ce są z reguły
anizotropowo  podatne,  są  procesami  okresowo  stacjonarnymi  w  szerszym  sensie3),
a  ich  funkcje  korelacyjne  mają  postać:

{3.11)  e(t,t+r)  -   J [ Wr ) e xp O W),  Ar -  0, ± 1,  ± 2,  -
k

D la  takich  procesów  moż na  wyznaczyć  macierze  ś rednich  gę stoś ci  widmowych  mocy,
nastę pując ich funkcje  korelacyjne  uś rednionymi funkcjami  korelacyjnymi

T

(3.12)  e(r) =  Qo(r)   =  lim - ^  f  Q(t,  t+  x)dt

i  dokonując  transformacji  Fouriera  funkcji  Q(T)  [4]. Po podstawieniu  do (3.10)  funkcji
Q?utp w  postaci  (3.11) i wykonaniu  operacji  (3.12)  otrzymuje się

(3.13)

3)  Procesy te są okresowo stacjonarne w szerszym Sensie także w przypadku wymuszeń okresowo sta-
cjonarnych w szerszym sensie, niezależ nie od charakterystyk podatnoś ci konstrukcji  podpierają cej.
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Analogicznie  otrzymuje  się   macierz  uś rednionych  skroś nych  funkcji  korelacyjnych

Q{'iap(r)  dla  wymuszeń / („   i  przemieszczeń  ui8  (a,  /S =  1,  ..., 6)

(3.14)  J?/ ,8(T)  =   - ( f l j D ^ i ^

gdzie

Transformacja  Fouriera wyraż enia  (3.13) daje zwią zek  pomię dzy uś rednionymi gę stoś ciami
widmowymi  mocy y(co) procesów fi2,  ui2,  ui3  oraz uś rednionymi gę stoś ciami  widmowymi
mocy  wzajemnej  procesów  uiz  i  ui3:

(3.15)  fflM   -   - J- rf̂ Mfea + c,,)2 + -

Wyraż enie  (3.15) zawiera  m.in. gę stoś ci  widmowe  mocy uzyskane  z uś rednionych  funkcji
korelacyjnych,  zmodulowanych w wyniku  wirowania  wału z prę dkoś cią   ką tową   co0.

W wyraż eniach wyprowadzonych w p. 2 wpływ wirowania wałów na podatnej konstruk-
cji  podpierają cej  okreś lony  jest  macierzą   V  (2.24).  Chcąc wyznaczyć  macierz uś rednio-
nych  gę stoś ci  widmowych  mocy  losowego  wektora  stanu  w  przekroju  x  pierwszego  od-
cinka  wam  ś rubowego  wyodrę bnimy  tę   macierz  w  macierzy  funkcji  przenoszenia  Gfx
(2.27). W  tym celu wykorzystamy  zależ ność  (3.6) i wyraż enie uzyskane z zależ noś ci (2.11),
(2.13),  (2.16)  i  (2.23):

(3.16)  ( V+ W) / =   Yy,

gdzie:

Ponieważ odwrotna transformacja  Fouriera wyraż enia  (2.24) daje

(3.17)  V( 0  =  - I F H I I,

moż na  wię c  z  uwzglę dnieniem  (2.18)  napisać:

7 W
/ o

n ft H n

gdzie  W(<) =  ^sr~1[W(<w)]  oznacza macierz, której  jawna  postać nie jest  tu  wykorzysty-
wana,  natomiast

Vi"( 0  =  - .V( - 2)exp(- 2/ a)00,  V(_2)  =  ń

V a( 0  =  -   V ( „ 1 ) exp ( - ; a )00,  Vc*»  =

(3.19)  v3(t)  =  - v( 0)+ W(0.  v(oł   =

v4(0 = - v(1,exPaa)o0,  v<„  = riHn+ rirHn,

10  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/79

rinri
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Wracając  na pł aszczyznę  transformacji  Fouriera mamy
5

(3.20)  V+

Macierz  Y  również  przedstawiamy  w postaci  sumy

(3.21)  Y

gdzie  Yfc  okreś lone  są  relacjami

(3.22)

i  wynoszą

(3.23)  Y* = V f c (V+ W)" 1 Y,  k m 1, . .„  5.

Otrzymujemy  stąd dogodną do dalszych  rozważ ań postać wyraż enia  okreś lają cego  macierz
kolumnową  transformat  Fouriera  reakcji  w  ł oż yskach:

(3.24)  /  =
• ft»i

Po  podstawieniu  (3.24) do (3.6)  otrzymuje się

(3.25)  wlx  =   Gw

lxy,

gdzie
5

(3.26)  GS, = Zi + Z2  [ 2 1 (V+ W)"1V4(V+ W)"1 ] Y,

Rozpatrywany  wektor  stanu wyraża się w funkcji  czasu  zależ noś cią

5

(3.27)  wlx{t)  =  [Z^O + Z^O  * {£  [VW+WCO]- 1 * V»(0 *

zatem macierz  korelacyjna  tego wektora  przyjmuje  postać:

5

(3.28)  Rg(h,t2)  = [ Z ^ O + ZHO  * {2 1  [VCO + WaO]"1 * V*(0 *

*  \ y, rv̂ +wfe)]- 1  * vŁ (/ 2) *
gdzie:
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6,

W  celu uniknię cia wykonywania  operacji  (3.12) na wyraż eniu  (3.28) skorzystamy  z twier-
dzenia, że jeś li  funkcja  y(a>1, co2), uzyskana  w wyniku  podwójnej  transformacji  Fouriera
funkcji  korelacyjnej  Q(tt, t2)

co  00

(3.29)  ' y ( »i , »a )-   /   J  Q(h.  tJt- tWi—M- dtidti

jest  sumą   funkcji  regularnych  oraz  osobliwych  funkcji  odpowiadają cych  przypadkowi
<«! =  a>2, to uś redniona gę stość widmowa mocy y(co) obejmujejedynie  funkcje  osobliwe [4].
W wyniku  zastosowania  transformacji  (3.29) do wyraż enia  (3.28) otrzymuje się :

(3.30)  rSTCfl)!, o>2)

Ą 2
przy  czym zgodnie  (3.19) i  (3.20) zachodzą   zależ noś ci:

(3 — dystrybucja  D iraca.
Ponieważ I I *  =  I I , czyli V*( 0 =  - I Ir H *I I ,  wię c w zależ noś ci  (3.30) mamy:

V*(a) 2)+ W*(a>a) =

Vf(fi)a) = ~ [

V*(o>a) =  -

(3.32)
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Zachowując  w zależ noś ci  (3.30) jedynie  człony istnieją ce  przy  co1  — co2  — co oraz  uwzglę d-

niają c,  że  Ó*  =  n ,  otrzymuje  się   macierz  uś rednionych  gę stoś ci  widmowych  mocy  pro-

cesów zachodzą cych w przekroju  x pierwszego  odcinka wału ś rubowego  w postaci

(3.33)  A7(w)  =  P(_a )M r»(«))P(*_
T

a)

gdzie: Tyy(oS)—macierz  gę stoś ci widmowych  mocy procesu (3.1),

T  r

rf  ^  «,  i?  -   i , . . ..  6,

(3.34)  P(_2)(ft> )  =

P(1)(ca)  =  Z 2(cu) [ - r irH (co- coQ)n - n H (ca~ coo)n ] - 1Y( ft ) ) ,

Odwrotna  transformacja  Fouriera  wyznaczonych  w  ten  sposób  uś rednionych  gę stoś ci
widmowych  mocy  yixap(co)  daje  uś rednione  funkcje  korelacyjne

i  r

Macierz F1™  (3.33) powstaje  z  wszystkich  macierzy  skł adowych  macierzy  funkcji  przeno-

szenia G x̂  (3.26), lecz w odróż nieniu od macierzy  P™  (3.30) nie zawiera  iloczynów,  w któ-

rych równocześ nie wystę pują   macierze transfoimat  Fouriera zmodulowanych  impulsowych

funkcji  przejś cia  konstrukcji  podpierają cej  lini ę  wałów  o róż nych gł ę bokoś ciach  modulacji

i  róż nych  kierunkach  przesunię cia  widm.  Wynika  stąd  prosta  reguła  tworzenia  macierzy

uś rednionych gę stoś ci  widmowych  mocy  reakcji  tego  typu  ukł adów na stacjonarne  wymu-

szenia  losowe:'

—  dla  wszystkich  składowych  członów  macierzy  funkcji  przenoszenia  róż nią cych  się

modulacją   należy  oddzielnie  wyznaczyć  macierze  gę stoś ci  widmowych  mocy  i  wyniki

zsumować.

Biorą c  pod  uwagę   zależ noś ci  (3.14)  i  (3.34)  moż na  napisać  wyraż enie  na  macierz

uś rednionych  skroś nych  gę stoś ci  widmowych  mocy  procesów  zachodzą cych  w  przekroju

x  pierwszego  odcinka wału ś rubowego  i procesów  wymuszają cych4'  :

(3.36)  '

gdzie:

l  lx  Jl2xiĄ
4)  Wyraż enie  to  może  również  stuż yć do wyznaczenia  macierzy  P(p)(<»),  gdy  znane są   macierze  F"
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a -   l i . . . , 6,  n =   l, .„ , .JVf  N=  6(1+1).

Macierz  Gfx(co)  =   P(0)(<w)  moż na  nazwać  macierzą   uś rednionych  funkcji  przenoszenia,
stanowią cych  transformaty  Fouriera wzglę dem  czasu  uś rednionych  impulsowych  funkcji
przejś cia  analizowanego  ukł adu, okreś lonych  dla wektora  stanu w przekroju  JC pierwszego
odcinka wału ś rubowego przy wymuszeniach pochodzą cychbd ś ruby  okrę towej i od silnika.

D la  każ dego  innego  przekroju  x'  pierwszego  odcinka  wału  ś rubowego  moż na  wy-
korzystać  wyznaczone  zgodnie  z  (3.33)  i  (3.36) macierze F?"  i  F™%,  gdyż  na  podstawie
(2.4),  (2.5) i  (3.25) otrzymuje  się :

(3.39)

Analogicznie  moż na  wyznaczyć  macierze  uś rednionych  gę stoś ci  widmowych  mocy
wektorów  stanu  (przemieszczeń  lub  sił  wewnę trznych) w  dowolnych przekrojach pozosta-
ł ych  odcinków  wałów  bą dź  macierze uś rednionych gę stoś ci  widmowych  mocy przemiesz-
czeń  elementów  skoń czonych  dowolnych  podukł adów  wału  korbowego  oraz  macierze
uś rednionych  skroś nych  gę stoś ci  widmowych  mocy  dla  tych  przekrojów  i podukładów,
Ad.  I I .  W  przypadku,  gdy  funkcje  korelacyjne  (3.3) spełniają   warunek  (3.5),  wyznaczyć
moż na  macierz  widm  ś redniej  energii  wzajemnej  procesów  (3.1)

' Wyy(co) =  [|^n  (CO)]N,  H i, «2  =  1,  ••  • , iV.
1 2  .  ' • . _ • • . . • • .

Widma  ^„Jfii)   ś redniej energii wzajemnej  procesów yni(t)  i yni(t)  wynoszą   [4]:

(3.40)  fn^n  (fl))   =  y\?n  (fi^3^)i  *

przy  czym  y^ni(fl> i ,  a>2) J
e st  podwójną   transformatą   Fouriera  (3.29)  funkcji  korelacyjnej

6lyn2(h,  t2)-   Poddając  zatem  wyraż enie

(3.41)  jR™x(ti,  ti)  -   < J!U (< I)  * Ryy(ti,   t2)  *  [G^x(t2)]*
T

podwójnej  transformacji F ouriera  i uwzglę dniając zależ ność  (3.40) otrzymuje się  wyraż enie
okreś lają ce  macierz  widm  ś redniej  energii  wzajemnej  losowych  procesów  w  przekroju
x  pierwszego odcinka  wału  ś rubowego

(3.42)  W]

gdzie:

6.
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Wykorzystując  macierz uś rednionych funkcji  przenoszenia Gix  moż na okreś lić macierz
widm  ś redniej  energii  wzajemnej  losowych  procesów  w  przekroju  x  pierwszego  odcinka
wału  ś rubowego  i  losowych  wymuszeń

(3.43)  TO»)- J&(«i>)  Ą»(»),
gdzie:  .

a  it. « - . 1 . » . , 6, « - 1 , . ; . , # .

Ad. Ul. W przypadku I funkcje korelacyjne procesów  wyjś ciowych  nie  speł niają  wa-
runku  (3.5). Uwzglę dnienie, że funkcje  korelacyjne  (3.3) procesów  wymuszają cych  również
nie  są bezwzglę dnie cał kowalne na pł aszczyź nie tj  t2,  prowadzi do analogicznych zależ noś ci,
jak  dla przypadku  I . Macierz uś rednionych gę stoś ci  widmowych  mocy  losowych  procesów
w przekroju  x pierwszego  odcinka wału ś rubowego  oraz macierz uś rednionych  skroś nych
gę stoś ci  widmowych  mocy  losowych  procesów  w  przekroju  x  pierwszego  odcinka  wału
ś rubowego  i  losowych  wymuszeń  wyraż ają  się  nastę pują co:

(3.44)

+ P<-1,(a)r»»(eo)Ptf̂

(3.45)  TrM  = 5Ł (»)1^(»)
Macierz  uś rednionych  gę stoś ci  widmowych  mocy  procesów  wymuszają cych

otrzymuje  się  w wyniku  dokonania podwójnej  transformacji  Fouriera na  elementach ma-
cierzy  korelacyjnej  (3.2)  i  zachowania  czł onów  osobliwych  (istnieją cych  przy  mt  = co2),
bą dź  przez  poddanie  tych  elementów  operacji  (3.12)  i  pojedynczej  transformacji  Fou-
riera.

D la  zilustrowania  przypadku  tego  typu  procesów,  wymuszenia  od  ś ruby  okrę towej
i  od  silnika  przedstawimy  w  postaci  zespolonej;

^ o  t),  »• -   0, 1, 2, . . .,  «  -   1, . . ..  6,

(3.46)

t  j £ f c  '  v -   0,1,2, ..., a = 1,.... 6.

Przy wystę powaniu  losowych  oddział ywań zespolone amplitudy harmonicznych wymuszeń
stają  się  zmiennymi losowymi,  które  mogą  być  przedstawione  w  postaci:

( 3 4 7 )

(
gdzie:

<foT\  <(f?(v\>  wartoś ci  oczekiwane,
/ o^00.  (fa^k  zmienne  losowe  o  wartoś ciach  oczekiwanych  równych  zeru.
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Wartoś ci  oczekiwane parametrów drgań lini i watów mogą   być wyznaczone jak  w pracach
[2],  [3]. Poniż ej  rozpatrzono  oddział ywanie  procesów  stochastycznych

(3.48)

Tworzymy  procesy  wektorowe:  '•

/ ow-   {fo%  r  = ( t rM ,  cn* =  m%}>  «.- 1,..;,6,  km i,..../,

(3.49)  .  y  =   {fow,fw}  =   {yn},   yn  =

i  macierz  korelacyjną

(3.50)

gdzie:

(3.51)  eJfoCi*  r3)  -   ^ 2 "  «SłSlffl5>UMofri h  - Vi  t2)],

(3.52)  ( $ .  -   O ^ 0^ '> ) *> 9  ^ , ^  =  0, 1, 2, . ..

Macierz  (3.50)  może  być  przedstawiona  w  postaci  sumy  macierzy:

(3.53)  jRWfa,  r2)  =  [jf»»J + fe,!1°„ 2]exp(yco0O + fe„°1

1„ 2]exp(~jco0tz) +

skąd  w  wyniku  podwójnej  transformacji  Fouriera  otrzymuje  się

(3.54)  T»(a>t,  a>2)  =   (2^r)2 {fe„ 0

1

0

n^(c«1)^c»2)+   b i f j a ^ i  - o>o)<J(fl»a)+

• • • }•

Macierz uś rednionych gę stoś ci  widmowych  mocy procesów wymuszają cych  (3.48) stanowi
zatem  cią g  impulsów  rozł oż onych w  punktach co =  0,  coo,  2coo, . . .:

i  równa  się  macierzy gę stoś ci  widmowych mocy procesów  (3.48) w przypadku, gdy ampli-
tudy  harmonicznych tych  wymuszeń  są   nieskorelowanymi  zmiennymi  losowymi:

(3.56)

Macierze  uś rednionych  gę stoś ci  widmowych  mocy  / ^ ( co)  i  uś rednionych skroś nych
gę stoś ci  widmowych  mocy  r^(d>)  stanowią   zgodnie z  (3.44) i  (3.45)  również cią gi  impul-
sów*  róż nią ce  się   amplitudami  tych  impulsów.
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•   •   4. Uwagi  koń cowe

Zależ noś ci wyznaczone w niniejszej  pracy oraz w  [2], [3] i  [5] umoż liwiają   dokładniejszą

analizę   drgań  lini i  wałów  z  koł owo  asymetrycznymi  odcinkami  w  porównaniu  z  dotych-

czasowymi  metodami.  W  szczególnoś ci  mogą   być  one  wykorzystane  do  obliczeń  drgań

lini i wałów zawierają cych  wały korbowe,  a  czę ś ciowo  także  w  problemach  dynamiki  i  sta-

tyki belek  wielopodporowych.  Znaczenie rozpatrywanych zagadnień wynika z roli tego typu

ukł adów  w  praktyce.

Uzyskane  wyniki  mogą   być  przydatne  w  dalszych  pracach,  których  główne  kierunki

winny  dotyczyć  rn.in. optymalnej  syntezy,  a także  doskonalenia  metod praktycznej  reali-

zacji  procesów  identyfikacji  dynamicznych  własnoś ci  rozpatrywanych  ukł adów.
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CJiy^IAł iHŁI E  KOJIEEAHHfl  BAJIOIIPOBO^OB  C yqETOM  ACHMMETPHH
H3rHEH0H  5KECTKOCTH H  nOflATJIHBOCTH

PaSoTa  KacaeTCH cjiymannbix  KOJieSanHH BanonpoBoflOB,  HBJiHiomaxcH Bjwecre c ynpyrHMH
MeHTaiwH jiHHeHHbiiwM u sasHCHimiMK  OT BpeiueHH cHCTeMaiwu c pacnpeflejieHUMMH napaiHerpaMH.
BaercHj  MTO  nptf  erautfOHapHbix  cjiyiaHHbix  B03iwymeHHJix  croxacnwecKHe  npoi^eccbi,
B  BajionpoBOfle  c  acaiwMeipHeH  H3ra6H0H  >KecTK0CTHj  HBJIHWTCH  BCjieflCTBnce  poTaijMH
na  ynpyroM   cJ>yHflaMeHTe nepHOAiPiecKK  cTarcnoHapHbiMU B nfflpoKoiw  CMWCJIC  MaTpHtpbi
cneKipajiBHbrx  njioxHocreft  STKX IIpo^eccoB coflep»aT  TpaHcdpopiwaTbi  <c>ypte MOflyji
Hbix  dpyHKLiHH  OTBeTa  (j)yHflaMenTa.  OnpeflejineTcn  MaTpima  ycpeAHeHHbix  nepeflaToiHbix
KOTopan  HcnojiB3yeTCH  «JIH  nojiyiemta  MaTpimw  ycpeflHCHHbnc  B3aHMHbix  cneKTpaJiBHbix  nnoTHocreft
BbixoflHbix  npoiieccoB  B aHanH3MpyeM0M   ce^emffl  BanonpoBoaa  H BxofflHbix  nporceccoB.  PacciwaTpiffla-
Ć TCH  cjiy^afi  necranHOHapHbix  cjiyqaHHLix  B03MymeHHft  npH npeAnojio>Kennna  ^ITO yrjioBaH  cKopocTt

MOHCCT  c^nrraTBCJi nocTOHHHoii.

S u m m a ry

RANDOM   VIBRATION S  OF SHAFTINGS  WITH  FLEXURAL  RIG ID ITY  ASYMMETRY  ON
FLEXIBLE FOUNDATIONS

The paper  deals with random vibrations of shaftings  constituting  together  with flexible  foundations
the  linear  and time- dependent continua. I t is shown that at stationary  random excitations  the stochastic
processes in the shaftings  with flexural  rigidity asymmetry  are periodically  stationary  in wide sense due to
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ro tat ion  of  shafts  on flexible  foundations.  The  matrices  of  averaged  power  spectral  densities  of  these  pro-

cesses  contain  F ourier  transforms  of  the  modulated  impulse  responses  of  a  foundation.  The  matrix  of

averaged  transfer  functions  is  defined  and  used  to  determine  the  averaged  cross  power  spectral  densities

of  output processes  at the analysed  shafting  point and of  input processes. The case of nonstationary random

excitations  is  considered under the assumption  that a  rotat ing speed  of  the shafting  can be  treated as  a con-

stant  value.
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