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1. Wstęp

Jednym  z  podstawowych  zadań  zwią zanych  z  analizą   własnoś ci  dynamicznych wałów

i  wirników  jest  okreś lenie  czę stoś ci  drgań własnych ukł adu i odpowiadają cych  im postaci.

Jakkolwiek  zagadnienie  to  było  poruszone  w  licznych  pracach  dotyczą cych  dynamiki

wirników  [1, 4] niemniej  problem  pozostaje  nadal  aktualny  i jest  daleki  od  ostatecznego

rozwią zania. Powstają   coraz to nowsze  i doskonalsze metody obliczeniowe, w  szczególnoś ci

metody  komputerowe, pozwalają ce  na budowę   bardziej  zł oż onych modeli  obliczeniowych,

lepiej  odwzorowują cych  ukł ady  rzeczwiste  aniż eli  metody  dawniej  stosowane.  Spoś ród

metod  komputerowych  do analizy  dynamicznej  wałów i wirników  najszerzej  są   stosowane

metody elementów skoń czonych i metody bazują ce  na idei macierzy przeniesienia. Niniejsza

praca  stanowi  kolejną   próbę   rozwią zania  zagadnienia drgań własnych wałów napę dowych,

w  szczególnoś ci  wałów  okrę towych  oraz  wirników  róż nego  rodzaju  maszyn  wirnikowych

w  oparciu  o  metodę   sztywnych  elementów  skoń czonych  [2]. Wybór  metody  został  po-

dyktowany  jej  szczególną   przydatnoś cią   do  obliczeń  dynamicznych  ukł adów  prę towych,

do  których  mię dzy  innymi  należą   wały  i  wirniki .

Model  obliczeniowy  przyję ty  w  tej  metodzie pozwala  na  uwzglę dnienie  szeregu  czyn-

ników  determinują cych  drgania  obrotowe  wirników  [6], których nie uwzglę dniają   metody

prezentowane  dotychczas  w  dostę pnej  autorom  literaturze. Dotyczy  to  przede wszystkim

równoczesnego  uwzglę dnienia  efektów  giroskopowych  i sił  osiowych  oraz przebadania ich

wpływu  na  czę stoś ci  wł asne.  Waż ną   zaletą   zastosowanej  metody  sztywnych  elementów

skoń czonych  jest  moż liwość  peł nej,  ł ą cznie  z  przygotowaniem  danych,  automatyzacji

obliczeń  co  wskazuje  na  jej  zdecydowanie  aplikacyjny  charakter.

2.  Modelowanie układu  fizycznego

Przedmiotem analizy są  wał yiwirniki wykonują ce  drgania obrotowe, dowolnie ułoż ysko-
wane i obcią ż one sił ami osiowymi  (rys.  la). Wspomniana analiza dotyczy takich elementów
konstrukcyjnych  jak  wirniki  turbin,  sprę ż arek  pomp,  lini i  wałów  okrę towych  i  innych.
Zakł ada  się ,  że  wał  obraca  się   ze  stałą   prę dkoś cią   ką tową   wokół  własnej  osi, a ponadto
wykonuje  ruch precesyjny  wokół  osi  ł oż ysk. N a wale w  dowolnym miejscu  mogą   być  osa-
dzone  sztywne  tarcze  odpowiadają ce  w  ukł adach rzeczywistych  np.  okrę towej  ś rubie  na-
pę dowej  lub  też  tarczom wirnikowym  turbiny.  Utworzenie modelu  obliczeniowego  przy-
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ję tego ukł adu fizycznego  w oparciu o metodę  sztywnych  elementów skoń czonych przebiega
w dwóch etapach. W pierwszym  etapie dzielimy wał  w sposób pomyś lany na u— 1 odcinków
0  długoś ci  Ali  (rys.  lb).  Własnoś ci  sprę ż yste  każ dego  odcinka  skupiamy  w  s'rodku  jego
długoś ci w  elementach sprę ż ystych  .(ES). Elementy  sprę ż yste  są   nieważ kie,  bezwymiarowe
1  mają   charakterystyki  liniowe.  Pomię dzy  elementami  sprę ż ystymi  znajdują   się   odcinki
wału  traktowane  jako  sztywne  (zwane  sztywnymi  elementami  skoń czonymi — SES).

'ESnri
'SES nr 1

Rys.  1. Podział  wirnika na sztywne elementy skoń czone i elementy  sprę ż yste a) model fizyczny  układu,
b)  podział   pierwotny,  c) model  dyskretny

W ten sposób w drugim etapie podziału otrzymuje  się  u sztywnych  elementów skoń czo-
nych  o  długoś ci  Ah  poł ą czonych ze  sobą   elementami  sprę ż ystymi  (rys.  lc).  Własnoś ci
sprę ż yste  podpór  w  modelu  obliczeniowym  są   reprezentowane  przez  elementy  sprę ż yste
ł ą czą ce  odpowiednie  sztywne  elementy skoń czone  z  ostoją.

D o  opisania  ruchu przedstawionego  modelu  obliczeniowego  wprowadza  się   zwią zane
z  każ dym  sztywnym  elementem  skoń czonym  i  z  każ dym  elementem  sprę ż ystym  nieru-
chome ukł ady odniesienia. Są  to ukł ady ortokartezjań skie pokrywają ce  się  w stanie równo-
wagi modelu w przypadku  SES z ich głównymi centralnymi osiami bezwładnoś ci, natomiast
w  przypadku  elementów  sprę ż ystych  z  ich  głównymi  osiami  deformacji.  G ł ówne  osie
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deformacji  ES  charakteryzują   się  tym, że siły  i pary  sił   działają ce  na  ES  powodują   ich
odkształ cenia  translacyjne  i  rotacyjne  zgodnie  z kierunkami  dział ania  tych  sił  i  par  sił .
Z  uwagi  na  charakter  rozpatrywanych  drgań  przemieszczenia  r- tego  sztywnego  elementu
skoń czonego  opisują   cztery  niezależ ne  współ rzę dne: dwa  przemieszczenia  translacyjne  q,t
i qTi oraz  dwa  rotacyjne  gr3 i g,4 (rys.  2). Wobec  tego posiada  on cztery  stopnie  swobody
a  współ rzę dne  uogólnione  opisują ce  jego  poł oż enie w ukł adzie  lokalnym  tworzą   blok
o  postaci

(2.1)  qr =  colfaO.  a. =  1,2,3,4.

Rys.  2.  Współ rzę dne uogólnione  SES

Każ dy  SES  okreś lony  jest  blokiem  współ czynników  bezwładnoś ci.  Ze wzglę du na  to,
że  osie  xri,  xTi, x,3 są  gł ównymi  centralnymi  osiami  bezwładnoś ci  blok  ten jest  macierzą
diagonalną   o postaci

(2.2)  mt =  d i a gK J,  a =  1, 2, 3, 4,

gdzie mfi  i mr%  oznaczają   masę   r- tego  sztywnego elementu skoń czonego, mtz i mu — ma-
sowe  momenty  bezwł adnoś ci  wzglę dem  osi xTi  i xr2  (rys.  2).  v

Każ dy  EST  okreś lony  jest  blokiem  współczynników  sztywnoś ci.  Ponieważ  zał oż ono,
że  osie ykl,  yk2  są  gł ównymi  osiami  deformacji  EST  bloki  te są  macierzami  diagonalnymi
i  posiadają   postać:

(2.3)  Q  = d iag[C J5  a = 1 , 2 , 3 , 4.

Pierwsze  dwa  wyrazy  diagonalne  tego  bloku  są  współ czynnikami  sztywnoś ci  na ś cinanie,
pozostałe dwa  współ czynnikami  sztywnoś ci  na zginanie.  Sposób  wyznaczenia  tych  współ-
czynników  podano w pracach  [2, 5, 6].

3.  Model matematyczny

Równania  ruchu wyprowadza  się  w oparciu  o równania  Lagrange'a  drugiego  rodzaju

dt\dqaj- - dqa
gdzie  T  oznacza  energię   kinetyczną   ukł adu,  qa — współ rzę dne  uogólnione,  Qa—siły
uogólnione,  t —  czas,  n—jest  liczbą   stopni  swobody  ukł adu.

4*
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Ponieważ każ dy  sztywny element skoń czony  ma cztery  stopnie swobody, ruch  r- tego  SES
opisują  cztery  równania  (3.1) a dla cał ego ukł adu należy  uł oż yć 4 u tych równań.  Energię
kinetyczną  ukł adu  okreś la  zwią zek

(3.2)  T=- j
r= l

Równanie  (3.2) w zapisie  macierzowym  przyjmuje  postać

(3.3)  T = 2 - qT - M - q,

gdzie  M jest  macierzą  współ czynników  bezwł adnoś ci  skł adają cą  się z  bloków  mr  (2.2)

(3.4)  M  =  d iag{jfi i ,  m2,  • • - ,  mr,  . ..  m „ _ i ,  nt„},

a  q jest  wektorem  prę dkoś ci  uogólnionych  ukł adu

(3.5)  j  =   c o l {£ 1 ?  j 2 .  • • • ,  ku- i.,  ku}-

Zakł ada się, że na ukł ad oprócz sił  potencjalnych  dział ają  jeszcze siły niepotencjalne.  Siłę
uogólnioną  Qa zapisujemy  w postaci  sumy  trzech  skł adników

dV
(3.6)  Qa=~—+ra+Q*,   o =  .1,2,  ...,«,

gdzie  V oznacza  energię  potencjalną  ukł adu, Fa — siły  giroskopowe,  Q*  inne  siły nie-
potencjalne  (poza  giroskopowymi).
Przyjmuje  się, że energia  potencjalna  jest  funkcją  jedynie  współ rzę dnych  uogólnionych
(nie  zależy  jawnie  od czasu)

Energia  potencjalna  ukł adu jest  jednorodną  formą  kwadratową

(3.7)  K = i q T - K - q,

gdzie  K jest  macierzą  sztywnoś ci  [2], q wektorem  współ rzę dnych  uogólnionych  ukł adu.
W rozważ anym  modelu matematycznym energia  potencjalna  reprezentuje  energię  elemen-
tów  sprę ż ystych.

Siły giroskopowe  wyznaczymy  wychodząc z zasady  zachowania krę tu. Ruch  dowolnego
elementu  wału  wykonują cego  drgania  obrotowe,  moż na  z  punktu  widzenia  dynamiki
brył y,  traktować jako  ruch ciała  sztywnego  wzglę dem  punktu  nieruchomego.  Dla  przyk-
ł adu  rozpatrzymy  ruch  sztywnego  elementu  skoń czonego  w kształ cie  tarczy,  reprezentu-
ją cego  np. okrę tową  ś rubę  napę dową  lub  tarczę  ł opatkową  wirnika  turbiny.  Punkt  prze-
cię cia się stycznej  do odkształ conej osi wału w miejscu  zamocowania  tarczy, z osią  ł oż ysk
jest w ukł adzie /- - tego  SES punktem nieruchomym Ot  (rys.  3) wzglę dem  którego  odbywa
się ruch tarczy. Poł oż enie tarczy w ukł adzie xtl,  xri,  xr^,  jest  okreś lone przez ką ty  Eulera,
a mianowicie: f  — kąt precesji, § —  kąt nutacji ię  —  kąt obrotu wł asnego. Zadanie spro-
wadza  się  do  wyznaczenia  momentów  giroskopowych  dział ają cych  w kierunku  zgodnym
z  przyję tymi  współ rzę dnymi  rotacyjnymi  q^ '( qrĄ,  okreś lonymi  w tym  przypadku  przez
ką ty  a i /?.
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W  tym  celu  wprowadzamy  zwią zany  z  tarczą  ruchomy  ukł ad  odniesienia  fr,  £.,  r\ r.  Po-
nieważ interesują  nas jedynie przemieszczenia  rotacyjne, zatem moż emy przyją ć,  że  obydwa
ukł ady  odniesienia,  ruchomy  i  nieruchomy,  mają  wspólny  począ tek  w  ś rodku  tarczy  0.
Wychodząc  z  prawa  zachowania  krę tu,  wyznaczamy  momenty  dział ają ce  na  tarczę  ze
znanego  wzoru

_,  dH  ,.  _
(3.8)  M = - ^ - + o ) X f f,

gdzie  H  jest  krę tem  tarczy  a  co jej  prę dkoś cią  ką tową.

tir

Rys.  3.  Wirują cy  element  wału  w  ruchomym  £ r , rj r,  f,  i nieruchomym  xn,  xr2,  x,3  ukł adzie  odniesienia

Rzutując  moment krę tu  na  osie ukł adu ruchomego5  otrzymujemy  nastę pują ce  zależ noś ci:

(3.9)  Mnr  =

Wystę pują ce  we wzorze  (3.9)  skł adowe  wektora  krę tu wyznacza  się przy pomocy  wzorów

H ir  =  7O r  •   oy(r

(3.10)

gdzie  I or  jest masowym  momentem bezwł adnoś ci wzglę dem  osi przechodzą cej przez ś rodek
tarczy a /*, masowym  momentem bezwł adnoś ci wzglę dem  ś rednicy tarczy.  Skł adowe prę d-
koś ci  ką towej  wzglę dem  osi  gr,r] r,  £.  są  równe

(3.11) wnr  - »  -
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Po  uwzglę dnieniu  równań  (3.10) i  (3.11) zależ ność  (3.9) przyjmuje  postać

M  I(

Mn, =  - IXr- jr{j>si

Prę dkość ką towa wir  odpowiada prę dkoś ci ką towej Q  obrotów własnych wału i jest z zało-
ż enia  stała
(3.13)  o)ir = Q  —  v>cos#+c> m const.

Podstawiając  zależ ność  (3.13)  do (3.12)  otrzymujemy  wyraż enia

(3.14)  Mnr =   - IXr(y>sin&+2f4cos'ff)+I0rQ4

Transformacja  opisanych wzorem  (3.14) momentów do ukł adu  nieruchomego odbywa się
przy  wykorzystaniu  nastę pują cych  relacji [3]

MXn  m M

^  '  MXn  = M

gdzie  przez Mx„  i MXr]  oznaczono momenty działają ce  odpowiednio wokół  osi xr2  i  xri

(rys. 3).
Pomię dzy  ką tami  a  i  /? okreś lają cymi  chwilowe  położ enie tarczy  w  ukł adzie nieru-

chomym xri  i ^,2, xr3  a ką tami  f  i • &   opisują cymi  chwilowe  położ enie tarczy w układzie
ruchomym  |r ,  rj r, Cr zachodzą   relacje  [3]

tg « =
^  '  )  tg/3 = tg# •  siny

Ponieważ  rozpatrujemy  małe  drgania  wału, przeto jedynie  ką ty  y  i <p  mogą   przyjmować
dowolne wartoś ci, pozostałe tj. &,   a i /S są  z założ enia mał e. Pozwala to na  zlinearyzowanie
zwią zków  (3.16),  które  przyjmują   postać:

a = #
( 3 l 7 )

Uwzglę dniając powyż sze  zależ noś ci przy podstawieniu wzoru  (3.14) do (3.15)  otrzymujemy

(3 18)  Mr**   ~  Ir**[
M  / [

Róż niczkując  zależ noś ci  (3.17) i podstawiając  do równań  (3.18)  otrzymujemy  ostateczne
wzory  na składowe  momentów  działają cych  na tarczę
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We wzorze (3.19) wyraż enia —  I arQa  i  I arQp  oznaczają   momenty giroskopowe  działają ce
w kierunku  rotacyjnych  współ rzę dnych uogólnionych  qf3  i qu  Mego SES. Wobec  powyż-
szego blok  uogólnionych sił  giroskopowych  działają cych  na  r- ty  SES moż na przedstawić
w  postaci

(3.20)  r *  = c o l {0 , 0 - J A,,  I„Qq H).

Równanie  (3.20)  moż emy  przedstawić  w  postaci  iloczynu

0  0  0  0
0  0  0  0
0  0  0  I orQ
0  0  - IorQ  0

gdzie:

(3.22)

jest  blokiem  oddziaływań  giroskopowych  odpowiadają cym  r- temu  SES. Nastę pnie two-
rzymy  macierz  kolumnową   o  wymiarach  4« x 1

(3.23)  r r - col{pf; . . - , 0, rF \ 0, . . . , 0}.

Wektor uogólnionych sił  ż yroskopowych  całego układu otrzymamy po zsumowaniu  wek-
torów  T,  dla  wszystkich  SES

r= l
(3.24)

gdzie:

(3.25)  G = diag{<7r},

jest  macierzą   giroskopową   całego  układu.
Wektor  niepotencjalnych  sił   uogólnionych  okreś la  zwią zek  [5]

dL

r  ~  1,2,  ...  «,

-  (3.26) a  =  1, ...,«,

gdzie  L  oznacza  sumę   prac  wszystkich  osiowych  sił   przekrojowych.  Oznaczając  przez
v  =  v(x)  oraz  w  =   w(x)  ugię cia  prę ta  w jego  głównych płaszczyznach zginania  a  przez
N(x)  osiową   siłę   przekrojową,  pracę   tej  siły  okreś la  znana  formuła  energetyczna

(3.27)

gdzie

L  =

dv
lx

dw
dx

W  modelu  dyskretnym,  pracę   sił   osiowych  okreś la  się   sumując prace wykonane na prze-
mieszczeniach  wszystkich  sztywnych  elementów  skoń czonych.
Zakłada  się   że  wielkoś ci  tych  sił  nie  zmieniają   się   na  długoś ci poszczególnych  SES.
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Oznaczając przez Nr  sił ę  obcią ż ają cą   / - ty sztywny  element skoń czony, pracę  tej  siły  okreś la

zwią zek  (przy  założ eniu niewielkich  ką tów  obrotu)

(3.28)  L r  = — Nr  •   lr(qj3  +   q?).

Zwią zek  (3.28)  zapisujemy  w  postaci  macierzowej.  Tworzymy  macierz  K G  o  wymiarach
4MX4M ,  W której  r- ty  blok  na  głównej  przeką tnej  przyjmuje  postać

(3.29)

Wówczas

(3.30)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Nrlf

0

0

0

0

1

T
gdzie  q jest  wektorem  współ rzę dnych  uogólnionych.

Sumowanie wszystkich  prac prowadzi  do  utworzenia  macierzy  sztywnoś ci  geometrycznej
ukł adu  o  strukturze  jak  (3.29)

(3.31)  L -

gdzie:

(3.32)

Wprowadzając  (3.31)  do  równania  (3.26)  otrzymujemy

(3- 33)  S ? = KG - q.

Wprowadzając  zwią zki  (3.7),  (3.24)  i  (3.33). do  (3.6)  otrzymujemy

(3.34)  Q =  - Kq- Gq+ KGq.  '

Podstawiając  (3.3) i  (3.34) do równania  (3.1) otrzymujemy  równania  ruchu ukł adu w pos-
taci

(3.35)  Mq+ Gq + ( K - KG ) q  =  0.

4. Drgania swobodne

Po  wprowadzeniu  podstawienia

li}  *  - i!)
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równanie  (3.35)  przyjmie  postać

(4.2)
gdzie:

M

Ay+ By  =  0

- Ml  f  M  0

G 0 K

W  równaniu  (4.2)  macierz  A  jest  skoś nie  symetryczna  a  B jest  symetryczna  i  dodatnio
okreś lona.  Podstawiając  do  równania  (4.2)  rozwią zanie  w  postaci  y  =   yevt  otrzymujemy
ukł ad  2n  równań  (n- liczba  stopni  swobody  ukł adu)

(4.3)  (B+ / »A)y  -   0

D o  rozwią zania  równania  (4.3), czyli do wyznaczenia  wartoś ci  własnych i wektorów wł as-
nych  wykorzystano  metodę   ł ań cuchów Sturma w poł ą czeniu z  techniką   odwrotnej  iteracji
[7].  W  tym  celu  równanie  (4.3)  przekształ ca  się   do  postaci

(4.4)  (B- AA*)y  =  0

gdzie  A*  =  iA  jest  macierzą   skoś nie  hermitowską,  X — ip  jest  liczbą   rzeczywistą   a  „ i" "
jednostką   urojoną.  Zastosowana  metoda  polega  na  wykorzystaniu  w  pierwszym  etapie
własnoś ci ł ań cuchów Sturma do ustalenia liczby pierwiastków  znajdują cych  się  w dowolnym
zadanym przedziale  (a, b), a nastę pnie drogą   kolejnego  dzielenia przedziału (a,b)  na usta-
leniu przedział ów zawierają cych  tylko po jednym pierwiastku.  Wyizolowane  w ten sposób
pierwiastki  są   nastę pnie obliczane z ż ą daną   dokł adnoś cią. Do tego  celu, jak  wspomniano,,
wykorzystuje  się   technikę   odwrotnej  iteracji.  W  procesie  odwrotnej  iteracji  równocześ nie
z  wartoś ciami  wł asnymi  obliczane  są   odpowiadają ce  im  wektory  własne.  Rozwią zanie
równania  (4.4) uzyskuje  się  w postaci  par  pierwiastków  rzeczywistych  Xt,  — Alt  X2,  — A2,,

...,  Au,  — X„  a odpowiadają ce  im wektory  są  zespolone i parami sprzę ż one. Wartoś ci własne
równania  (4.3) są   równe  A/ i z czego wynika, że są   one urojone. Wektory  własne nie ulegają
zmianie.  Zastosowanie  takiej  metody  rozwią zania  zagadnienia  własnego  (4.3)  zapewnia:
—•   ekonomiczne wykorzystanie  pamię ci operacyjnej  komputera dzię ki zachowaniu pasmo-

wego  charakteru  macierzy,
—  stabilność  numeryczną, pozwalają cą   na wyznaczanie wartoś ci własnych z dowolną   dok-

ł adnoś cią,
—  moż liwość  obliczania zadanej  liczby  najniż szych  wartoś ci własnych w okreś lonym prze-

dziale.
Wyznaczone  w  procesie  odwrotnej  iteracji  wektory  własne są   nastę pnie normowane  tak,
aby  pierwsza  róż na  od  zera  skł adowa  była  równa jednoś c- i. Z otrzymanych w  ten sposób-
wektorów  modalnych

(4.5)  y«> =  col( l, y%\ y$,  ..., y<°)»  (z =  1, 2,  ..., 2ń )

moż na  zbudować  macierz  módalną   o  postaci

1  1  ...  1

(4.6) H .

y(2«)
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Ostatecznie,  rozwią zanie  równania  (4.2)  moż na  zapisać  w postaci

(4.7)  q -   H e"'p

.gdzie:

(4.8)  e*  =  diag(e"»',  t**\   ..., e"̂ ),

oraz
(4.9)  •   p =  col 1̂J2,..., 2̂„),

jest  wektorem o składowych,  które  wyznacza  się  z przyję tych  dla  rozwią zywanego  przy-
padku  warunków  począ tkowych.

.  5. Program  obliczeń

Program  obliczeń  drgań  obrotowych  wałów  i  wirników  napisano w ję zyku  FORT-
RAN  IV i uruchomiono na  komputerze ICL- 70. Program realizuje  trzy  zasadnicze  etapy
obliczeń
1) generowanie  parametrów  modelu  obliczeniowego  na podstawie  danych  o  geometrii

układu  i  stałych materiałowych,
2)  budowa  macierzy  charakterystycznych  ukł adu,
3)  obliczenie  drgań  swobodnych.
Szczególną   uwagę  zwrócono na proces przygotowania  danych i kontrolę  ich poprawnoś ci.
Automatyzacja  tej fazy obliczeń zwię ksza efektywność  korzystania z programu, przyczynia-
ją c  się   do wzrostu jego praktycznego  znaczenia. Przykł adowo, liczba  danych  opisują cych
lini ę  wałów na statku o przecię tnej długoś ci z 450 w przypadku przygotowania  „ rę cznego",
zmniejsza  się  do  około  80  przy  przygotowaniu  automatycznym.
Program  korzysta  z pomocniczej  pamię ci  zewnę trznej  w postaci  dysku  magnetycznego,
co umoż liwia  wykonywanie  szeregu  operacji  na  fragmentach  macierzy,  sukcesywnie ś cią-
ganych z dysku.  Program  zajmuje  150  kB  pamię ci  operacyjnej  i  pozwala  na  obliczanie
układów,  których  macierze  charakterystyczne  zawierają   do  12000  elementów.

6.  Przykł ad  obliczeń

Wykonano obliczenia drgań obrotowych wrinika przedstawionego na rys. 4a. Geometrię
wirnika opisano w tablicy  1. Wirnik jest wykonany ze stali o nastę pują cych  stał ych materia-
łowych
—  moduł   Younga  E =  2.1 •   106  [kG / cm2]
—  moduł   Kirchoffa  G = 0.83 •   106  [kG/ cm2]
—  cię ż ar  właś ciwy  = 0.78 •   10"2  [kG / cm3]
Wirnik  podzielono na  10 sztywnych  elementów  skoń czonych i l l  elementów  sprę ż ystych
(ł ą cznie  z  ES  reprezentują cymi  sztywnoś ci  podpór).  Wartoś ci  liczbowe  parametrów
modelu obliczeniowego  zamieszczono w tablicach 2 i 3. W  tablicy  3 przez r i p oznaczono
numery SES pomię dzy którymi znajduje  się  &- ty ES, przez ckl i ck2 oznaczono współczynniki
sztywnoś ci  wału na  ś cinanie, przez  ck3  i cH  współczynniki  sztywnoś ci  wału na  zginanie



Rys.  4.  Wirnik  podparty  na dwóch podporach: a)  schemat ukł adu, b)  postać drgań  1 stopnia, c) postać
drgań  2  stopnia

co "10

0  12  3  4  5  6  7  8  P*W[N]

Rys.  5.  Zależ ność  czę stoś ci  drgań  własnych  wirnika  co  od  wartoś ci  siły  osiowej  P  i  liczby  obrotów  n

[59]



Tablica  1

Nr
odcinka

wału

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Ś rednica  [mm]

zewnę trzna

51
102
203
66
72
66

185
102
102

wewnę trzna

S
I

O
O

O
O

O
O

O
O

Długość
[mm]

630
290
330

1250
1298
1250
112
232
170

Tablica  2

N r
SES

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Masa

[kg]

0.4994
2.3547
9.3476
1.6615
1.7737
1.9775
1.8960
1.6615
3.5168
1.7227

Masowy  moment bezwładność

[kgm2]

0.04077
0.57084
1.69215
0.51987
0.57084
0.62181
0.58103
0.51987
1.15188
0.16309

Tablica  3

r

1
2
3
4
5
6
7
8
9

4
8

n

2
3
4
5
6
7
8
9

10

4
8

CaXlO- 10 c„ 2xl0- 10

[N/m]

0.0274
0.1442
0.0488
0.0459
0.0534
0.0547
0.0481
0.0459
0.0718

0.0429
0.0407

0.0627
0.0472

fits  x 10-10 c t 4xl0 - 1 0

[Nm/ rad]

0.1130
1.5646
0.3383
0.3168
0.4259
0.4488
0.3444
0.3168
0.7321

0.8589
0.5156

0.9547
0.6130

Srk

[cm]

15.1
20.8
40.7
30.3
29.0
30.3
31.2
30.3
16.9

3.3
15.9

[cm]

- 39.8
- 19.8
- 30.3
- 31.5.
- 30.3
- 29.4
- 30.3
- 43.7
- 11.8

—

[60]
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a  przez srk  i spk  oznaczono współ rzę dne zamocowania  A:- tego  ES w lokalnym  układzie od-

niesienia  odpowiednio  Mego  ip- tego  SES. W dwóch  ostatnich wierszach  tablicy  3 podano

współ czyniki  sztywnoś ci  podpór  oraz  numery  SES  (/•  =  p) do  których  są  one doł ą czone.

W  rezultacie  przeprowadzonych  obliczeń  przebadano  wpływ  sił  osiowych  i  efektów

ż yroskopowych,  działają cych  ł ą cznie,  na  czę stoś ci  drgań  obrotowych  wirnika.  Wyniki

obliczeń  przedstawiono  w formie  graficznej  na rys. 5. Dodatkowo w tablicy  4 zestawiono

czę stoś ci  drgań  wł asnych wirnika  obliczone dla wybranych  prę dkoś ci  obrotowych  wirnika

i  róż nych wartoś ci  sił  osiowych.  Należy zaznaczyć, że obliczenia  wykonano  przy założ eniu

wystę powania  jedynie  precesji  współbież nej.  Dwie  pierwsze  postacie  drgań  wirnika  (dla

n  = 0) pokazano  na rys. 4.

Tablica 4

"" \   r °br i
^ \   n  —7-

^ \ _  L min  J
PxlO- *[N]  ^ - .

0

1

3

5

10

12

13

13.5

Postać
drgań

I

I I

I

I I

1

I I

I

I I

I

I I

I

I I

I

II

I

I I

0

652.36

839.27

634.42

818.49

589.48

775.21

538.64

729.05

378.80

583.65

274.08

505.75

206.86

461.61

153.19

434.99

500

681.52

878.95

662.35

856.92

615.36

811.72

562.35

763.29

395.48

611.05

286.14

529.50

209.08

467.02

159.94

455.41

1500

696.34

898.38

677.24

876.14

629.20

829.82

574.99

780.40

404.37

624.75

292.58

541.37

220.82

494.12

163.53

465.71

5000

707.82

913.16

688.42

890.55

639.58

843.46

584.48

793.24

411.05

635.03

297.40

550.27

224.46

502.25

167.29

472.31

10000

730.86

942.72

710.76

919.38

660.34

870.77

603.45

818.91

424.38

655.58

307.05

568.09

231.75

518.51

171.68

488,69
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P  e 3 K>  M e

AHAJIH 3  KOJIEBAHHfl  BPAmAIOUJHXCa  BAJIOB  HATPy>KEHLIX
OCEBLIMH  CHJIAMH

B  paBoTe  npe#cTaBJieHO BjntóniHe rcfpocKoriHraecKHx a ^ e i *1 0 1 3  H oceBBix  CHJI iia co6cTBeHHJ>ie  KO-
BanoB  H poTopoB.  H a ocHOBe iweTOfla  HtecruHx  KOHe^HBrx ajieMCHTOB  npHHHTo BbraHCJiHTejit-

Hyio  MOfleJiB.  PaSoTy  MxtjnocTpKpyeT  KOHKpeTHbift  npHiwep.  MeToa  pa3pa6oTaH  c  TOTKH  3peHHH npHiwe-
HeHHH na<J)poBbix  BHtjHcnHTejitHbix  MeTOflOB.  BbiMUCJiHTenBHaH nporpaMMa  HarmcaHa B H3Łii<e  <I>op-
TpaH I V .

»
S u m m a ry

ANALYSI S  OF VIBRATION S  OF ROTATING  SHAFTS  LOADED  BY  AXIA L  FORCES

The  influence  of giroscopic  effects  and axial  forces,  acting  simultaneously  on natural  frequencies  of
shafts  has been  examined.

The stiff  finite  element model has been used. Numerical results  are presented  for representative  struc-
tures,  solved  by  the computer  program  written  in  FORTRAN  IV  for  the ICL- 70  computer.
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