
M ECHANIK A
TEORETYCZN A
I   STOSOWANA

4, 18 (1980)

ZAGADNIENI A  OD WROTNE  P ÓL  TEMPERATUR —  PRZEG LĄ D  LITERATURY

KRZYSZTOF  G R YS A,  MICHAŁ  JACEK  C I A Ł K O W S K I  (POZNAŃ)

1.  Wstęp

W  wię kszoś ci  zagadnień  praktycznych  rozwią zanie  równania  przewodnictwa  ciepła
nie  przedstawia  wię kszych  trudnoś ci  o  ile  tylko  warunki  brzegowe  dadzą   się   okreś lić
z  wystarczają cą   dokładnoś cią. Pomiarów przebiegów  temperatury  na brzegach  rozważ a-
nego ciała dokonuje  się  w  takich przypadkach przy pomocy  termopar  lub  innych  przy-
rzą dów pomiarowych, a nastę pnie rachunkowo wyznacza się  przebiegi  temperatur w punk-
tach  wewnę trznych  (tzw.  wewnę trzne  odpowiedzi  temperaturowe).

Zdarzają   się   jednakże  sytuacje,  gdy  umieszczenie  na  powierzchni  ciała  instrumentów
pomiarowych  jest  niemoż liwe  bą dź  niewskazane.  Z  tego  typu  sytuacją   spotykamy  się
rozważ ając  pole  temperatury  cylindra,  w  którego  komorze  spalania  porusza  się   tł ok,
silnika  odrzutowego —•  z uwagi na szybki przepływ gazów, czy turbiny cieplnej. W takich
przypadkach dużo łatwiej jest rejestrować  przebiegi  temperatur w punktach wewnę trznych
rozpatrywanych  ciał,  zaś  zagadnieniem podstawowym  jest  okreś lenie  warunków  termicz-
nych  powierzchniowych,  które  powodują   owe  wewnę trzne  odpowiedzi  temperaturowe.
Tego typu podejś cie  do zagadnienia jest istotnie  róż ne od zwykłego problemu  brzegowo-
począ tkowego.  Chodzi  tu  bowiem  nie  tyle o wyznaczenie rozwią zania wewną trz  obszaru
ograniczonego  brzegiem,  na którym  zadane są   wartoś ci  poszukiwanej  funkcji  lub jej  po-
chodnych,  co  o  ekstrapolację   tego  rozwią zania  poza  ten  obszar.  W  literaturze  przyję ło
się   nazywać  tego  typu  zagadnienia  problemami  odwrotnymi  w  odróż nieniu  od  konwen-
cjonalnych  zagadnień  brzegowo- począ tkowych,  nazywanych  problemami  prostymi  lub
bezpoś rednimi.

Ogólnie problemy  odwrotne w technice to zagadnienia,  które wią żą   pomiary, metody
matematyczne  oraz  inż ynierskie  wyczucie.  Pomiarów  zwykle  dokonuje  się   w  miejscach
łatwo dostę pnych. Poszukiwane wielkoś ci  czę sto mogą   zostać zmierzone tylko poś rednio.
Na  przykład  w  celu  okreś lenia  przebiegu  strumienia  ciepła  po  stronie  wewnę trznej  na-
czynia ciś nieniowego dokonuje się  pomiaru przebiegu temperatury na jego brzegu zewnę trz-
nym. W konstrukcjach czasami wyznacza się  nieznane przebiegi  ciś nień czy przemieszczeń,
dokonując w kilku  punktach pomiarów prę dkoś ci. Jest  oczywiste,  że poprawne  rozwią za-
nia  tego typu problemów  w istotny sposób  zależą   od prawidłowego wyboru  punktów po-
miarowych,  wielkoś ci,  które  się   mierzy  oraz  wyczucia  inż ynierskiego.

Dodatkowym  utrudnieniem  przy  praktycznym  zastosowaniu  rozwią zań  zagadnień
odwrotnych jest wpływ  instrumentu pomiarowego na przebieg pomiaru. Z tego też wzglę -
du nie jest wskazane  wprowadzanie  do wnę trza  ciała wię kszej  iloś ci  czujników.  Niemniej
nawet  jedna  czy  dwie  termopary  zakłócają   pole  temperatury  i  powodują   niewielkie  za-
fałszowanie  wyników. Stąd jednym z podstawowych  problemów dotyczą cych  zastosowań
rozwią zań  zagadnień  odwrotnych jest  problem  pomiarów  mało  zakłócają cych  przebieg
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wielkoś ci  mierzonych. Wydaje  się , ż elowe,  kompleksowe podejś cie  do zagadnień odwrot-
nych pól temperatur, jakie jest rozwijane  w ostatnich latach tak w Polsce jak  i za granicą,
może  przynieść  pozytywne  rozwią zanie  i  tych  problemów.

Rozwój  tej  gał ę zi  teorii  przewodnictwa  ciepła, jaką   jest  problematyka  odwrotnych
zagadnień pól temperatur, rozpoczął  się  stosunkowo niedawno. Autorzy  najwcześ niejszych
prac,  opublikowanych  na przełomie lat pię ć dziesią tych  i sześ ć dziesią tych  (moż na tu wspo-
mnieć prace N . V.  SZUMAKOWA [33] czy G. J. STOLZA  [35]) powołują   się  przede wszystkim
na znaną  monografię   CARSLAWA  i  JAEGERA  [8], w  której  wprawdzie  autorzy  nie  wprowa-
dzają   nawet poję cia zagadnień odwrotnych, ale gdzie podane są  liczne przykłady sposobów
rozwią zywania  zagadnień  bezpoś rednich,  łatwych  do  zastosowania,  (choć  dosyć  mało
efektywnych)  przy  rozwią zywaniu  zagadnień  odwrotnych.  W  latach  sześ ć dziesią tych  te-
matyka  ta  była  rozwijana  głównie  dla zagadnień  liniowych.  Rozważ ano  tylko  problemy
jednowymiarowe,  przyjmując  jako  punkt  wyjś cia  znaną   odpowiedź  temperaturową   jed-
nego  punktu wewnę trznego  oraz warunki  począ tkowe,  a poszukując  temperatury  brzegu
przy  założ eniu tzw.  warunków  symetrii  w  ś rodku  ciała  (gdy  rozważ ano  walec  lub  kulę )
lub izolacji  drugiego brzegu  (gdy brano pod uwagę  nieskoń czoną  płytę ). Wiele prac z tego
okresu  to prace teoretyczne, rozwijają ce  wprawdzie  metody  rozwią zań  tego  typu proble-
mów,  ale  oferują ce  wyniki  w  postaci  skomplikowanych  wielokrotnych  szeregów  bą dź
całek, zupełnie nieprzydatne dla celów praktycznych.  Autorzy  tych prac, w których prze-
liczane  były  przykłady  liczbowe,  wykorzystywali  zwykle  metodę   róż nic  skoń czonych
i  w  zasadzie  przede  wszystkim  sygnalizowali,  na jakiego  rodzaju  trudnoś ci  i  niebezpie-
czeń stwa  pomyłek  naraż eni  mogą   być  eksperymentatorzy,  próbują cy  wykorzystywać
wyniki  ich  prac. Niemniej  kilka  pomysłów  dotyczą cych  rozwią zywania  problemów  od-
wrotnych  doczekało się ,  po  niewielkich  modyfikacjach,  pozytywnych  realizacji  w  latach
siedemdziesią tych.  Do  takich  pomysłów  należy  np.  metoda  dopasowywania  funkcji,
o  której  bę dzie  mowa  w  dalszej  czę ś ci  pracy.  W  latach siedemdziesią tych  rozpoczął  się
burzliwy  rozwój  metod rozwią zywania  zagadnień  odwrotnych i to już  nie tylko  jednowy-
miarowych  i  liniowych,  ale także dwu-  i trójwymiarowych  (dla tych ostatnich nakreś lono
tylko,  co  prawda,  sposób  postę powania)  oraz  nieliniowych.  Wyznaczono  rozwią zania
dla płyty, rury gruboś ciennej i powłoki kulistej, gdzie przy założ eniu znajomoś ci odpowiedzi
temperaturowych  z  dwóch  punktów  wewnę trznych  okreś lono  przebiegi  temperatur na
obu brzegach.  Nastą pił   gwał towny  rozwój  metod numerycznych. Wreszcie  w okresie tym
pojawiły  się   pierwsze  prace traktują ce  o zagadnieniach  odwrotnych  termosprę ż ystoś ci  —
czyli  o problemach wyznaczania  warunków  termicznych na powierzchni ciała  gdy znane
są   w  punkcie  wewnę trznym  odpowiedzi  naprę ż eniowa  bą dź  przemieszczeniowa.

Niektórzy  autorzy  pod  hasłem  „zagadnienia  odwrotne"  pól  temperatury  rozumieją
treś ci  odmienne od  przytoczonych  wyż ej.  W  zwią zku  z  tym  warto  wyszczególnić  jakie
zagadnienia  są   obję te  tym  okreś leniem.  Są   to  mianowicie:

1°  Zagadnienia  wyznaczania  temperatury  lub  strumienia  ciepła .na  powierzchni  ciała
przy  znanym przebiegu  temperatury  lub  strumienia ciepła w jednym  lub kilku punktach
wewnę trznych  ciał a;

2°  Zagadnienia  wyznaczania  temperatury  lub  strumienia  ciepła na  powierzchni  ciała
przy  znanym  przebiegu  naprę ż eń  termicznych  bą dź  przemieszczeń  w  jednym  lub  kilku
punktach  wewnę trznych  ciała;
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3°  Zagadnienia  wyznaczania  zależ noś ci  funkcji  f(r,  t),  opisują cej  ź ródło  ciepła,  od
zmiennych przestrzennych  przy  założ eniu, ż e/ (Y,  t)  = / i( r )  'f2(t),  gdzie f2{t)   jest  znaną
funkcją ,  oraz  przy  komplecie  warunków  brzegowych  i  począ tkowych;

4° Zagadnienia wyznaczania'stałych lub zmiennych z  temperaturą  lub z czasem współ-
czynników  dotyczą cych  przewodnictwa  cieplnego  przy  okreś lonych  warunkach  .brzego-
wych  i  począ tkowym  oraz  znanym  bą dź  łatwym  do  wyznaczenia  polu  temperatury  we-
wną trz ciała.

Spoś ród prac  traktują cych  o zagadnieniach odwrotnych w sensie  okreś lonym w punk-
cie 3° warto wymienić monografię   [27], w której  podany jest m.in. spis literatury  dotyczą-
cej  tego  typu  odwrotnych problemów  przewodnictwa  ciepła  i nie  tylko.  Zagadnienia od-
wrotne w sensie  okreś lonym  w punkcie 4°  były m.in. rozważ ane  w pracach  [2, 4,  11, 26,
30 i  in].

W niniejszym  przeglą dzie  zajmiemy  się  wyłą cznie zagadnieniami odwrotnymi w sensie
punktów  1° i 2°.

2.  Liniowe  zagadnienia  odwrotne  przewodnictwa  cieplnego

Metody rozwią zywania  liniowych  zagadnień  odwrotnych przewodnictwa  ciepła moż na
podzielić nastę pują co:

2.1.  przewidywanie  rozwią zania  w  postaci  szeregu.
2.2.  analiza  transformat  Laplace'a
2.3.  podejś cia  oparte  na  metodzie  róż nic  skoń czonych
2.4.  rozkład  na  szereg  problemów  prostych.
Każ dą   z  tych  metod  omówimy  oddzielnie.
2.1. Przewidywanie rozwią zania w postaci szeregu. W  rozdziale  I I   monografii  H. S.  CARSLA-

WA i  J. C. JAEGERA  [8]  omówione  są   proste  (bezpoś rednie)  rozwią zania  liniowego  rów-
nania  przewodnictwa  ciepła.  Przedstawiając  moż liwe  postaci  rozwią zań  autorzy  dali
póź niejszym  badaczom zagadnień odwrotnych przewodnictwa  ciepła  moż liwość  predykcji
temperatury  brzegu  obszaru,  gdy  znana  jest  wewnę trzna  odpowiedź  temperaturowa.
Jedna  z  postaci  rozwią zań  przedstawionych  w  [8]  była  szczególnie  czę sto  wykorzy-
stywana.  Była  to  funkcja  [8,  str.  52]

(2.1)  T(x, i)  —  / 1  II   —
Ł -  o

gdzie  $  i  y  są   dowolnymi  funkcjami  czasu,  spełniają cymi  jednowymiarowe  równanie
przewodnictwa  ciepła

1  dT
(2.2)  v2r- ~••  —  = 0,  V — operator nabla,

rC  '  Ot  • '• • '.-  '

zaś  « jest  dyfuzyjnoś cią   temperaturową.  Dla  funkcji  T(x, t)  zachodzą   zwią zki

(2.3)  T(0,0  =  ^(O  oraz  - x—
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Przyję cie  rozwią zania  zagadnienia  odwrotnego w postaci  (2.1) przy zastą pieniu poda-
nych tu współczynników funkcyjnych  przez pewne nieznane funkcje  pozwalało  efektywnie
rozwią zywać  te zagadnienia  w przypadkach  gdy znana  była  odpowiedź  temperaturowa
w jednym  punkcie wewnę trznym  ciała. Bazując  na tym podejś ciu  BURGGRAF [7] wyznaczył
ś cisłe  rozwią zanie  dla przebiegów  powierzchniowej  temperatury i powierzchniowego  stru-
mienia  ciepła dla. danych cią głych przebiegów  temperatury i strumienia ciepła w jednym
punkcie  wewnę trznym.  Wykorzystał   on wynikają ce  z równania  (2.1) i z prawa  Fouriera
zwią zki

(2.4)  - ^  = *»V2»r/   oraz  ^ | -  = «•  V2"q,

gdzie  q =   ~XVT—  strumień  ciepła,  X — współczynnik  przewodnictwa  cieplnego.
Zadając  nastę pnie przebiegi  T(x0,  t) =  T0(t) oraz  q(x0,  t) =  qo(t)  wyznaczył   dla płyty,
kuli  i  walca  pole  temperatury  w postaci

(2.5)
H =  0

gdzie  funkcje  f„(x)   i g„(x)   spełniają   zwią zki  nastę pują ce:

dfn\  _  A „  _  A  ,JoW  = i,/ ,W  = 0,
dx x= x0

g„(x0) = 0;

- 1,

Ciekawy  jest  fakt,  że do wyznaczenia  rozwią zania  nie jest tu potrzebny warunek  począ t-
kowy. Wynika  to z założ enia, że funkcje  TQ(t)  i qo{t)  są  okreś lone dla te<0; oo).

DAVIE S  [13] i  KOVERYANOV  [25] również wykorzystali  metodę  przewidywania  rozwią -
zania w postaci szeregu  nieskoń czonego, przy czym o ile podejś cie  Koveryanova  było ana-
logiczne do metody Burggrafa,  o tyle Davies zaproponował  nieco bardziej  złoż oną  postać
rozwią zania,  zawierają cą   funkcje  bł ę du.

Zupełnie  nowy  sposób  atakowania  jednowymiarowych  zagadnień  odwrotnych  jest
zaprezentowany w pracy  IMBERA i  KHAN A  [18]. Przede wszystkim, w odróż nieniu od prac
poprzednich,  zakładają   autorzy  znajomość  przebiegów  temperatury w dwóch punktach
wewnę trznych.  Jest  to znaczne utrudnienie, gdyż nie ma wtedy  moż liwoś ci  zastosowania
metod  podanych  wyż ej.  Trzeba  najpierw  rozwią zać  zagadnienie  brzegowo- począ tkowe,
aby  móc  okreś lić  postać  rozwią zania  dla obszaru  zawartego  pomię dzy  wspomnianymi
punktami  wewnę trznymi,  a  nastę pnie  ekstrapolować  to  rozwią zanie  poza  ten obszar.
W pracy  [18] wyznaczono, w ten sposób  rozwią zania  dla płyty i dla grubej  powłoki kulis-
tej,  zaś w pracach  [19, 24] również dla rury  gruboś ciennej.  W niniejszym  opracowaniu
omówimy  tę  metodę  na przykładzie  rozwią zania  dla płyty.

Zagadnienie do rozwią zania  to równanie przewodnictwa  ciepła (2.2) z jednorodnym
warunkiem  począ tkowym  oraz z dwoma  warunkami  wewnę trznymi

(2.6)  T(xl5 0 = ^ (0  i  T(x2,t)=T 2(t),
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gdzie  xt  <  Xi  <  x2  <  xe;  xt  oraz xe  są współ rzę dnymi dolnej  i górnej  powierzchni  pł yty
nieskoń czonej,  która jest  równoległa  do pł aszczyzny  Oxy.

Rozwią zanie  tego  problemu  dla  x e (xlt  x2>  nie przedstawia  trudnoś ci  i  w  transfor-
matach  Laplace'a  może  być  zapisane  w  postaci

T
{2.1)  l(x,p)  -   1 _ e _ 2 p .A  - L e  e  J  +

rp2

gdzie  nadkreś lenie  oznacza transformatę  Laplace'a,  A  =   x2- xu  p  =  l /   —,  zaś  j  jest

parametrem  transformacji.
Na  zewną trz  przedziału  <x1; x2>  transformata  T(x, 73)  nie  może  zostać  odwrócona

z  uwagi  na  pojawienie  się  wtedy  w  wykł adnikach  dodatnich  argumentów.  Okazuje  się
jednak,  że przyję cie  funkcji  Tx(t)  i  T2(ł )  w  odpowiednich postaciach  umoż liwia  obejś cie
tej  trudnoś ci.  Autorzy  stosują  dwa,  róż nią ce  się  nieco  w  szczegół ach  podejś cia:  jedno
w  celu  dokonania ekstrapolacji  „do  tył u",  dla  xs<Xi,  xL},   i  drugie  w  celu  ekstrapolo-
wania  rozwią zania  „do przodu",  dla  x e <.x2,  xe)>.

Warto  tu  zaznaczyć,  że wobec  faktu  iż  7\ (f)  i  Tz(t)  są  sprowadzonymi  do  postaci
funkcyjnej  odczytami z dwóch termopar, tego rodzaju  manewr jest niegroź ny dla wyników
koń cowych,  o ile  tylko  przyję te  postaci  7\   i  T2  dobrze  pasują  do  wyników  pomiarów.

Dokonując  ekstrapolacji  do  tyłu  przy  zał oż eniu, że A  5=  xx—  xt,  przyjmuje  się,  że

(2.8)  7i(p) =   T2 2J  Ame~m"  oraz  T2(t) =

gdzie współ czynniki  4̂,,, i Z>„  należy wyznaczyć na podstawie  odpowiedzi  temperaturowych
zanotowanych w punktach xx  i x2.  Po wprowadzeniu  funkcji  T\  i  T2  okreś lonych  zwią z-
kami  (2.8)  do  (2.7), transformata  temperatury  daje  się  odwrócić  i  wynik  koń cowy,  fun-
kcjonują cy  dla x e <JC(, *!> , wyraż ony  jest przez potrójną  sumę, zawierają cą  potę gi  czasu
i  funkcje  erfc  od stosunkowo  nieskomplikowanego  argumentu.

Ekstrapolacja  do  przodu  wymaga  zał oż enia,  że  x e{.x2,*2A  + x1y.  Tak  więc  jeś li
xe  >  2A + x1}  to osią gnię cie  brzegu  xe  w jednym kroku jest niemoż liwe. Trzeba  wówczas
przyjąć  punkt  x  = 2A+xt  jako  x3,  temperaturę  wyliczoną  w  tym  punkcie jako  T3(t)
i  ponownie stosować ekstrapolację  do przodu, tym razem dla danych  Ti  i  T3.  Co do od-
czytów  z  termopar  przyjmuje  się  wówczas,  że

CO  00

(2.9)  T2(p) == fx  J \ , e -r a- *- A  .  oraz  71(0  =  ]£  a"- ^-,

gdzie  B,„ i  an wyznacza  się analogicznie, jak  poprzednio  A,„  i  b„.  Rozwią zanie  dla  ekstra-
polacji  do przodu ma postać zbliż oną  do rozwią zania  otrzymanego przy  ekstrapolowaniu
temperatury do tył u.

Wykorzystując  tę  metodę  wyznaczono  w  pracy  [18]  także  rozwią zanie  zagadnienia
odwrotnego dla pł yty dwuwarstwowej,  jak  również nakreś lono sposób  postę powania  przy
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rozwią zywaniu  tego  typu  problemów  dla  płyt wielowarstwowych.  Okazuje  się , że do roz
wią zania  zagadnienia  odwrotnego  dla  pfyty  wielowarstwowej  o  iloś ci  warstw  równej  5
lub  wię cej  wystarczą   odczyty  z czterech  termopar, z  których  po  dwie  muszą   znajdować
się  w dwóch warstwach  zewnę trznych z każ dej  strony. Tcrmopary nie mogą  być rozmiesz-
czone  dowolnie,  lecz  ograniczenia  narzucone na  ich  rozmieszczenie  nie  stwarzają   pro-
blemów  przy  wykorzystaniu  praktycznym  tej  metody.

Bazując  na metodzie podanej w  pracy  [18], CHEN i  THOMSEN  [9] rozwią zali  odwrotne
zagadnienie  dla  rury  gruboś ciennej  dla małych czasów. Założ enie krótkotrwałoś ci rozwa-
ż anego  procesu  pozwoliło uwzglę dnić  dane tylko  z jednej  termopary.  Zamiast  drugiego
czujnika  przyję to  założ enie,  że  dla  bardzo  krótko  trwają cych  procesów  nagrzewania
powierzchnia zewnę trzna rury nie zdą ży się  nagrzać, w zwią zku z czym moż na zamiast grubej
rury  rozważ ać  przestrzeń  z  pustką   walcową.

Metody  szeregowe  typu  zaprezentowanego  przez  Imbera  i  Khana  wydają   się   mieć
przed  sobą   liczne  zastosowania  w zagadnieniach  odwrotnych  termosprę ż ystoś ci.  Cechuje
je  bowiem  nie tylko — jak  wykazano  w pracy  [18] —  bardzo duża  dokładność przy sto-
sunkowo  niewielkim  nakładzie pracy ze strony maszyny  cyfrowej,  ale również  precyzyjne
okreś lenie  obszarów,  dla  których  dokonane ekstrapolacje  są   wiarygodne.

2.2 Analiza transformat Laplace'a.  Metoda  analizy  rozwią zania  równania  przewodnictwa
W transformatach  Laplace'a jest metodą   badawczą   narzucają cą   się , jeś li  chodzi o zagad-
nienia  odwrotne. Jest to wszakże — jak  się   okazuje  — metoda nieefektywna,  jeś li trzymać
się   jej  ś ciś le.  W  przecią gu  ok.  20  lat  jej  stosowania  dla potrzeb  zagadnień  odwrotnych
przewodnictwa  ciepła —  tzn. począ wszy  od pracy  MASKETA i  VASTANO  [28] z roku  1962,
a  skoń czywszy  na artykule  CIAŁKOWSKIEGO  i  GRYSY  [12] —  udawało  się   tylko  przedsta-
wiać  rozwią zania  tych  zagadnień  w  transformatach, przy  czym  były  to  transformaty nie
do  odwrócenia  ś cisłymi metodami. Tak wię c prace ś ciś le stosują ce  metodę  analizy trans-
format  miały raczej  wartość  tylko  poznawczą,  zaś  rozwią zania  w postaci jawnej  moż liwie
były tylko do uzyskania  dla punktów brzegowych,  dla tzw. brzegowych  zagadnień odwrot-
nych  [10]. Dopiero  IMBER  [22], kombinując  analizę  transformat z metodą   dopasowywania
funkcji,  podał   przybliż ony  sposób  rozwią zywania  wewnę trznych  zagadnień  odwrotnych.

MASKET  i  VASTANO  [28]  jak  również  i  SABHERWAL  [32]  przedstawili  transformaty
temperatury  i strumienia ciepła na powierzchni przy pomocy wyraż eń zawierają cych  trans-
formatę   odpowiedzi  termperaturowej  jednego  punktu  wewnę trznego.  W  zagadnieniach
przez  nich  rozważ anych  zakładano  zerową   temperaturę  począ tkową   oraz  warunek  sy-
metrii  (w przypadku  płyty warunek  izolacji)  dla x  = 0. W obu pracach autorzy  twierdzą,
że  transformaty  rozwią zań  moż na  odwrócić,  lecz  w  pracy  [28] nie  podano  oryginałów,
zaś  w  pracy  [32] podane  oryginały  wzię te  są   „ z powietrza",  bez  najmniejszej  wzmianki
o  metodzie  ich  uzyskania.

Wyniki  ciekawsze  z  punktu  widzenia  metodyki  rozwią zania,  choć  też  nieefektywne
jeś li  chodzi  o  procedurę   odwracania  transformat  rozwią zań,  zaprezentowano  w pracach
[34]  i  [14].  SPARROW,  HAJI- SHEIKH  i  LUNDGREN  W pracy  [34] dopuszczają   niejednorodny
warunek  począ tkowy  dla  temperatury. Rozważ ając  zagadnienie odwrotne dla  kuli  otrzy-
mali"  transformatę   temperatury  powierzchniowej  w  postaci
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gdzie  f(t)  — T(x*, t)  jest  znanym  przebiegiem  temperatury  w  punkcie  wewnę trznym
x*  e<0, 1), zaś  s  jest parametrem transformacji.  D la  transformaty  danej  wzorem  (2.10)
oryginał   nie  istnieje  i  z  tego  powodu  autorzy  próbowali  obejść  problem,  specyfikując
funkcję   fit).  Dokonali tego  w  dwóch etapach. Najpierw  zapisali  transformatę  J(s)  w po-
staci  ;

(2.11)  f(s)

Nastę pnie, podstawiając  (2.11) do (2.10), otrzymali taką  postać transformaty  temperatury,
dla której próbowali  okreś lić  oryginał  metodami przybliż onymi  najpierw  dla  małych cza-
sów,  a  nastę pnie  dla  czasów  dowolnych.  Rozwią zanie  dla  małych  czasów  uzyskuje  się

przez przybliż enie  ułamka  —- ,  wystę pują cego  w  iloczynie  z g(s) po prawej  stro-
1 — e  ' s

nie przekształconego wzoru  (2.10), przez szereg potę gowy  wzglę dem  Q- IX*VS  .  Otrzymuje
się   w  ten sposób  rozwią zanie  w  postaci  całkowej, przy  czym  funkcja  g(t)  okreś lona jest
przez  równanie  całkowe  wynikają ce  ze  wzoru  (2.11).,

Rozwią zanie  dla  czasów  dowolnych  uzyskuje  się   metodą   dopasowywania  funkcji
[31].  Metoda ta —  ogólnie  rzecz  biorą c — polega  na przybliż eniu  transformaty  funkcji,
która  jest  nieodwracalna,  przez  zbliż oną   do  niej  transformatę,  dla  której  oryginał   jest
znany. Sprawdzanie, czy  funkcja,  przy pomocy której  zastę puje  się   niewygodną   transfor-
matę, jest do tej  ostatniej dobrze „dopasowana", odbywa  się  przez ustalenie dla niej  war-
toś ci  w  zerze  i  w  nieskoń czonoś ci,  a  nastę pnie  poprzez  graficzne  [29]  lub  numeryczne
sprawdzenie,  czy  dopasowywana  funkcja  ma wykres  (oczywiś cie  dla  argumentu s  rzeczy-
wistego) zbliż ony  do wykresu  tej  transformaty.  Z  punktu widzenia  matematyki metoda
ta  jest  nieś cisła, jednakże  z  punktu  widzenia  inż ynierskiego  jest  ona  poż yteczna,  gdyż
daje  stosunkowo  dokładne  wyniki  w  całym  zakresie  zmiennoś ci  t.

W  pracy  [34] zalety  metody  dopasowania  funkcji  nie  zostały  dostatecznie wykorzy-
stane.  Metodą  tą   przybliż ano  przebieg  temperatury powierzchniowej  przy  znanej  funkcji
f(t),  ale  ponieważ  po  drodze  trzeba  było rozwią zać  równanie  całkowe okreś lają ce  g(t),
liczba  kolejnych  aproksymacji  była dosyć duża i stąd moż liwość  dokładnego oszacowania
numerycznego  temperatury jest  raczej  wą tpliwa.  Uż yta  metoda rozwią zywania  równania
całkowego1 okreś lają cego  funkcję   g(t),  polegają ca  na podziale  przedziału czasu  na  pod-
przedziały,  musi  być  stosowana  ostroż nie, gdyż  przy  zbyt  małych  podprzedziałach bł ą d
aproksymacji  gwał townie  wzrasta  i  mogą   się   pojawić  oscylacje.  Autorzy  przestrzegają
przed  tą   ewentualnoś cią   i próbują   ustalić najmniejszą   wielkość  podprzedziałów. Do mi-
nusów  pracy  należy  zbytnie  zaufanie,  jakie  autorzy  pokładają   w  moż liwoś ciach  rekon-
strukcji  temperatury  brzegu.  Wydaje  się ,  iż  ich  stwierdzenie,  że  znajomość  odpowiedzi
temperaturowej  w  ś rodku  kuli  pozwala  wyznaczyć  temperaturę  brzegu, jest przesadzone.
Wiadomo bowiem, że wpływ warunków  brzegowych jest we wnę trzu  ciała tł umiony i dla-
tego  ekstrapolacja  temperatury  jest  zawsze  obarczona  pewnym  bł ę dem.  .

Metodę   uż ytą   w pracy  [34] próbowali  usprawnić  DEVERALL  i  CHANNAPRAGADA  [14].
Jednakże również i oni otrzymali wyniki  w postaci  skomplikowanych  całek.

Klasyczną   metodą   analizy  transformat  Laplace'a  próbowano  także  atakować  zagad-
nienia  odwrotne  w  pracach  [10]  i  [12].  Równanie  przewodnictwa  było  tam  rozważ ane
wraz  z  zerowym  warunkiem  począ tkowym,  warunkiem  symetrii  (izolacji  w  przypadku
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płyty) dla  x  — 0 i przy znanej odpowiedzi  temperaturowej jednego punktu wewnę trznego.
W odróż nieniu od wszystkich wyż ej omówionych  prac, zakładano tak w  [10] jak  i w [12],
że na  brzegu  panują   warunki  II I  rodzaju  (swobodna  wymiana), przez  co rozważ ane za-
gadnienie  odwrotne  mogło  prowadzić  bą dź  do  wyznaczenia  temperatury  powierzchni,
bą dź  strumienia cieplnego, bą dź też liczby Biota. W pracy  [12] podano rozwią zanie w po-
staci splotowej,  przy czym jest ono złoż one z trzech wyraż eń, opisują cych  kolejno — tran-
sformatę   odpowiedzi  temperaturowej,  transformatę   rozwią zania  problemu  brzegowo-
począ tkowego  dla  warunku  I  rodzaju,  oraz  transformatę   tzw.  funkcji  intensywnoś ci
grzania. W pracy tej podano również ograniczenia, jakie muszą  być spełnione w przypadku
funkcji  T(x*,  t), jeś li  ma  ona opisywać wewnę trzną   odpowiedź  temperaturową.  Okazuje
się ,  że  dla  transformaty  T(x*, s)  musi  być  spełniona nierówność

(2.12) s T(x*, s)  -
x*"I_ fi{x*]/ s)

<  M, x* e < 0,

jjdzie  M —•  dowolna stała dodatnia, I- p(u) — zmodyfikowana  funkcja  Bessela  I  rodzaju,
rzę du  ,, — /?".  /? jest tzw.  parametrem kształ tu. Rozwią zanie zagadnienia  odwrotnego  staje

się   rozwią zaniem  dla  kuli, gdy  /S  =  —= - ,  dla walca  gdy  /S = 0  i  dla nieskoń czonej płyty

.gdy  /? =  - = -.  Idea  wprowadzenia  parametru  kształ tu  nie  jest  nowa;  uż ywali  go  także

m.in.  IMBER  i  KHAN  W  pracy  [18].
Autorzy  pracy  [12],nie próbowali  szukać  retransformat  rozwią zania  dla  x* e<0,  1>.

Wyznaczyli  natomiast  rozwią zanie  tak  postawionego  zagadnienia  dla  x  =   1  (brzegowe
zagadnienie  odwrotne).  Oczywiś cie  dla  warunku  I  rodzaju  tego  typu  rozwią zanie  jest
nieciekawe,  lecz dla warunków  I I  rodzaju  pozwala  ono ustalić  relację   pomię dzy tempera-
turą   czynnika  grzeją cego,  strumieniem ciepła na brzegu  i  liczbą   Biota  (bezwymiarowym
współczynnikiem  przejmowania  ciepła.)

Postać splotową   rozwią zania  równania przewodnictwa  cieplnego dla walca, kuli  i pły-
ty  [10,  12] wykorzystano  do  zdefiniowania  miary  odległoś ci procesu  nagrzewania  (chło-
dzenia) z liczbą   Biota  y>1  od procesu nagrzewania  (chłodzenia) tego samego  ciała  (i w tej
samej  temperaturze otoczenia) z liczbą   Biota ip2  (w szczególnoś ci  0 <  y>i  <  co, ip2 ~* °°).
Miara  ta  jest  zdefiniowana  wzorem

(2.13)  x(F0,  Vl,  y>2, P) =  J  [F^Fo, fp». P)- Fi(h,  Vx>J
o

f2  •

gdzie  liczby  2.,ljh  f =   1,2,  są   pierwiastkami  równania  przestę pnego

JV(X)  —  funkcja  Bessela  I  rodzaju  rzę du  v,  Bi —  liczba  Biota,  Fo  — liczba  Fouriera
(bezwymiarowy  czas).  Wielkoś ć,  wprowadzona  przy  pomocy  wzoru  (2.13),  znakomicie
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nadaje się  do odnoszenia procesu nagrzewania  z dowolną   liczbą   Biota do procesu nagrze-
wania  z warunkiem  brzegowym  I  rodzaju,  a co za  tym  idzie,  do  decydowania,  w  jakim
stopniu  proces  nagrzewania  może  zostać  przybliż ony  procesem  z  warunkiem  I  lub  I I
rodzaju.  Również w pracy  [10] podano rozwią zania  zretransformowane  tylko dla  x*  =   1.

Do  prac  [10]  i  [12]  powrócimy  jeszcze  w  rozdziale  5  z uwagi  na  inne ciekawe  idee
w nich zawarte.

Na  zakoń czenie  rozważ ań  dotyczą cych  analizy  transformat  omówimy  jeszcze  pracę
IMBERA  [22].  W  pracy  tej  rozważ ano  zagadnienie  odwrotne  dla  walca.  Autor  bardzo
szybko  uzyskuje  rozwią zanie  w  transformatach.  Nastę pnie  dokonuje  aproksymacji  re-
transformaty  dla  małych  czasów  przy  pomocy  odpowiedniego  przybliż enia  wewnę trznej
odpowiedzi  temperaturowej  (szereg  quasipotegowy  zawierają cy  funkcje  erfc)  oraz zastą-

/   / ~\   I   I   / ~T\
pienia  ułamka I o  I * ! /   —  / Mol* * 1/   —)  Przezrozwinię cieasymptotyczne(x*—punkt,

•   \   r  %  li  \  w  K  i

w  którym  zarejestrowano  wewnę trzną   odpowiedź  temperaturową ).  Ta  czę ść  pracy  jest
podobna  do  wcześ niej  omówionych  (np.  [34]).  Ale  nastę pnie  autor  dokonuje  przybli-
ż enia rozwią zania  dla  całego zakresu  zmiennoś ci  t.  Wykorzystuje  w  tym celu metodę  do-
pasowania  funkcji  [31, 34].  Poszukuje  funkcji  F(s),  posiadają cej  łatwą   do  znalezienia
retransformatę,  a  bę dą cą   dobrym  przybliż eniem  ułamka

(2.14)

Funkcja  ta  dla  x*  >  0,5x  odbiega  od wartoś ci  wspomnianego  ułamka,  liczonych  dla  s
rzeczywistego,  nie wię cej  niż o  1,1%.  Autor  zakłada począ tkowo,  że  F(s) ma postać

• i/F-
gdzie nieznane współczynniki  a2,  a3,  a4  i  a6  są   funkcjami  zmiennej  x.  Dopasowując  F(s)
do funkcji  (2.14) dla małych  i  duż ych czasów  ustala postaci  tych współczynników, a na-
stę pnie,  opierając  się   na  numerycznym  porównaniu  zwią zków  (2.14)  i  (2.15)  dla  argu-
mentu  rzeczywistego,  znajduje  poprawkę,  decydują cą   o  dobrym  przybliż eniu  uł amka
(2.14).  Ostatecznie  F(s)  przyjmuje  się   w  postaci

-   a  nx*  n  I   x*  \ laS

(2.16)  F(s)  =   - TT^- ^- i  +  - .  4  • „  - 0,46379px*   •   1  x
l+a 3px*  l+a6- p- x*  \  xf

[ -Zastę pując  tą   funkcją   ułamek  (2.14) otrzymuje  się   takie  przybliż one  wyraż enie  na trans-
formatę  temperatury, które daje się  w prosty sposób odwrócić. Otrzymana funkcja  T(x,  t)
przybliża  wartoś ci  temperatury w  obszarze  xe(x*,  x),  gdzie  lx jest  wartoś cią   graniczną,
dla  której  jeszcze  funkcjonuje  odwracanie  funkcji  T(x, s)  przybliż onej  poprzez  zastą-
pienie  ułamka  (2.14)  przez  F(s)> Bł ą d,  z  jakim  Imber  przybliż ył   wartoś ci  temperatury
we  wspomnianym  obszarze,  był   nie  wię kszy  niż  0,3%.
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Metoda  dopasowywania  funkcji  w  uję ciu  Imbera  jest  metodą   efektywną   i  dają cą
w  okreś lonym  obszarze  wyniki  bardzo obiecują ce.  Wadą   tej  metody jest może zbyt duża
przewaga  intuicji  nad  matematyką   w  doborze  funkcji  „zastę pczej".

2.3. Podejś cia oparte na metodzie róż nic skoń czonych. Tego  typu  podejś cia  były  stosowane
w wielu pracach. Było ono bą dź wykorzystane  do wyliczenia  wartoś ci  liczbowych rozwią -
zania danego w postaci  bardzo skomplikowanej, jak  np. w  [16], bą dź w celu  ekstrapolacji
temperatury  poza  obszar  wyznaczony  przez punkty  o danych odpowiedziach temperatu-
rowych  [1, 15, 17], przy  czym w pracy  [17] zastosowana jest metoda elementów skoń czo-
nych.  Ż adna ze  wspomnianych prac nie wnosi  nic nowego  do metodyki  rozwią zań. Na-
tomiast  interesują ca  właś nie  z  punktu  widzenia  sposobu,  w  jaki  wykorzystano  metodę
róż nic  skoń czonych, jest  praca  TRUJILLO  [37].

Trujill o  rozważa  równanie  macierzowe  postaci

(2:17)  x  -   K'  x+1-   g,  gdzie  •  •   i  =   °
dt  '

z warunkiem począ tkowym  x(G) =   C •  x(t)  jest wektorem  («xl),  reprezentują cym zmien-
ne  stanu,  K—pewną  macierzą   (  «x«)  reprezentują cą   własnoś ci  rozważ anego  ciała,
T  jest pewną   macierzą   (reXm), zaś g  jest wektorem  (m xi)  reprezentują cym  wymuszenie.

Problem  odwrotny w  uję ciu  Trujillo jest to tego typu zagadnienie, w którym znane są
macierze K  i  T oraz wszystkie lub niektóre ze składowych wektora  x  (zmiennych stanu),
podczas gdy  nieznane są   wielkoś ci  wymuszają ce  proces. Równanie (2.17) autor  rozwią zuje
metodą  róż nic skoń czonych, przy czym minimalizacja  bł ę du odbywa  się  przy uż yciu w pe-
wien  szczególny  sposób  metody  najmniejszych  kwadratów.  Autor  podaje  przykłady roz-
wią zania  równania  (2.17)  dla  przypadku  odwrotnego  zagadnienia  przewodnictwa  ciepła
jak  i  dla  odwrotnego problemu dynamiki  konstrukcji.  W bardziej  dla  nas  interesują cym
pierwszym  przypadku  wektor  x(t)  to  temperatury  punktów  reprezentują cych  plastry,
na jakie  podzielono pytę   (jest  to wię c  metoda  dyskretyzacji  zmiennych przestrzennych),
macierz K wią że  się  z dokonanym podziałem i jest oczywiś cie  macierzą  pasmową, macierz
T  zawiera  róż ne  od zera  elementy  tylko  dla  tych  warstw,  w  których  dane  są   przebiegi
temperatur  bą dź  strumieni  ciepła, zaś  wektor g  jest  wektorem  złoż onym ze znanych od-
powiedzi  temperaturowych.  W  ten  sposób  zagadnienie  odwrotne  zostaje  sprowadzone
do ukł adu zwyczajnych  równań róż niczkowych, które daje się  stosunkowo prosto rozwią zać
numerycznie.

2.4. Rozkład na szereg problemów prostych. Metoda ta  została po  raz pierwszy  uż yta  przez
G.  STOLZA  [35]. Istotą  metody jest wykorzystanie  rozwią zania zagadnienia bezpoś redniego
dla stałego wymuszenia  danego  poprzez  jednostkowy  strumień  ciepła,  przy jednoczesnej
dyskretyzacji  zmiennej  czasowej.  Autor wykorzystuje  zatem znajomość  funkcji  F(x,  t)jZ
(Z — pewna  stała), bę dą cej  rozwią zaniem  problemu brzegowo- począ tkowego  postaci

d&  „   30
(2.18)  %V2G- - —  =  0,

dt  '  dx
=  0,  @(x, 0) = 0,  k-

x=0 dx
— 1.

X- R

Dla warunku brzegowego  II  rodzaju  z prawą   stroną   dowolnej  postaci, np. równą  —  0(ł ),
oraz  dla  niezerowego  (równego  pewnej  stałej  & t) warunku  począ tkowego,  moż na  teraz
łatwo  uzyskać  rozwią zanie,  wykorzystując  twierdzenie  o  splocie:
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t

Nastę pnym  krokiem jest  przybliż enie  funkcji  &(t)   funkcją   schodkową,  która  przyjmuje
wartoś ci  stałe w przedziałach czasowych  o długoś ci At  — X. Poszczególne składniki sumy
przybliż ają cej  0{t)  róż nią  się  o d&(j X) =   d&j r){t—j X), gdzie  7](x) — funkcja  Heaviside'a,
oraz/   = 0,  1, 2  ...  n.  Po tym  kroku  otrzymuje  się   rozwią zanie  (2.19) w  postaci  przy-
bliż onej

n

(2.20)  >  6i- &{x,  n X)  =   ~  •  ^?  30(j  X)F(x, (n- j) X).
z

Przechodząc  teraz  do  zagadnienia  odwrotnego,  zakładamy  że  6(x*,  t)  = / (;)  jest
znane,  a  wyznaczyć  należy  przebieg  strumienia  ciepła  na  brzegu.  Oznacza  to  potrzebę
wyznaczenia wyzstkich  wartoś ci  d<P(j •   X). Wykorzystując  fakt,  iż  F(x, 0) =  0,  otrzymuje
się .  v  '

B- 2

(2.21)  80[(n- l)  X]  =  -   J?  {Ó0Q X)F(x*>  (n - j) X] + Z  [9t- 0(x*,  n X)]} x

1

Ponieważ każ da wartość S0(n  •  X) zależy od wszystkich poprzednich przyrostów strumienia
ciepła, wię c rozwią zanie może być teraz generowane krok po kroku począ wszy  od  /  =  0.
.Dla przyrostu  d&(0) dostaje  się   stąd

(2.22)  80(0)  =   p  f  l&t- Oix*,  X)],

a  nastę pnie na podstawie  (2.21)  łatwo wyznacza  się   pozostałe przyrosty  strumienia cie-
pła.

Autor  ostrzega,  że  krok  czasowy  nie może być  zbyt  mały, gdyż  wystę puje  wówczas
moż liwość oscylacji  rozwią zania  (por. także uwagi zawarte w pracy [34]).

Podobną  metodę  stosuje  także w swoich pracach J. V.  Beck. Rozważ ał  on w  [5] także
problem wyznaczania powierzchniowego  strumienia ciepła. Jednakże o ile „wygładzanie"
rozwią zania  Stolz  przeprowadza  wykorzystując  równowagę   cieplną,  o  tyle  Beck  robi
uż ytek z metody najmniejszych  kwadratów  przy wykorzystaniu  idei  tzw. współczynników
wraż liwoś ci  [4]. O podejś ciu  Becka  bę dziemy  mówić  dalej  przy  omawianiu  problemów
nielini owych.

3.  Nieliniowe  zagadnienia  odwrotne  przewodnictwa  cieplnego

Zagadnienia nieliniowe nastrę czają   wiele trudnoś ci już przy rozwią zywaniu  problemów
bezpoś rednich. Problemy odwrotne potę gują   te trudnoś ci, gdyż nie tylko chodzi  wówczas
o rozwią zanie niełatwego zagadnienia brzegowo- począ tkowego,  lecz także o  ekstrapolację
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otrzymanego  rozwią zania  poza  obszar  wyznaczony  przez  punkty wewnę trzne  ze znanymi
odpowiedziami  temperaturowymi, i  to  w  taki  sposób,  aby  uwzglę dnić  nieliniowoś ć.  Z  tej
przyczyny  prac  traktują cych  o  zagadnieniach  nieliniowych  jest  stosunkowo  niewiele.
Tym niemniej wś ród nich daje  się  wyróż nić dwie metody:

3.1. podejś cia  oparte na metodzie róż nic skoń czonych, oraz

3.2. rozkład problemu nieliniowego na szereg problemów liniowych (metoda całkowa).

Co  do  pierwszej  metody  istnieje  pewna  liczba  prac,  w  których  stosuje  się   ją   z  po-
wodzeniem  i przy  wykorzystaniu  interesują cych  modyfikacji.  Metoda druga jest prezento-
wana na przykładzie jednej  pracy,  [23], z roku  1979. Podejś cie  zaproponowane w  tej pracy
dotychczas nie było stosowane w rozważ aniach dotyczą cych zagadnień odwrotnych.

3.1. Podejś cie oparte na metodzie róż nic skoń czonych. Podejś cie  to stosowane było ni. in. w pra-
cach  [3, 6,  10,  l i i  in.,].  Prace  [3, 10 i  11] to wykorzystanie  klasycznego  aparatu metody
róż nic skoń czonych, przy czym w  pracy  [3] zarysowana jest, wykorzystana  w  [6], a omó-
wiona  dokł adniej w  [4], metoda  tzw.  współczynników  wraż liwoś ci.  Prace  [10]  i  [11] za-
wierają ,  m.  in.,  przybliż one  rozwią zania  nieliniowych  zagadnień  odwrotnych  w  sensie
p.  4°  ze  wstę pu.

Pracą, którą   warto  tu nieco szerzej  omówić, jest praca  BECKA  [6]. Modyfikacja  metody
róż nic skoń czonych, którą , się   on posługuje,  opiera się  na koncepcji  tzw. nieliniowej  esty-
macji.  Metoda ta jest przedstawiona na przykładzie płyty nieskoń czonej. Autor  formułuje
problem nastę pują co:

oraz  T(x, 0)  =

=  0,
x = xt

gdzie  Y(t)  oraz  Ti(x)  są   znanymi  funkcjami,  x*  e  {xe,  x()  przy  czym  autor  przyjmuje
xe  =  0,  Xi  —, L,  x*  =   E  <  L.  O  2.1 cp  zakłada  się ,  że  mogą   być  funkcjami  temperatury
i  zmiennych  przestrzennych.

Wielkoś ciami  poszukiwanymi  są   powierzchniowy  strumień  ciepła  i  powierzchniowa
emperatura.

Rozwią zanie  tego  problemu  może zostać  wyznaczone  przez  zastosowanie  kilku  przy-
bliż eń  przy  pomocy  róż nic  skoń czonych, jak  zrobiono  np.  w  [3], Jednakże  z  pracy  [7]
wynika  m.  in.,  że jeś li  zmniejszać  kroki  czasowe,  to  coraz  wyż sze  pochodne po  czasie
funkcji  Y(t)  i strumienia w punkcie x*  =   E stają   się  nie do pominię cia. Przy uż yciu  forma-
lizmu  róż nic  skoń czonych  oznaczałoby  to  konieczność  uwzglę dnienia  róż nic  wyż szych
rzę dów.  Z drugiej  strony wiadomo  [6, 34, 35], że zmniejszanie  kroku  czasowego  prowadzi
do  utraty  stabilnoś ci  procedury  numerycznej.

Idea nieliniowych  estymacji  pozwala po czę ś ci ominąć te trudnoś ci, aczkolwiek  kosztem
pojawienia  się   nowych,  o których  mowa  poniż ej.

Jako zerowe  przybliż enie  dla  q  tzn. jako  q°  przyjmuje  się   rozwią zanie  problemu linio-
wego.  Nastę pnie wyznacza  się ,  rozwią zując  nieliniowe  zagadnienie  brzegowo- począ tkowe
(3.1)l 5  (3.1)3 (3.1)4przy wykorzystaniu  wyznaczonego q°, przebieg  temperatury Tstanowią -
cej  odpowiedź  temperaturową   punktu E  na wymuszenie  q°.  Procedura wyznaczania  stru-
mienia  q polega  na minimalizowaniu  funkcjonału
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(3 . 2 ) ,  ..

gdzie  q=  [qt,  q2, ..- , cw]  jest  wektorem,  którego  współ rzę dne  okreś lone  są   nastę pu-

ją co:
q(0, t)  =  q„  dla  ©n.1 < t <  &„,

Yn+1 jest wartoś cią  zmierzonej w punkcie E temperatury w chwili  trj+1,  TnĄ .  ;  jest temperaturą
wyliczoną   dla  chwili  tv+i  przy  założ eniu, że wartość  ;  umienia  ciepła  na  powierzchni
wynosi  q.  (Zatem dla q° otrzymuje  się   temperaturę  T°).

Krok  czasowy  dla  wyznaczenia Yv+i czy  Tn+l  może się  róż nić od kroku  czasowego
dla wyznaczenia qn. Zachodzi mię dzy nimi relacja A©  =   m-  At, gdzie m —  liczba naturalna,
AQ — krok  czasowy  przy  dyskretyzacji  strumienia, zaś At dotyczą   Y i  T.  Oznacza  to, że
<9M  i  /„  są  tą  samą   chwilą   czasu  gdy  m M—  r\ .

Liczba  / ,  do której  nastę puje  sumowanie  po  prawej  stronie  (3.2), jest  równa /  = mr,
gdzie r — 1, 2, 3 lub 4;  rzadko trzeba przyjmować  r wię ksze od czterech. Dzię ki temu dla
r >  1 przy  wyznaczaniu strumienia wykorzystuje  się   „przyszł e" temperatury. Jeś li  bowiem
wyznaczana jest wartość  <7M+I> to  sumowanie obejmuje  wskaź niki  od  r\ =  m  •  M poprzez
rj + m  =  m(M+l)  aż do rj + r m =  y\ + J.  Dzię ki  temu  autor  uzyskuje  bardziej  precy-
zyjne  wyniki;  chwyt  dotyczą cy  moż liwoś ci  wprowadzenia  do  (3.2)  temperatur  Ttl+i

gdzie  /  > m, polega na założ eniu  (tylko na uż ytek  chwilowo  wykonywanych  rachunków),

ż e  # M + I  =   1M+2  —  • • •  c/ M+r-

Aby  zilustrować  sposób,  w jaki  funkcjonuje  metoda,  załóż my że wyznaczone  jest
CA7+I> tzn f—l  przybliż enie  strumienia ciepła w chwili  (Af+ 1) A0.  Oznacza to, że znamy
również  Tfejj.  Rozkładamy teraz  T +̂1  w szereg  Taylora:

(3.3)  Tl,1+i  zł T^l + 0'uXi  VVM+I,

gdzie Vq{,+1  — gif+ i — qluXx  za- ś  ^A7, 7̂, »jest  tzw.  współ czynnikiem  wraż liwoś ci  [4], okre-
ś lonym  nastę pują co:

0 +

Za  e przyjmuje  autor wartość 0,001.
Jak  wię c widać, przyjmuje  się   zależ ność  funkcyjną   pomię dzy Tv+i  oraz  qM+i-   Wyko-

rzystując  nastę pnie  fakt,  że F(q)  ma  osią gnąć  minimum, oraz  zwią zek  (3.3),  otrzymuje,
się  wzór na zmianę  wartoś ci  strumienia po / - tym przybliż eniu:

/   J

(3.4)  [ ^  ] '1

Kolejne  przybliż enia  prowadzi  się  aż do chwili,  gdy  zmiana  Vql

M+1  bę dzie  znikoma, np..
bę dzie  równa  0,005CM+ I-

Metoda  daje  zadowalają ce  wyniki  dla r — 3 lub 4 nawet  przy m =   !.•  D la r = 2 roz-
wią zanie  silnie  oscyluje  wokół  rozwią zania  ś cisłego, zaś  dla r = 1 procedura numeryczna
jest niestabilna. Metodę  tę  moż na także stosować w celu rozwią zania  liniowego  problemów
odwrotnych. W  tych przypadkach  funkcjonuje  ona na zasadach zbliż onych  do procedury
opisanej  w pracy  [35],
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3.2. Metody cał kowe. Zasadnicza róż nica pomię dzy metodą cał kową, uż ytą  przez IMBERA

[23],  a  metodą  omówioną  wyż ej, polega  na  tym,  że  Imber wyznacza  rozwią zanie  zagad-
nienia odwrotnego jako  funkcję  cią gł ą, podczas gdy  BECK   [6] wyznacza  tylko ciąg wartoś ci
dyskretnych.

Rozwią zanie  Imbera skł ada się z dwóch czę ś ci. W czę ś ci pierwszej  rozważa  on bezpo-
ś rednie nieliniowe zagadnienie wyznaczenia pola temperatury dla pół przestrzeni. Dokonuje
tego  metodą  kolejnych,  przybliż eń.  Jako  przybliż enie  zerowe  To  rozwią zania  równania
(3.1)!  z  warunkiem  począ tkowym  (3.1)4 przyjmuje  rozwią zanie  dla problemu  liniowego.
Znając  rozwią zatiie^bę dą ce  w- tym  przybliż eniem  (n = 0,  1,  2,  ...),  uzyskuje  się n + l - ~
przybliż enie  nastę pują co.  Konstruuje  się  funkcjonał   .

00  /   «  ,

C r  I   d  1  8T\  •   d2T  VI   82T  I

,(3.3)  r( a. c0. cl f . . . . «- IJ  { u  A"t o  - d l ^ - 2 c * - a ^-   •0  0

który nastę pnie należy zminimalizować, przy  czym współ czynnik a musi być równy czę ś ci
stał ej współ czynnika przewodnictwa  cieplnego  ź t, oznaczonej  / t£. Funkcja T(x, t) wchodząc
w  skł ad  prawej  strony  zwią zku  (3.5) jest  rozwią zaniem  równania

dT  82T  V<  „   82%
(3.6)  g c - r -=   (

stałe Ci dla k  =  \ ,2,  ...,n  wyznacza  się na podstawie warunków  koniecznych osią gnię cia
minimum przez funkcjonał  I . Zatem aby otrzymać T„ +1(x,  t), trzeba wyznaczyć współ czyn-
niki  Co,  Ćxi  ... j C„  z  równań

(3.7)  i r  =   0>  i S - * 0 .  k  =  l,2,...,n,
o a  oCk

przy jednoczesnym podstawieniu  a  —  Xt.
Jak  więc  widać,  rozwią zanie  zagadnienia  bezpoś redniego  otrzymane  jest  metodą

rozkł adu  problemu nieliniowego  na ciąg problemów  liniowych.
Natomiast nieliniowe zagadnienie odwrotne autor rozwią zuje  w oparciu o  zreferowaną

już metodę rozwią zywania  odwrotnych zagadnień liniowych  [18].  Na podstawie  rozwią zania
zagadnienia-  bezpoś redniego  stwierdza  ón, iż krzywa  opisują ca  przebieg  odpowiedzi tem-
peraturowej  w punkcie wewnę trznym dla zagadnienia nieliniowego  daje  się  lokalnie przy-
bliż yć  odpowiednimi krzywymi  otrzymanymi dla  zagadnień  liniowych.  W zwią zku z tym
przy nieliniowym zagadnieniu odwrotnym traktuje się współ czynnik przewodnictwa  żl jako
odcinkowo  stały i  otrzymuje  się rozwią zanie  jako  sklejenie rozwią zań  dla  poszczególnych
zagadnień liniowych. D la stwierdzenia, czy otrzymane przybliż enie, na podstawie odczytów
z  dwóch  termopar, jest  w  poszczególnych. przedział ach  czasu  wystarczają co  ś cisł e, pro-
ponuje  Imber,  aby  umieś cić  pomię dzy  tymi  termoparami trzeci, kontrolny  czujnik.

4.  Zagadnienia  odwrotne  wielowymiarowe  przewodnictwa  cieplnego

Po  raz  pierwszy  dwu-   i  trójwymiariowe  zagadnienia  odwrotne przewodnictwa  ciepła
rozważ ał   IMBER  [20] w  1974  roku.  Rozważ ał   on  zagadnienie  dwuwymiarowe  dla  ciała
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o  dowolnych kształ tach, natomiast dla zagadnień trójwymiarowych  okreś lił  sposób  otrzy-
mania  rozwią zania.

Aby  rozważ ać  zagadnienie  odwrotne wielowymiarowe,  trzeba  znać  a  priori tempera-
turę w zamknię tym obszarze  wewną trz  ciał a.  Z  tego  powodu  termopary  winny  być  usy-
tuowane  na  brzegu  tego  obszaru,  tzn. na krzywych  w przypadku  dwuwymiarowym  lub
na  powierzchniach  w  przypadku  trójwymiarowym.  Staje  się  jasne,  że  w  przypadkach
wielowymiarowych  dokł adność predykcji  temperatury w dowolnym  punkcie na  zewną trz
obszaru  ograniczonego  przez  krzywe  (powierzchnie)-  na  których  przebiegi  temperatur
są  znane, w istotny  sposób zależy  od iloś ci  termopar uż ytych  do wyznaczenia  tych prze-
biegów.

Ograniczając  się w rozważ aniach  do zagadnienia  dwuwymiarowego,  konstruuje  Imber
rozwią zanie  w  sposób  analogiczny  jak  dla  problemu  jednowymiarowego  [18,  19]. Roz-
wią zuje  on  zatem  równanie

(4.0  '  ;  T - TTP

z  jednorodnym  warunkiem  począ tkowym  oraz  z  warunkami  opisują cymi  temperaturę
w rogach pewnego prostoką ta

N

(4.2)  T(xt,  yj,  t) = £  b'„J   t",  i, j  •==  1, 2,

oraz  na  bokach  tegoż  prostoką ta  •

(4.3)!  T(x, yj,t)=  fj(t)  przy  czym  x &  (xt,  x2),

(4.3)2  T(xt,  y, t) =  gt(0  przy  czym ye(ylt  y2).

W  celu  otrzymania  rozwią zania  we  wnę trzu  prostoką ta,  wykorzystuje  transformację
Laplace'a.  Specjalnych  metod  trzeba  uż yć  dopiero  przy  eksploatacji  rozwią zania  poza
ten obszar. Istota metody ekstrapolacji temperatury w przypadku wielowymiarowym  polega
na  sprowadzeniu  zagadnienia  do  jednowymiarowego.  Dokonuje  się  tego,  dobierając
odpowiednie  drogi, na których  przeprowadza  ś ię  operację  ekstrapolacji.  W  rozważ anym,
dwuwymiarowym  przypadku  autor  wybiera  przedł uż enia  boków  prostoką ta.  Uzyskuje
w ten Sposób do predykcji  temperatury na zewną trz  obszaru te same dane, które posł uż yły
mix do wyznaczenia rozwią zania wewną trz prostoką ta. Postę pując teraz zgodnie z omówioną
w rozdziale 2,1.  pracy metodą,  [18], otrzymuje w ten sposób po jednym lub kilku  krokach
przebiegi  temperatur w  oś miu; punktach  na  brzegu  rozważ anego  ciał a.  Aby  wyznaczyć
przebiegi  temperatur w punktach wewnę trznych  bą dź brzegowych  nie  leż ą cych  na  wspo-
mnianych wyż ej  drogach, należy  obrać jako  nowe  drogi  ekstrapolacji  bą dź  proste prze-
chodzą ce przez prostokąt  (równoległe do poprzednich), bą dź przecinają ce  obszar  wyzna-
czony  przez  te proste. W  ten  sposób  moż na wyznaczyć  przebiegi  temperatur w  każ dym
punkcie dwuwymiarowego  ciała o dowolnych kształ tach, tyle tylko, że czę ść wyznaczonych
przebiegów  bę dą  to wyniki niejako  drugiej  generacji  (w oparciu  o dane — wyniki  ekstra-
polacji  na  drogach  przechodzą cych  przez  obszar  prostoką ta).

Metoda Imbera jest  dosyć ucią ż liwa  w zastosowaniu  do problemów wię cej niż jedno-
wymiarowych.  Potrzeba  wykorzystania  jako  danych  wyznaczonych  uprzednio  poza

3  Mech.  Teoret.  i  Stos.  4/80
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obszarem  przebiegów  temperatury  znacznie  zwię ksza  moż liwość  błę dnej  aproksymacji.
Ponadto  minusem  metody  jest  konieczność  wprowadzenia  do  badanego  obiektu  duż ej
iloś ci  termopar. Imber podaje,  że  przy  oś miu  czujnikach,  (w każ dym  narożu i w  ś rodku
każ dego boku prostoką ta) otrzymane wyniki  są  obarczone blisko  10% bł ę dem. Wspomina
on także o „wą skim gardle"  metody, jakim jest — przy duż ej liczbie termopar — wielkość
układu równań na wyznaczenie  stałych w zwią zkach  typu  (2.8). Przy dwunastu termopa-
rach  (po dwie termopary pomię dzy naroż ami) i przy uwzglę dnieniu tylko pię ciu pierwszych
wyrazów  szeregów  typu  (2.8)2  (zawierają   one — z uwagi na dwuwymiarowość  zagadnie-
nia — wyrazy  o  dwóch  wskaź nikach,  podobnie jak  po  prawej  stronie zwią zku  (4.2)) —
liczba  niewiadomych,  wynosi  40  [21], tzn.  do  wyliczenia  są   wyznaczniki  o  rozmiarach
40x40  i  to jeszcze  na  etapie przygotowywania  danych do wyznaczenia  ekstrapolowanej
temperatury!  Z  tej  przyczyny  Tmber proponuje  [21], aby  termopary  umieszczać  blisko
interesują cego  nas  obszaru,  a wymiar  prostoką ta  i  liczba  termopar powinny  być jak  naj-
mniejsze.

Wydaje  się ,  że  stosowanie  metody  Imbera nie może dać wyników bliskich  rzeczywi-
stoś ci, gdyż wprowadzenie  duż ej  liczby  czujników  spowoduje  niewą tpliwie  zmiany w polu
temperatury.

5.  Odwrotne  zagadnienia  temperaturowe  w  termosprę ż ystoś cl

Zupełnie  nowe  moż liwoś ci,  szczególnie  jeś li  chodzi  o  wyznaczanie  pola  temperatury
na zewną trz  obszaru  o znanych warunkach brzegowych, wprowadzają   idee zawarte w pra-
cach  [10] i  [12]. W pracach tych omówione są  metody wyznaczania temperatury i strumienia
ciepła na powierzchni  ciał, gdy  uwzglę dnia  się  efekt  sprzę ż enia pola temperatury z polem
przemieszczeń. Dokonana analiza dotyczyła jednowymiarowych  zagadnień teorii naprę ż eń
cieplnych  (a wię c bez uwzglę dnienia  tzw. efektów  krzyż owych).  Sformułowanie problemu
zawierało  równanie przewodnictwa  cieplnego  (2.1) z jednorodnym warunkiem począ tko-
wym,  warunkiem  symetrii  (izolacji  w przypadku  płyty) dla  x  = 0  oraz  równanie ruchu
w  przemieszczeniach.

L   + l r 2 Ł   8  l z ^  l  d2]
dx2  +  x  ~Sx  x2

z  warunkami  brzegowymi  i  począ tkowymi

8u(x, f)
(5.2)  u(x,0). = dt =  0,   t * ( 0 , 0 = 0 ;

gdzie  c2  =   —r-—- —j~  ,  G — moduł   ś cinania,  v — liczba  Poissona,  p — gę stoś ć,
Q[l— (1 — 2p)v]

§ — współczynnik kształ tu, omówiony w rozdziale 2.2, u(x, t) — przemieszczenie w kierun-

l+v
ku osi x, ke  =  - —- ^—at ) a, —  rozszerzalność  cieplnej.  W  rozpatrywanym  zagadnieniu

/S 5̂  0,5. axx  jest współ rzę dną   tensora naprę ż enia, okreś loną   nastę pują co:
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W celu  otrzymania rozwią zania  zagadnienia  odwrotnego  pola  temperatury  stosuje  się
tu, podobnie jak  i w wielu poprzednio omówionych pracach, analizę  transformat Laplace'a.
Pozwala ona wyrazić temperaturę  powierzchniową   lub strumień ciepła na brzegu, gdy np.
znany jest przebieg przemieszczenia w punkcie x*, tzn. u(x*, t) = ux{t).  D la transformaty
temperatury  oraz  strumienia  ciepła  na  powierzchni  ciała  zachodzą   wówczas  zwią zki
[10]

(5.4)

*  j/ s ) Lt(s,  fi- l-p+ l\ x*- jj  L2(s,

gdzie

( )  - (1 - 2/3) [1 - (1 - 2/J)3̂ - j-

Podobne zwią zki  moż na  podać  dla przypadku,  gdy  znany  jest  w  punkcie  wewnę trznym
przebieg naprę ż eń cieplnych  [10,  12]. Aby  transformaty  zwią zków  (5.4) były odwracalne,
funkcja  ux(t)  musi  być  odpowiednio  regularna  tak,  że bę dą   spełnione dla  niej  warunki
analogiczne  do warunku  (2.12)  [10,  12]. Przy zastosowaniu  pomiaru  przemieszczeń me-
todą np. znaczonych atomów (umieszczenie w odlewie np. cylindra silnika  ś ladowych  iloś ci
izotopu pierwiastka  promieniotwórczego) uzyskuje się  moż liwość  dokonywania  poś rednio
pomiarów temperatury na tej powierzchni cylindra, która współpracuje z tł okiem.

6.  Podsumowanie

Niniejsza  praca  zawiera  przegląd  waż niejszych  metod  rozwią zywania  zagadnień  od-
wrotnych przewodnictwa  ciepła. Jednakże  oczywistym jest, że nie wszystkie prace  dadzą
się   jednoznacznie  „zaszufladkować ".  Do  takich  należy  np.  praca  TULISZKI   [38],  gdzie
nie  tylko  rozwią zano  złoż ony  problem  pól  temperatury  i  naprę ż eń,  ale  także  podano
sposób wyznaczania  temperatury powierzchniowej, którego nie da się  porównać z ż adnym
z omówionych. Należy jednak przy  tym zaznaczyć, iż z uwagi na złoż oność rozważ anego
zagadnienia metoda podana w pracy  [38] nie jest tak prosta i elegancka jak  metoda  IMBERA

[18, 22] czy BECKA  [6]. Niniejszy przegląd nie zawiera  również wszystkich prac napisanych
na  temat zagadnień  odwrotnych  przewodnictwa  ciepła. Pominię to np.  prace  cytowane
w monografii  TIEMKIN A  [36], jak  również  samą   monografię,  która — choć traktuje o  za-
gadnieniach odwrotnych —jest stosunkowo mało czytelna i nie zawiera  treś ci przydatnych
dla eksperymentatora. Niewą tpliwie  niektóre z podejść zaprezentowanych w tej monogra-
fii ,  jak  np. rozwijanie  splotu w szereg, może jeszcze znaleźć zastosowanie, lecz wydaje  się ,

3 *
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że  metody  omówione  w  rozdziałach 2.1, 2.4.  czy  3.1. naszego  opracowania  są   znacznie
prostsze i bardziej eleganckie.

Dalsze  kierunki  badań  dotyczą cych  zagadnień  odwrotnych,  to  rozważ ania  dotyczą ce
problemów  nieliniowych  jak  również  rozwijanie  metod predykcji  temperatury przy zna-
nych  odpowiedziach  przemieszczeniowych  czy  naprę ż eniowych  w  punkcie  (punktach)
wewnę trznym. Te drugie problemy stanowią   przedmiot  badań  autorów  tego  przeglą du.
Warto podać, że w ogólnoś ci  zagadnienia odwrotne w sensie  punktów  1°  i  2°  ze  wstę pu
moż na  podzielić  na

a) zagadnienia  odwrotne jednorodne, tzn. dane  i  poszukiwane  są   przebiegi  funkcji
tego  samego  rodzaju,  np. temperatury, oraz

b) zagadnienia odwrotne niejednorodne, tzn.  dane i poszukiwane  są   przebiegi  funkcji
róż nych rodzajów  (por. rozdział  5 pracy).

Rozpatrując zagadnienia odwrotne niejednorodne, gdy dane są  przebiegi dwóch róż nych
wielkoś ci, każ da  w innym punkcie wewnę trznym,  dochodzi się   do wniosku,  że ilość pro-
blemów  czekają cych  na  rozwią zania  (zastosowania?)  jest  znaczna. Zwrócimy  chociaż by
uwagę  na to, że w punktach xt  i x2  mogą  być znane przebiegi, odpowiednio,  temperatury
i  przemieszczeń,  temperatury  i naprę ż eń, przemieszczeń  i strumienia  ciepła  itd., a  wobec
tego zagadnienia odwrotne mogą   dotyczyć np.  w obszarze,, do tył u" temperatury, a w ob-
szarze  „do przodu" przemieszczeń, jak  to jest w przypadku  pierwszej  ze wspomnianych
par  znanych  przebiegów.  Jednocześ nie  proste  (bezpoś rednie)  zagadnienie  brzegowo-
począ tkowe  z  warunkami  typu  Dirichleta bą dź  Neumanna  okazuje  się  być  szczególnym
przypadkiem  problemu  odwrotnego.  Są   to  wspomniane  w  rozdziale  2.2.  brzegowe  za-
gadnienia  odwrotne, wś ród  których tylko jeden rodzaj  problemów — z warunkami brze-
gowymi trzeciego  rodzaju  [10,  12] — to  brzegowe zagadnienia  odwrotne właś ciwe.

Ponad połowa prac omówionych w przeglą dzie to publikacje z dziesię ciolecia 1970 - 1980.
Wydaje się ,  że obecnie, przy burzliwym rozwoju metod badań nieniszczą cych, problematyka
zagadnień  odwrotnych, nie tylko  dotyczą cych  pól  temperatury, jest  szczególnie  aktualna
i  istotna.
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P  e 3 jo  M e

OBPATHŁIE  3AJJJ^iK  TEnJIOnPOBOflH OCTH  —  OE3OP JIH TEPATyPEI

B  pa6o ie  npoflMCKyTHpoBaHO  nyGnHKainm., OTHOcmn;HeCH K BonpocoM  oSpaTHLix nojieii  TeMnepaTyp.
3T OT  pafl  BonpocoB,  KOTopwH  HHTepecoBaji  aBTopoB  o63opa  oco6enHo,  CBH3HHHŁIK  C npoSjieMaiHH
onpeAeJieHHH  pa3peineHHn  Bonpoca  KpaeBO-   Ha^ajibHoro  BHe o6jiacTH5  onpeflejieHHOH  ^iepe3  6eper5
Ha  KOTopoAi  3aASHŁi  ycjioBHH.  Orracano  3a^ann  jiHHeftHŁie  H HennHeHHBie3  OP;HO H flByxmepHLie, a Taioite
oSpaTHbie  3afla n̂  Ann  conpH>KeHHbix n on eS. B KOHne paSoTbi  flaHbi aK- ryantHbie HanpaBjieHira  usy^tmm
H  BO3MOHCHOCTH npaKTH^ecKfix  npHMeKeHHH o6paTHŁix  3ap,an.

S u m m a ry

THE  INVERSE HEAT  CONDUCTION  PROBLEMS — REVIEW

The  papers  dealing  with  the  inverse  heat  conduction problems  are  being  reviewed.  The concerns
the  following  problems:  to find  a  solution  of an  initial- boundary value problem outside the region deter-
mined  by  the  boundary  with  prescribed  conditions. The linear  and nonlinear as well as  one-   arid  two-
dimensional problems are discussed. Also some inverse problems of the coupled fields are briefly  presented.
I n  the last  part of  the review  some new aspects and approaches to the problems as well as  the possibilities
of application of  their solutions  are  given.
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