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1. Wstęp

Liczne urzą dzenia  mechaniczne posiadają   konstrukcyjne  niecią głoś ci  w postaci  poł ą -
czeń, miejsc  podparcia, powierzchni  rozdziaiu.  Wś ród  nich wyróż nia  się   te  niecią głoś ci,
które charakteryzują   się  wyraź nym  ruchem wzglę dnym  stykają cych  się   powierzchni,  zwa-
nym  poś lizgiem  lub makropoś lizgiem. W tych przypadkach zazwyczaj  pomija  się  odkształ-
calność  stykają cych  się   powierzchni  i  traktuje  je  jako  idealnie  sztywne.  Osobną   grupę
stanowią   poł ą czenia w  których  zachodzą   t.zw.  mikropoś lizgi,  wskutek  sprę ż ystoś ci  po-
wierzchniowej  styku  lub  obecnoś ci  dodatkowych  elementów  sprę ż ystych  (nity,  ś ruby,
sworznie).

Towarzyszą ce  poś lizgowi  i mikropoś lizgowi  siły tarcia suchego powodują   rozpraszanie
energii ruchu, przemieszczają cych  się  wzglę dem  siebie elementów. Przez zjawisko  dysypacji
energii 'drgają cego  układu mechanicznego, tarcie suche przyczynia się  do redukcji odkształ-
ceń  i naprę ż eń dynamicznych  a  tym  samym  do  zwię kszenia  niezawodnoś ci  i  ż ywotnoś ci
urzą dzenia.  Tłumienie drgań  na  skutek  tarciowego  oddziaływania  stykają cych  się   po-
wierzchni  jest  szczególnie  poż ą dane  tam  gdzie  wymiary,  cię ż ar,  stopień  złoż onoś ci  lub
koszt urzą dzenia odgrywają   decydują cą   rolę . Ponadto tarcie powierzchniowe  stykają cych
się  elementów jest na ogół  wię ksze od tarcia materiałowego i w wielu maszynach jest głów-
nym  mechanizmem tłumienia  [1,2,3].

Stosowany  opis sił  oporu w konstrukcyjnych  niecią głoś ciach nie zawsze jest  zwią zany
z okreś lonym  sposobem  dysypacji  energii. Zazwyczaj  tłumienie to jest przedstawiane  w 3
znanych postaciach  (lepkie, histerezowe,  tarciowe)  lub  ich kombinacji.  Tarcie  suche ge-
nerowane podczas ruchu najczę ś ciej  okreś la  się  znanym wzorem Amontonsa i Coulomba.
Przyję cie  liniowej  zależ noś ci siły tarcia od wersora  prę dkoś ci  poś lizgu  i wielkoś ci  wzajem-
nego docisku,  wprowadza  nieliniowoś ci  do równań ruchu.

Drgania  złoż onych układów  konstrukcyjnych  z  tarciem  suchym  na  powierzchniach
niecią głoś ci  zazwyczaj  opisuje  się  zastę pczym  układem o 1 stopniu swobody.  Taki model
dynamiczny  przyjmowano  dla  belek  warstwowych  [1,4, 5]  oraz  belek  wspornikowych
z niewielkim  obszarem  styku  [1,4]. Podobnie postę powano  w  przypadku  prę tów  z  tar-
ciem suchym w obszarze  zamocowania  [1, 4, 6,1].  W  [8] modelem dynamicznym ł opatki
maszyny  wirnikowej  z  tarciem  konstrukcyjnym  w  zamocowaniu  jest  układ  o  zmiennej
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liczbie  stopni  swobody  (1  lub  2).  Stan  sztywnego  i  przesuwnego  zamocowania  a  tym
samym  liczbę   stopni  swobody  układu  okreś la  zależ ność  ujmują ca  wszystkie parametry
ukł adu. Przemieszczenia  łopatki  sprę ż arki  z tarciem suchym w  styku  t.zw.  półek opisano
w  [9]  dynamicznymi  liczbami  wpływowymi.  Przy  tym  założ ono zlinearyzowaną   postać
siły  tarcia  suchego.  Cią głe układy  belkowe  z  tarciem  suchym  na  powierzchni rozdziału
i  w  zamocowaniu  rozważ ano  w  [10, 11, 12]

Prosty  układ o  1 stopniu  swobody z  tłumieniem tarciowym jest przedmiotem analizy
zamieszczonej  w  podrę cznikach teorii drgań  np:.  [13,14,  15, 16].  Jego  ruch opisuje nie-
liniowe  równanie  róż niczkowe.  Równanie  to  moż na przedstawić  w  postaci  2  równań li-
niowych  których  rozwią zania  „zszywa się "  ze sobą   w  chwilach  zmiany znaku prę dkoś ci.
Wiele  prac  poś wię cono  analizie  rozwią zań  bardziej  złoż onych  równań  róż niczkowych
zwyczajnych  ze  składnikiem  uwzglę dniają cym  wpływy  tarciowe  np:.  [17, 18]

Trudnoś ci zwią zane  z opisem sił  oporu w miejscach niecią głoś ci oraz z poszukiwaniem
rozwią zań  nawet najprostszych  równań ruchu sprawiły, że w cytowanych powyż ej pracach
rozpatrywano  jedynie  wybrane  zagadnienia  dynamiki.  Moż na  stwierdzić,  że  przyję cie
złoż onego  układu dynamicznego  z  reguły pocią gało za sobą   uproszczenie  modelu tarcia
suchego  (np. jego  linearyzację)  i na  odwrót. Mię dzy  innymi teoria  układów o przeliczal-
nej  iloś ci  stopni  swobody  z udziałem sił   tarcia  suchego jest jeszcze w  trakcie  opracowy-
wania.

W niniejszej  pracy  podję to  próbę  sformułowania metody analizy  drgań układu prę to-
wego z tarciem suchym w miejscu  konstrukcyjnej  niecią głoś ci. W odróż nieniu od znanych
rozważ ań  [ 1, 4, 9]  modelem dynamicznym jest układ o wielu stopniach swobody. Ogólny
opis sił  tarcia suchego na powierzchni styku otrzymano przy wykorzystaniu  tensora tarcia
Coulomba. Na przykładzie drgań pakietu łopatek turbinowych wskazano  na efekty wzbu-
• dzeń  drgań  przez  tarcie  oraz  sprzę ż eń  poprzez  sprę ż ystość  i  anizotropię   tarcia  suchego.

2.  Sposób  dyskretyzacji

Rozważ my  pokazany  na rys.  1 układ ramowy  z powierzchnią   niecią głoś ci  i  sztywnym
podparciem.  Załóż my pewien  inercjalny  układ współrzę dnych  OXYZ,  rys.  1.  Postę pując
zgodnie  z  formalizmem  metody  elementów  skoń czonych  i  korzystając  z  jednowymiaro-
wych  elementów  prę towych  o  12  stopniach swobody  [19,  20],  moż na dokonać dyskret-
nego  opisu  układu. Przyję to,  że  deformację   prę towych  elementów  skoń czonych  okreś la-
ją   równania technicznej  teorii zginania  (z pominię ciem deplanacji  przekroju)  oraz równa-
nia  teorii  skrę cania  swobodnego.  Założ enie o płaskich przekrojach  dotyczy  również po-
wierzchni  kontaktu.  Ś rodki  ś cinania  pokrywają   się   ze  ś rodkami  cię ż koś ci  przekrojów
prę ta.

Z  rozwią zania  równania  róż niczkowego  prę ta  ś ciskanego  (rozcią ganego),  zginanego
I   skrę canego  okreś la  się   elementy macierzy  funkcji  kształ tu. Te same funkcje  interpolują
przemieszczenia  statyczne  i  dynamiczne  na  długoś ci  elementu  prę towego.  Wyznaczone
zgodnie  z powyż szymi  założ eniami lokalne  macierze mas  i  sztywnoś ci  podane są   w lite-
raturze przedmiotu  [19, 20]. Przy  tym  w  konsystentnej  macierzy  mas uwzglę dniono  wy-
razy  odpowiadają ce  bezwładnoś ci  obrotowej  i  skrę tnej.
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Rys.  1.  Schemat  układu  dynamicznego.  Numeracja  wę złów  i  elementów.

Podział  układu ramowego na elementy skoń czone przeprowadza  się  tak aby w  miejscu
niecią głoś ci  wystą pił   wę zeł. W  wę ź le  tym  dopuszcza  się   wzglę dny  ruch  translacyjny  na
płaszczyź nie  Oyz  oraz  wzglę dny  ruch wirowy wokół  osi  Ox,  rys.  2.  Stanem  zespolenia
nazywa, się   przypadek  gdy  stykają ce  się   powierzchnie  nie  przemieszczają   się   wzglę dem

Rys.  2. Przemieszczenia  wę zła  niecią głoś ci  w  stanie cał-
kowitego  poś lizgu.

siebie zaś  stanem poś lizgu  gdy  powierzchnie ś lizgają   się  po sobie.  W  niniejszej  pracy  wy-
róż nia  się   4  róż ne  stany  współpracy  kontaktują cych  się   powierzchni:  stan  całkowitego
zespolenia, stan zespolenia w  ruchu translacyjnym  i poś lizgu  w ruchu wirowym,  poś lizgu
w ruchu translacyjnym  i zespolenia na wzglę dny  obrót oraz stan całkowitego  poś lizgu.

Niech każ dy  z elementów skoń czonych mają cy  jeden wę zeł  w miejscu  niecią głoś ci  de-
formuje  się  pod wpływem  obcią ż eń i ruchu jak  belka wspornikowa  o swobodnym  koń cu
w wę ź le niecią głoś ci. Ponadto w zależ noś ci od stanu współpracy stykają cych  się  powierzchni
nakłada się   warunki  zgodnoś ci  przemieszczeń  wę złowych  kontaktują cych  się   elementów
na ustalonych kierunkach. I tak w stanie całkowitego zespolenia przyjmuje  się  wię zy zgod-
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noś ci wszystkich  przemieszczeń i obrotów  wę zła. Wówczas  przemieszczenia i odpowiednie
sił y  wę złowe w miejscu  niecią głoś ci  opisują   wektory,

(2.1)  Xw  =  [X, Y, Z, Vx,  yy ,  y,z]
T,

(2.2)  Fw[F x,Fr,Fz,  Wx, Wy, Wzf.

Podczas  cał kowitego  poś lizgu  w wę ź le  niecią głoś ci  nakł ada  się  wię zy  zgodnoś ci  przemie-
szczeń Xi  obrotów ipr i y>z z lewej i prawej  strony wę zła, rys. 2. W stanie tym przemieszcze-
n ia  i  sił y  okreś lają   wektory,

(2.3)  Xw  =  [X, Y\ Y>, Z\ Z", y>l

x, Wx,  Vl,  y,zf,

(2.4)  Fv  -   [Fx>  Ą ,F§,Ą ,  Fz,  WX,W$,  WY, WZ]
T.

Wskaź niki  lip  oznaczają   wielkoś ci  zwią zane  odpowiednio z lewą   i prawą   stroną  wę zła.
W  zależ noś ci  od iloś ci  moż liwych  poś lizgów  w wę ź le niecią głoś ci  należy  odpowiednio

zbudować  wektory  przemieszczeń,  sił  wę złowych,  lokalne  macierze mas i  sztywnoś ci ele-
mentów  z wę złem  niecią głoś ci. W celu  zachowania  ogólnej  reguły  agregacji  globalnych
macierzy  mas i  sztywnoś ci  oraz  uwzglę dnienia  niezależ nego  opisu  translacji  i  wirowania
dla  obu powierzchni  styku,  wektory  stanu  elementów z wę złami niecią głoś ci  mają  wy-
razy  zerowe  a  macierze  zerowe  wiersze  i  kolumny.  N iech  wektorami  stanu  elementów
z  wę zł em  niecią głoś ci,  podczas  całkowitego  zespolenia,  bę dą

(2.5)  Ul=[U[,U 2,...,U[2]
T,

(2.6)  U'  =  [VI,  Ul,  ...,U'12]
T.

W  przypadku  cał kowitego poś lizgu  wektory  te przyjmą   postać

(2.7) U'  - , 0, Vl

B, 0, U[o, 0, U\u  V[2]
T,

(2.8)  U'  *  [Ul,  0, Ul, 0, C/f, 0, Ul, ..., U{2].

Szkic  lokalnych  macierzy  elementów z wę złem niecią głoś ci  pokazano na rys. 3, gdzie li-
niami  cią gł ymi  oznaczono  cią gi  wyrazów  zerowych  dla stopni  swobody  których  dany
element  nie okreś la.  Tak zmodyfikowane  macierze mas i  sztywność  zachowują   symetrię
ukł adu.

Transformacji  ukł adu  inercjalnego  OXYZ  w ukł ad  lokalny  <9;:x:<j(Zj zwią zany  z wy-
branym  elementem  prę towym  dokonuje  się  przez  równoległe  przesunię cie  począ tków
tych  ukł adów  oraz  przez  wykonane  kolejno  trzy  obroty  skoń czone.  Dwa ką ty  obrotu
okreś lone  są   współ rzę dnymi  koń ców  prę ta  w układzie  globalnym  a ką t y  obrotu do-
koł a  osi  prę ta  jest  wielkoś cią   daną.  Macierz  takiej  transformacji  ortogonalnej  C po-

(15x15)
9  11 13  '  2  4  6

Rys.  3. Schemat  lokalnych macierzy  sztywnoś ci  elementów  z wę złem  niecią głoś ci.
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dana jest  np.: w  [19, 20]. Ze wzglę du na  zmianę   macierzy  mas  i  sztywnoś ci  elementów
z wę złem niecią głoś ci, należy  zmienić macierze  transformacji  tych  elementów,  wstawiając
odpowiednio zerowe wiersze i kolumny z jedynkami  na  przeką tnej.

Korzystając  z ogólnego formalizmu metody elementów skoń czonych buduje  się  nastę p-
nie globalne macierze mas M  i  sztywnoś ci  K  dla  całego układu. N a macierzowe  równania
ruchu nakł ada się  warunki  brzegowe sztywnego  zamocowania.

3.  Drgania  układu  zachowawczego

Nietłumione drgania  swobodne  układu  opisuje  równanie

(3.1)  Mx + Kx  =  0,

gdzie x  jest  globalnym  wektorem  przemieszczeń  uogólnionych.  Ponieważ  ilość  stopni
swobody  układu  zależy  od  liczby  moż liwych  poś lizgów w  wę ź le  niecią głoś ci  dlatego  na-
leży  analizować  róż ne przypadki  współpracy  kontaktują cych  się   powierzchni.

Czę stoś ci  własne drgań  (r)  i  formy  (<P) są   nietrywialnymi  rozwią zaniami  zagadnienia
na  wartoś ci własne,

(3.2)  (K- v2M)&  =  O.

Znane  są   liczne  metody  poszukiwania  rozwią zań  zagadnienia  (3.2).  W  zamieszczonych
w  pracy  przykładach  obliczeń  numerycznych  przyję to  nastę pują cy  tok  postę powania.
Równanie  (3.2) sprowadza  się   do postaci  standardowej  korzystając  z  symetrycznego  roz-
kładu  macierzy  M  na  macierze  trójką tne  L,  zgodnie  z metodą   Cholesky- Banachiewicza
[21,22].

(3.3)  M  m  LLT.

Po  redukcji  równanie  (3.2)  ma  postać

(3.4)  AW=XW,

gdzie  :

(3.5)  A  = L- 1K(LT)- \  W=LT&,   I   =   v2.  •

Nastę pnie  macierz  A  przedstawia  się   w postaci  symetrycznej  trójdiagonalnej  za  pomocą
procedury  Householdera  [21,22].  Korzystając  z  własnoś ci  cią gów  Sturma,  metodą   bi-
sekcji  okreś la  się   przybliż one  wartoś ci  własne  [21,22].  Za  pomocą   metody  odwrotnych
iteracji wyznacza  się  przybliż one wektory własne macierzy trójdiagonalnej. Zgodnie z przy-
ję tą   transformacją   (3.5) postacie drgań własnych ukł adu okreś la  równanie

(3.6)  0  =   (LT)~1W.

Wektory  własne są   ortogonalne wzglę dem  macierzy  mas  i unormowane tak,  że

(3.7)  $TM$  =  / ,

(3.8)  $TK&   =   D,

gdzie / jest  macierzą  jednostkową   zaś D jest macierzą   diagonalną   której  elementami są   vf.

9*
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4.  Dyskretny  element  tarciowy

Wzglę dny  ruch czą stek  stykają cych  się  powierzchni moż na zł oż yć z ruchu  translacyj-
nego  z prę dkoś cią  V i  ruchu obrotowego  z prę dkoś cią  Q.  Z warunku  stycznoś ci  wynika
zgodność  przemieszczeń  i prę dkoś ci  w kierunku  normalnym do styku.  Wobec  tego skł a-
dowa prę dkoś ci  translacji  V„ (normalna do styku) jest równa zeru. Ruch obrotowy moż na
przedstawić  jako  czyste  toczenie  o  skł adowej  (2t  w  pł aszczyź nie  stycznoś ci  do  obu po-
wierzchni  i wirowanie  okreś lone skł adową  Qn  normalną do styku.  Skł adowa pozioma re-
akcji  wię zów podczas  czystego  toczenia z prę dkoś cią  Qt  ma charakter tarcia statycznego.
Wobec  tego  wystarczają co  do  opisu  tarcia  podczas  ruchu,  pole  prę dkoś ci  wzglę dnych
okreś lają,  wersor  prę dkoś ci  translacji  o i  wersor  prę dkoś ci  wirowania  a>

(4.1)  V<   Q"V  =

\ vt\
(O  =

gdzie  Vt  jest  skł adową  styczną  prę dkoś ci  translacji.
Wzglę dnym  ruchom  w  obszarze  styku  przy  zapewnionym  docisku  towarzyszą  siły

tarcia suchego. Przyjmijmy  model tarcia wg Amontonsa i Coulomba.
W  styku  o obszarze  S zał óż my ukł ad współ rzę dnych O£fy  o bazie  (kL, k2,  »), rys. 4.

Rys.  4.  Dyskretny  element  tarciowy.

Wektor  sił  tarcia  Coulomba w  dowolnym  punkcie A  styku  s, podczas poś lizgu,  zgodnie
z  opisem zaproponowanym  w  [23], okreś la  równanie.

(4.2)  TA  =   ~NAQv  =   - NAQ%kt,  i,j  =   1, 2

gdzie  QIJ  są  elementami reprezentacji  tensora tarcia  Coulomba  Q, Vj są  skł adowymi ko-
wariantnymi wersora  prę dkoś ci  poś lizgu  v, NA  jest wielkoś cią  docisku w punkcie A. Re-
prezentację  tensora tarcia Q wyznaczono przy zał oż eniu analogii  rozkł adu sił  tarcia z roz-
kł adem  naprę ż eń  w pł askim stanie  napię cia  oraz przy  zał oż eniu reguły skł adania tenso-
rów  [23, 24]. Opis skł adowych tensora Q, uwzglę dnia  kierunkowość chropowatoś ci  każ dej
z  powierzchni  oraz chwilową  konfigurację  styku.

Podczas  wzglę dnego  ruchu wirowego wokół  normalnej z wersorem  n do styku,  tarcie
w punkcie A  styku  S, odniesione do ś rodka wirowania, okreś la wektor siły tarcia  TA i wek-
tor  momentu  tarcia WA>

(4- 3)  TA=   - NAR
lxmku  7 - .1,2

(4.4)  ,'  ;  WA~  - NARAa>n,
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gdzie co jest skł adową  wersora prę dkoś ci wirowania  na osi  n, Rk

A(k  =  1, 2, 3) są charakte-
rystykami  tarciowymi  styku  [24].  Charakterystyki  R\  zależ ą od  kształ tu  obszaru  styku
oraz od jego zmiennoś ci w  czasie.

Pole  sił   tarcia  w  styku  S,  podczas  ruchu moż na  opisać  wypadkowym  wektorem  sił
tarcia  T~  Pkt  (i =   1,2)  oraz  wypadkowym  wektorem  momentu  sił   tarcia  W =  Wn,
rys.  4.  Zgodnie  z  przyję tymi  zał oż eniami  [23, 24]  istnieje  liniowe  odwzorowanie  [L]
wypadkowego  wektora  sił  tarcia  i  wersora  pola prę dkoś ci  wzglę dnych,

(4.5)
W

Wyrazy  odwzorowania  [L]  zwanego  charakterystyką  dyskretnego  elementu  tarciowego
tworzy się przez redukcję pola sił  tarcia opisanego wzorami  (4.2), (4.3) i (4.4), do ś rodka 0,

\QiJ  [N AdS\  1  A c z S

(4.6)  [L]  -   - 1  £  \J  NAR
k

AdS  i>J =   ! > 2

'"I s  I   k =  1,2,3.O1

Opis sił  tarcia za pomocą  (4.5) i  (4.6) uwzglę dnia  anizotropię każ dej  z kontaktują cych  się
powierzchni,  kształt  styku,  chwilowe  pole prę dkoś ci  wzglę dnych,  chwilową  konfigurację
stykają cych  się  powierzchni  oraz  dowolny  rozkł ad  docisku.

Definicja:  Dyskretnym  elementem tarciowym  nazwano taki model chropowatego  styku
ciał, który ustalonemu punktowi  styku  S przyporzą dkowuje  wł asnoś ci bieguna  pola prę d-
koś ci wzglę dnych  w tym styku  oraz wł asnoś ci ś rodka redukcji,  powstał ego  podczas ruchu
pola  sił  tarcia.

5.< Wektor  sil  tarcia  Coulomba

Podczas drgań  analizowanego  ukł adu prę towego  (rys.  1), siły  tarcia  suchego  są  gene-
rowane tylko na powierzchniach konstrukcyjnej  niecią gł oś ci. Wobec tego globalny  wektor
tarcia zawiera wyrazy zerowe i wektor  tarcia Tw  w wę ź le niecią gł oś ci,

(5.1)  T m  ipljTlOf.

W przypadku  cał kowitego  poś lizgu  Tw  może mieć 6 niezerowych  skł adowych  na  kierun-
kach  ruchu  wzglę dnego,

(5.2)  r  -   [Jj,  TĘ . Tl> Ti,  W\  W]T.

Zgodnie  z  zasadą  o  wzajemnym  oddział ywaniu

(5.3)  Tl =  - T*s  Xi =  - 27,  Wł  =   - W.
liczba  skł adowych  wektora  T"  wynika  z  chwilowego  stanu  współ pracy  kontaktują cych
się  powierzchni.

Każ da  z  powierzchni  styku  może  mieć wł asną  anizotropową  chropowatość  opisaną
współ czynnikami  tarcia  lĄ f(i,j—  1,2;  s = l,p)  np.  dla  kierunków  pokrywają cych  się
z gł ównymi osiami bezwł adnoś ci kontaktują cych  się powierzchni prę ta. Powierzchnie  styku
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zł oż ono ze sobą  w chwili  począ tkowej  tak, że kierunki pomiarowe  tarcia  (gł ówne osie bez-
wł adnoś ci  przekrojów)  pokrywają  się.  Kąt  wirowania  okreś lają cy  wzajemny  obrót ukł a-
dów  odniesienia  na  powierzchniach  styku  w  tym  przypadku  równy  jest  róż nicy  ką tów
obrotu  lewej  i  prawej  powierzchni  niecią gł oś ci,

(5.4)  ?>- vi- Vl-
Kąt  wirowania  w miejscu  styku  praktycznie w każ dej  deformacji  (rys.  1) jest  wielkoś-

cią  pomijalnie  małą  (95 £  0). Stąd  przyję to,  że podczas  wirowania  styk  zachowuje  swój
pierwotny  prostoką tny  kształ t. Ponadto w styku  panuje  stały  i  równomierny  docisk  a N
jest wielkoś cią  wypadkowej  sił  docisku z cał ej powierzchni kontaktu.

Zgodnie  z  opisem  dyskretnego  elementu  tarciowego  i  powyż szymi  zał oż eniami skł a-
dowe  siły  tarcia  w miejsce  niecią gł oś ci  (odniesione do lewej  strony  wę zł a) opisują  nastę-
pują ce  równania,

(5.5)

Ty '
T\

W1

=  - JV

Q 1 1

Q 2 1

0

e1 2

O27

0

0
0

co1

(5.6)

Elementami  macierzowej  reprezentacji  tensora tarcia  Q w tym przypadku  są,

a"  =  *Q#L+fffl),   Q12  =  *
G 21  =  KOS+ / 41?),  O22  =   «C

gdzie  x  jest  t.zw.  współ czynnikiem  zł oż enia  [24].  Ponieważ  ś rodkiem  wirowania  styku
prostoką tnego  o  wymiarach  {a x b) jest  ś rodek  symetrii,  więc  charakterystyką  tarciową
styku  [24] jest

(5.7)  i?3

gdzie

(5.8)

Skł adowe  wersora  prę dkoś ci poś lizgu  w  miejscu  niecią gł oś ci  okreś lają  wzory

(5.9)  <&  =   / _ 7 _ J ^ Z l P

= = ^ ^ ,  vi =

gdzie  Yl,  Yp,  Z1, Żp,  y>l

x,  ip%  są  skł adowymi wektora prę dkoś ci  lewej  i prawej  strony wę zła
niecią gł oś ci,  rys.  2.

6.  Drgania  tł umione  sił ami tarcia Coulomba

Zał óż my, że drgania ukł adu odbywają  się wokół  pewnego  stanu odkształ conego wsku-
tek  dział ania obcią ż eń  statycznych  okreś lonych  wektorem  G.  Stan  deformacji  statycznej
* st  opisuje  równanie
(6.1)  Kxst  =  G.
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W  zamieszczonych  w  pracy  obliczeniach  numerycznych  rozwią zania  równania  (6.1)  po-
szukiwano  metodą   eliminacji  G aussa  [21, 22].

Ruch  ukł adu  dyskretnego  z tarciem, dla ustalonego  stanu  współ pracy  w  miejscu nie-
cią głoś ci,  we  współ rzę dnych  uogólnionych  okreś la  równanie

(6.2)  Mx+Kx  =   F+T(x),

gdzie F i T(x) są  globalnymi  wektorami  sił  zewnę trznych  i  sił  tarcia  Coulomba.
Wiadomo,  że w  przypadku  drgań  nieliniowych  z  udział em  tarcia  Coulomba,  okres

drgań  tł umionych jest  równy  okresowi  drgań  ukł adu zachowawczego  — przy  tych  samych
charakterystykach  sprę ż ystych  i  bezwładnoś ciowych,  [1, 4,13,  14, 15,  16].

W  ustalonym  stanie  współ pracy  stykają cych  się   powierzchni  rozwią zanie  równania
ruchu  (6.2) może być przedstawione  jako  liniowe  rozwinię cie  według  form  drgań  wł asnych

(6.3)  x  =  y1(t)$a)+y2(t)$lm  +   ... +j>„(0#<„) = ®y,

y jest wektorem  a $  macierzą   zbudowaną   z postaci  drgań,

(6.4)  *  =   [ *( D »*( I O .  •  • • • *(.)]•

Należy  zaznaczyć,  że liczba  stopni  swobody  n  zależy  od przyję tego  podziału na elementy
skoń czone  oraz  od iloś ci  moż liwych,  w  danej  chwili,  ruchów  wzglę dnych  w  miejscu  sty-
ku.  Równanie  (6.3)  okreś la  transformację   współ rzę dnych  uogólnionych  x  do współ rzę d-
nych y  zwanych  normalnymi  lub głównymi.  Wprowadzając  operacje  transformacji  ma-
cierzy  i wektorów  równanie  (6.2) przyjmuje  postać,

(6.5)  ( * T M $) ( # - 1JĆ) + (<5rir<P)(*- 1a;) =

Równanie  (6.5) moż na  zapisać  w  prostej  formie

(6.6)  my + ky  = / +   t(x),

przy  nastę pują cych  oznaczeniach

(6.7)  y  =  &~ vx,  y  =

W  ogólnym  przypadku  nie moż na sformułować wektora  tarcia  t poprzez współ rzę dne nor-
malne.  Fakt  ten zmusza  do powrotu  do współ rzę dnych  uogólnionych  na każ dym  etapie
w którym  okreś la  się  siły tarcia. Z warunku  unormowania wektorów  .własnych  (3.7)  i  (3.8)
wynika, że m jest  macierzą   jednostkową   a k  macierzą   diagonalną   z  elementami  vf. M a-
cierz  odwrotną   ^~1  moż na  okreś lić  korzystając  z  własnoś ci  opisanej  równaniem  (3.7).
Mnoż ąc  (3.7) prawostronnie  przez  <&~ i  otrzymuje  się

(6.8)  I&- 1  =•   flFMtPŚ *-1,

stąd

(6.9)  ,  &- 1  =   &TM.

Przy  tak  okreś lonej  macierzy  ^~l  współ rzę dne  normalne  wyraż ają   się   poprzez  współ-

rzę dne  uogólnione  nastę pują cym  wzorem

(6.10)  .  y  =   $TMx.
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Uwzglę dnienie  w  rozwinię ciu  (6.3)  tylko  k- tej  (k <  n)  liczby  niż szych  form  drgań
wł asnych  sprowadza  opis  ukł adu  do  k  pierwszych  równań  typu  (6.6).  Wtedy  macierz
transformacji  jest  niepełną  macierzą   <P, ograniczoną   do  k  pierwszych  wektorów.  Posłu-
gują c  się   peł nymi macierzami M, K  i pełnymi wektorami  x,  F,  T, działania opisane rów-
naniami  (6.7) i  (6.9) są   formalnie  takie same, również dla niepełnej macierzy $.  Uzyskane
z  operacji  (6.7)  i  (6.9)  wyniki  obliczeń  są   elementami pełnych macierzy  m,  k,  (P "1 oraz
peł nych  wektorów  y,  f,  t(x).  W  ten  sposób  otrzymano wygodne  narzę dzie analizy  jakoś-
ciowej  drgań  zł oż onych układów.

Równania ruchu  (6.6) w przypadku  drgań nietłumionych rozprzę gają   się .  Tarcie spra-
wia  wzajemne  sprzę ż enie  tych  równań,  które  odpowiadają   formom  drgań  z  wzglę dnymi
przemieszczeniami  w  miejscu  niecią głoś ci.  Równania  (6.6)  opisują   ruch  tak  długo  jak
dł ugo  liczba  kierunków  poś lizgu  w  miejscu  niecią głoś ci  a  tym  samym  liczba  stopni  swo-
body  ukł adu  jest  niezmienna.

Tylko w przypadku  gdy macierz transformacji  $  składa się  z 1 wektora własnego, rów-
nanie  (6.6)  moż na  rozwią zać  w  sposób  ś cisły.  W  celu  uzyskania  ogólnej  procedury roz-
wią zywania  zagadnienia  (6.6) skorzystano  z jednej  z metod przybliż onego,  bezpoś redniego
cał kowania  ukł adu  równań  róż niczkowych  [25, 26].  Wybrano  metodę   jednokrokowego
cał kowania  równań  wg  Newmarka  [25, 26,  27]. Metoda  ta  dla  stosownie  dobranych
współczynników  Newmarka  i  kroku  całkowania, charakteryzuje  się   dobrą   zbież noś cią.

Zadane  warunki  począ tkowe  ruchu we  współ rzę dnych uogólnionych

(6.11)  x(t0)- x0  =  O,  i( fo) . - io  =  0,

według wzoru  (6.10)  formułuje  się   we współ rzę dnych normalnych

(6.12)  j ; 0 =   $TMx0,  y0  =  ®TMx0.

Nastę pnie  z  równanie  (6.6) wyznacza  się  przyspieszenia  począ tkowe

(6.13)  •   y0  =   - D

Korzystając  z parametrów  ruchu wyznaczonych  w  (i— 1) chwili  czasu,  ruch w  chwili  i —
tej  okreś lają:  równanie  ruchu  (6.6)  i nastę pują ce  wzory  Newmarka  [25, 26, 27]

y(  +AJWH
( 6 " 1 4 )  • • ''•   h - '

h  m  tt~tt.t.

W  oparciu  o  obliczenia  testowe, jako  wsp.  Newmarka  przyję to

(6.15)  a  =  1/4  i  <5  =  1/2.

a  jako  optymalny  krok  cał kowania

(6.16)  •   ,  h  =  0,l~

gdzie v( 0  jest  czę stoś cią   analizowanych drgań. Kryterium doboru wsp. Newmarka i  kroku
czasowego  stanowił y:  dokł adność i  stabilność  numeryczna  amplitudy  i czę stoś ci w kolej-
nych  cyklach  drgań  oraz  rozsą dnie  długi  czas  obliczeń.  \
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Z powodu nieliniowoś ci  równania ruchu (6,6), w przypadku  stanu czę ś ciowego  i całko-
witego  poś lizgu  jego  rozwią zania  poszukuje  się  w  sposób  iteracyjny.  Zgodnie z wzorami
Newmarka i  przedstawionymi  powyż ej  własnoś ciami układu w  każ dym  kroku  czasowym
tt  iteracyjnie  rozwią zuje  się  nastę pują cy  układ równań

(6- 17)  ^ j  \ j

(6.18)

(6.19)

Równanie  (6.17) jest  równaniem ruchu  (6.6)  zapisanym  w  przemieszczeniach yt.  Powra-
cając z rozwią zaniem  do wsp. uogólnionych, ruch w  i — tej chwili  okreś lają

(6.20)  *,  -   &y„   i.t.d.

Cykl  iteracji  nieliniowej  funkcji  wektora  tarcia  rozpoczyna  się   od  oszacowania  prę d-
koś ci w  /  — tej chwili w oparciu o znane parametry ruchu w chwili  (i— 1), według wzoru

(6.21)  *f o ) - «f - , + *8 |- i.

Stąd pierwszym  przybliż eniem  wektora  tarcia jest

(6.22)  T P -   7(*J°>),  * P =  • '!?«.

Równanie (6.17) rozwią zuje  się  z tak  oszacowanym wektorem  tarcia. Z otrzymanych roz-
wią zań  (6.18) okreś la się  odpowiadają cy  im wektor tarcia,

(6.23)  Tl2)  m T(xj1}),  'P> =   ®TTł 2\   ,  :

z którym ponownie rozwią zuje  się  równania  (6.17). W  analogiczny  sposób, s —  tym  przy-
bliż eniem  wektora  tarcia jest

(6.24)  T/ s> m  Ti&l*- 1?).

Kryterium  zakoń czenia  procesu  iteracyjnego  stanowi  zbież ność  wektora  tarcia  z  dwóch
kolejnych  iteracji,  do wartoś ci  ustalonej

(6.25)  ir^- rr î  ^  8,

gdzie  d jest nałoż oną   dokładnoś cią  iteracji.  Na ogół, korzystając  z wzoru  (6.21)  uzyskuje
się  zbież noś ci  iteracji  z bł ę dem nie przekraczają cym  1% już w 1 -  2 kroku. Trudnoś ci z za-
pewnieniem  zbież noś ci  wystę pują   tam  gdzie  kierunek  siły  tarcia,  co  prawda  w  sposób
cią gły lecz gwałtowny, zmienia się  o ką t bliski n. W tych przypadkach moż na konstruować
inne procedury trafniejszego  wyboru  wektora tarcia spełniają cego  chwilowe  warunki  rów-
nowagi dynamicznej układu. Najprostszym  (lecz czasochłonnym) sposobem poprawy zbież-
noś ci jest zmniejszenie wielkoś ci  kroku całkowania równań ruchu.

Korzystają c, z lokalnej macierzy sztywnoś ci elementu prę towego oraz jego przemieszczeń
wę złowych  przetransformowanych  do  układu  lokalnego,  moż na  okreś lić  chwilowe  siły
przywę złowe  w  danym  elemencie  prę towym.

Niech N1 i Np  są  chwilowymi  siłami normalnymi na lewej i prawej  powierzchni  miejsca
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niecią głoś ci.  Brane są   pod uwagę   tylko  te przypadki  ruchu  podczas  których Nl  i Np  są
siłami ś ciskają cymi.  Warunek ten gwarantuje  wprowadzany do układu, odpowiednio duż y,
niezależ ny od czasu, docisk  technologiczny okreś lony siłami No,  rys.  1, Za miarę  docisku
w  styku  przyjmuje  się

(6.26)  iV =  0,5|tf'- iVp|.

Podczas  procesu  iterowania  chwilowego  wektora  tarcia, przemieszczenia  podlegają   nie-
wielkim zmianom. Stąd moż na założ yć, że w cyklu iteracyjnym docisk jest stały i równy np.
dociskowi  obliczonemu  w  chwili  poprzedniej. W  zamieszczonych  w  pracy przykładach
wielkość  docisku N praktycznie nie róż niła się   od |iV0|.  Wynika  to stą d, że dopuszczalne
deformacje  sprę ż yste  układu, przy  nieobcią ż onym siłami normalnymi wę ź le niecią głoś ci,
dają   niewielkie  siły normalne w  tym  wę ź le.

Istnieje  klasa  zadań  w  których  wektor  tarcia ma  stały w  czasie  kierunek działania.
Wtedy  również w pewnych chwilach czasu prę dkość wzglę dna w styku  przyjmuje  wartość
zero. W chwilach  tych wektor  tarcia jest nieokreś lony, zaś funkcje  przyspieszeń  mają  nie-
cią głoś ć.  D la  tych zadań formułuje  się   dodatkową   procedurę  znajdowania  miejsca zero-
wego  funkcji  prę dkoś ci  poś lizgu  i  sposobu  przejś cia  przez  miejsce  niecią głoś ci  funkcji
przyspieszeń.  Oszacowaną   prę dkość  wzglę dną   w  kroku  i — tym w  oparciu  o parametry
ruchu w kroku'(/ —I) według wzoru (6.21) porównuje się  z prę dkoś cią  kroku  (/ - 1). W ten
sposób  okreś la  się  przedział  czasowy  <  ti^x,  tt  > w  którym może nastą pić zmiana kie-
runku  prę dkoś ci poś lizgu.  Znaleziony przedział  dzieli  się  na mniejsze  o wielkoś ci  0. Na-
stę pnie porównując  rozwią zania  równań  (6.17) —(6.19) w  tak  okreś lonych podprzedzia-
łach  czasu,  lokalizuje  się   miejsce  zerowe  prę dkoś ci  poś lizgu  z  dokładnoś cią  0.  Róż nicę
wartoś ci  przyspieszeń  obliczonych dla najbliż szego  otoczenia miejsca  zerowego prę dkoś ci
poś lizgu,  przyjmuje  się   za skok  funkcji  przyspieszeń.

Dodatkowej  procedury wyznaczania  wektora  tarcia w  chwili  bliskiej  t0  wymagają   te
zadania w których prę dkość począ tkowa jest równa zeru. Wówczas po wyznaczeniu przys-
pieszeń w chwili  t0  (bez udziału tarcia) szacuje  się  wielkość  prę dkoś ci w chwili bliskiej  t0,
z  wzoru

(6.27)  x(tp + s)  =  BX0,  e  <  h.

Dla tak okreś lonej  prę dkoś ci wyznacza się  wektor sił  tarcia

(6.28)  T(t0)  ^  T(x(t„+s))

Nastę pnie  z  równania  (6.13)  okreś la  się   przyspieszenie y0  które jest  wielkoś cią   startową
do  analizy  ruchu w kroku  pierwszym.  Powyż sza  procedura okazała się  wystarczają cą   je-
dynie w przypadku  ruchu układu opisanego jedną  formą   drgań własnych.

Waż nym jest  okreś lenie momentu w którym nastą pi przejś cie  ze stanu poś lizgu  w stan
zespolenia i  odwrotnie. Najogólniej  moż na stwierdzić, że poś lizg rozpocznie się  wtedy gdy
zostaną  zerwane wię zy tarcia statycznego w styku. Natomiast zakoń czenie poś lizgu (zwane
zespoleniem)  nastą pi  gdy  ustanie  ruch  wzglę dny  w  miejscu  konstrukcyjnej  niecią głoś ci
i  zostaną   nawią zane  wię zy  tarcia  statycznego.  W  zamieszczonych w  pracy przykładach
obliczeń pokazano tylko  przypadek  ruchu z całkowitym poś lizgiem.  W  tym celu tak do-
brano warunki począ tkowe ruchu aby stan ten panował  już w chwili  t0.  Moment zakoń cze-
nia  poś lizgu  moż na okreś lić  badając  parametry ruchu układu.  W pracy  przyję to,  że na-



DRGANIA  UKŁAD U  PRĘ TOWEGO  487

stą pi  to  w  chwili  gdy  prę dkość  wzglę dna  ma  miejsce  zerowe  a  przyspieszenie  wzglę dne
liczone  dla  sił  tarcia  dynamicznego  zmieniał oby  znak.

7.  Przykład  zastosowań  do analizy  układów  łopatkowych  turbin.  Opis  problemu.

Łopatki  turbinowe  zakoń czone  fragmentem  bandaża  mogą   być  zestawiane  ze  sobą
w pakiety.  Wzajemne  usytuowanie  odcinków  bandaża wpływa  na  charakter pracy ł opatek.
Przy  tym  moż liwe  jest  zachowanie  luzu,  monolityczne  zł ą czenie lub  kontakt  z  zapewnio-
nym  dociskiem.  Jednym  ze  sposobów  zagwarantowania  docisku  jest  takie  wykonywanie
ł opatek  aby  pł aszczyzna  koń ca  bandaża  była przesunię ta  wzglę dem  pł aszczyzny  stopy ł o-
patki.  Po zestawieniu  ze  sobą   2 - 4  ł opatek  osią ga  się   znaczny  docisk  na powierzchni  nie-
cią głoś ci bandaż a. Najczę ś ciej  powierzchnia niecią głoś ci jest prostopadła lub ukoś na wzglę -
dem  brzegu  bandaż a.  Znane są   również  poł ą czenia z  uskokiem  w  ś rodku  szerokoś ci  ban-
daż a.  Podczas  ruchu na  powierzchniach  styku  bandaża  generowane  są   siły  tarcia  suchego
[28]

Zasadniczym  zadaniem  mechanizmów  tarciowych  maszyn  wirnikowych  jest  rozpra-
szanie  energii  dostarczanej  do  ukł adu  na  skutek  oddział ywań  zaburzonego  przepł ywu
czynnika  lub  drgają cego  wirnika.  W  szczególnoś ci  wymuszenia  mogą   pochodzić  od  ź le
wykonanego  kanału  przepł ywowego  w  tarczy  kierowniczej  lub  od  nieszczelnoś ci  na  po-
wierzchni  podziału  tarczy.  Trudno  ocenić jakiej  wielkoś ci  są   to  oddział ywania.  N ie  ma
jednoznacznych  opisów  wartoś ci  sił   i  ruchów  wymuszają cych  drgania  elementów  turbiny
[28]

Rozważ my  parę  cylindrycznych  ł opatek  turbinowych  z odcinkiem bandaż a.  Powierzch-
nia  styku,  fragmentów  bandaża  jest  prostopadła  do  jego  osi.  Zał óż my,  że  siły  docisku
technologicznego  zapewniają   cią gły  kontakt a przemieszczenia  wzglę dne  w  styku  bandaża
są   makropoś ł izgami.  Pakiet  znajduje  się   w  stacjonarnym  polu  sił   masowych.  Kształt  ka-
nału przepł ywowego  wymaga ukoś nego  usytuowania  ł opatek wzglę dem  pł aszczyzny  tarczy
wirnikowej.  Stąd gł ówne osie bezwładnoś ci  przekrojów  ł opatek  i bandaża nie są   wzajemnie
równoległ e.  Zał óż my, że  inercjalny  ukł ad  współ rzę dnych  OXYZ  jest  zwią zany  z  wień cem
tarczy  wirnikowej.  Pł aszczyzna  OXZ  pokrywa  się   z  pł aszczyzną   tarczy.  N iech  modelem
dynamicznym  pakietu  bę dzie  ukł ad  prę towy  przedstawiony  na  rys.  1.  W  zamieszczonych
w  pracy  przykł adach  liczono  pakiet  zł oż ony z  ł opatek  o szerokoś ci  0,03  [m]  i  wysokoś ci
0,172  [m]. Obliczenia  przeprowadzono  na  E M C OD RA  1204.

W  niewielu  publikacjach  zajmowano  się   tak  postawionym  problemem  teoretycznym.
W  [29]  analizowano  drgania  własne  2  ł opatek  z  monolitycznym  bandaż em  korzystając
z modelu ramy pł askiej. Wyniki  badań eksperymentalnych nad wpł ywem  docisku  w  miejscu
niecią głoś ci  podczas  drgań  rezonansowych  pary  ł opatek  zaprezentowano  w  [30].

8.  Wyniki  obliczeń  drgań  własnych  pakietu  łopatek

Rezultaty  obliczeń  pierwszych  czę stoś ci  drgań  wł asnych  ukł adu,  dla  podziału  na  4,
6  i  8  elementów,  przedstawiono  w  tabl.  1.  Za  każ dym  razem  bandaż  dzielono  na  2  ele-
menty.  W  wę ź le  niecią gł oś ci,  moż liwy  jest  cał kowity  poś lizg.  Łopatki  osadzono  ukoś nie
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wzglę dem  płaszczyzny  tarczy wirnikowej  (y =  10°).  Uzyskane wyniki  wskazują   na dobrą
zbież noś ć, pierwszych  czę stoś ci  drgań układu dyskretyzowanego.  Według J.  THOMASA  [29]
optymalny  podział  pakietu  ze wzglę du  na  pierwsze  czę stoś ci  to  3  elementy  na  łopatce

Tablica  1

Czę stoś ci drgań własnych dla  róż nych podziałów na elementy skoń czone (p — ilość elementów) w stanie  cał-
kowitego  poś lizgu  i  dla  y  =  10°  (w[l/ s]).

p

4

6

8

1907,5 5

1904,3 3

1904,0 3

3591,1 1

3584,7 2

3584,1 4

3629,7 7

3623,7 3

3623,1 8

17535,6 4

12249,4 7

12140,2 8

"(V )

19044,1 2

12676,7 1

12610,2 0

19442,5 9

19135,1 4

19087,9 6

33331,2 7

23886,0 6

23757,0 4

»"(VI1I )

33814,3 9

24280,3 7

24154,2 2

i  2 na bandaż u.  Niniejsza  analiza  potwierdza  ten wniosek  również  w przypadku  pakietu
z niecią głym bandaż em. Dalsze wyniki  uzyskano dla takiego podziału układu na elementy
skoń czone.

Dopuszczenie wzglę dnych  ruchów  na kierunkach poś lizgów w wę ź le niecią głoś ci,  daje
znacznie niż sze wartoś ci  niektórych czę stoś ci drgań własnych w porównaniu z tym samym
pakietem  o monolitycznym bandaż u. W tabl. 2 zestawiono  czę stoś ci  drgań własnych pa-
kietu  (y  =  10°)  gdy  przemieszczenia  wę zła  niecią głoś ci  bandaża  opisuje  6  składowych

Tablica  2

Czę stoś ci drgań własnych w  róż nych stanach współpracy stykają cych  się   powierzchni  (m  — ilość stopni
swobody  w  miejscu  niecią głoś ci) gdy  y  =  10°  (w  [l/ s])

w

6

7

8

• 9

" o

2907,4 8

2901,3 5

1938,7 1

1904,0 3

"(U )

3584,1 4

3584,1 4

3584,1 4

3584,1 4

»C1II >

10708,5 4

10672,2 9

4584,4 5

3623,1 8

"(IV )

12140,2 8

12140,2 8

12140,2 8

12140,2 8

15683,1 4

15625,5 3

12730,0 3

12610,2 0

''(VI )

23757,0 4

23757,0 4

19126,2 7

19087,9 6

l'(VII )

26238,4 2

24074,7 2

23757,0 4

23757,0 4

VtVlII )

35800,5 2

35800,5 2

26471,0 7

24154,2 2

(całkowite zespolenie), 7  (wzglę dne wirowanie), 8 (wzglę dny  ruch translacyjny)  i 9  (całko-
wity poś lizg). N p.  pierwsza  czę stość  drgań własnych jest mniejsza o 34,5%  a trzecia o  66,2%,
na  skutek  odsztywnienia  układu. Czę stoś ci  I I  i  IV  charakteryzują ce  drgania  bez wzglę d-
nych  przemieszczeń  w  styku  we  wszystkich  stanach współpracy  są   jednakowe.  Czę stoś ci
w  przypadku  dopuszczonego wzglę dnego  wirowania  (7 składowych) są  nieznacznie mniej-
sze  od  czę stoś ci  drgań  w  stanie  całkowitego  zespolenia  (6  składowych).  Oczywiś cie  są
identyczne w  przypadku  form  bez  wzglę dnego  wirowania  (II ,  IV, VI) .

Zmiana  ką ta  (y)  ukoś nego  usytuowania  łopatek wzglę dem  płaszczyzny  tarczy  wirni-
kowej,  powoduje  małe zmiany czę stoś ci  drgań układu co pokazano w tabl. 3.

Szkic  pierwszych  8 form  drgań  w  przypadku  y  = 0°  przedstawiono  na  rys.  5. Linią
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Tablica  3

Czę stoś ci drgań wł asnych dla róż nych ką tów ukoś nego usytuowania ł opatek pakietu (y) w stanie cał kowitego
poś lizgu  (w[l/ s])

y

0°

10°

20°

30°

1904,0 1

1904,0 3

1904,0 9

1904,1 7

"(I D

3623,1 8

3584,1 4

3465,3 6

3276,2 0

''(U D

3624,6 2

3623,1 8

3623,1 6

3623,1 4

V( IV )

12118,3 2

12140,2 8

12202,5 5

12294,8 6

"(V )

12609,5 4

12610,2 0

12612,9 0

12614.9 6

V(VI )

19079,1 6

19087,9 6

19113,5 5

19153,4 6

"(VII )

23844,8 7

23757,0 4

23503,7 4

23113,9 6

''(VIII )

24167,4 9

24154,22

24115,8 8

24056,7 1

• ),,,  =1904,01 h/ s 1,9030,, 1,904  • ),

10,021«,,

6,365  • ?,„

Rys.  5.  Szkic  form  drgań  wł asnych w  stanie cał kowitego poś lizgu  gdy  y  =  0°

cienką  oznaczono niezdeformowany  stan pakietu. W  dalszej  czę ś ci  pracy  postacie  defor-
macji  bę dą  bliż ej  okreś lane  poprzez  wyróż nienie  pł aszczyzn  i  kierunków  dominują cego
ruchu, odniesionych wzglę dem  ukł adu OXYZ.

Siła tarcia jest generowana podczas drgań tylko z tymi formami, które mają  wzglę dne
przemieszczenie  lub  wzglę dny  obrót w miejscu  konstrukcyjnej  niecią gł oś ci. Z  pierwszych
8 form  drgań wł asnych, pokazanych na rys.  5, dysypacja  energii wystę puje podczas drgań
z 5 postaciami  (I ,  I I ,  V, VI , VIII ) zaś  drgania  z  3 pozostał ymi są  zachowawcze.

Ukoś ne  usytuowanie  ł opatek w  wień cu  tarczy  wirnikowej  (y  =£ 0°)  wywoł uje  efekt
sprzę ż enia drgań. Gdy kąt y jest zerem to formy  drgań wł asnych wystę pują  w  czystej  po-
staci, (bez wzajemnych  sprzę ż eń ). I tak, gdy  y  ^  0° drgania z I postacią  są gł ównie drga-
niami w pł aszczyź nie tarczy w kierunku OX. Nakł adają się na nie drgania w kierunku  OY
z I I  formą.  Z analizy  I formy  (tabl. 4) wynika,  że ze wzrostem ką ta y  zwię ksza się udział
w drganiach I I  formy,  poprzez  wzrost  wartoś ci  skł adowych  Y, y>x  i y>z>  pokazanych  dla
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wę zła 4  i  5. Jednocześ nie zmniejsza  się   wkład I formy,  odpowiada  temu spadek  wartoś ci
X, Z  i  fr

Tablica  4

Sprzę ż enia  drgań  w  płaszczyź nie tarczy  ( * ( D ,  y  =  0°)  i z płaszczyzny  tarczy  (<E»(n), y  -   0°)  na  skutek
ukoś nego  usytuowania  łopatek okreś lonego  ką tem  y. Na przykładzie przemieszczeń wę zła 4  i 5 w stanie

całkowitego  poś lizgu

4

X

Y

Z

Vx

W?

Vz

X

yr

ZL

zp

vi

Vr

V>z

*d ) ,  y  =   o°

19,2996210

- 0,0000005

- 0,0002645

0,0000000

1,5782049

0,0000000

19,2998088

- 0,0000005

0,0000056

- 1,9100269

1,9100268

0,0000000

- 0,0000004

1,5783579

0,0000000

*< „ > , / =  0°

- 0,0000035

- 19,2361931

0,0000000

1,5730921

- 0,0000003

- 0,1412941

- 0,0000035

- 19,4073922

19,4427800

0,0000005

- 0,0000006

1,5732363

- 1,5761300

- 0,0000004

- 0,1415520

*a> , V =   10°

19,0066846

3,3504032

- 0,0002604

- 0,2739447

1,5542374

0,0066147

19,0068697

3,3584179

- 3,3584344

- 1,8810203

1,8810204

- 0,2739516

0,2739531

1,5543882

0,0066268

*( i) , y  =  20°

18,1366670

6,5993992

'  - 0,0002485

- 0,5395851

1,4830578

0,0130297

J8.1368436

6,6151867

- 6,6151723

- 1,7948750

1,7948752

- 0,5395987

0,5395976

1,4832018

0,0130536

*(D , V =   30°

16,7158496

9,6482273

- 0,0002291

- 0,7888365

1,3668255

0,0190500

16,7160124

9,6713095

- 9,6713155

- 1,6542044

1,6542042

- 0,7888565

0,7888569

1,3669579

0,0190850

Drgania  z  I I  postacią   (gdy  y  ^  0°)  są   drganiami z płaszczyzny tarczy, wzdłuż osi OY
z  I I I  formą   (dla  y  =   0°).  Są   one sprzę ż one z drganiami w płaszczyź nie na kierunku OZ
z IV  formą .  Z analizy  I I  postać drgań własnych  (tabl. 5) wynika,  że wzrost  wartoś ci  ką ta
ukoś nego usytuowania.łopatek w zasadzie nie ma wpływu na zmianę  tej formy drgań.

Drgania z II I  postacią   (gdy y  ^  0°)  są  drganiami z płaszczyzny tarczy w kierunku OY
(z  I I   formą   dla  y  = 0°).  Towarzyszą   im  drgania w  płaszczyź nie tarczy  na  kierunku OX
z  I  postacią   (dla  y  =   0°)  w  przypadku  wzglę dnego  ruchu  translacyjnego  i  całkowitego
poś lizgu  w  wę ź le  niecią głoś ci. W przypadku  stanu całkowitego zespolenia  lub  wzglę dnego
ruchu  wirowego  w  miejscu  styku  są   one  sprzę ż one  z  odpowiednią   V  formą   drgań  (dla
y  =  0°).

Podobną   analizę  efektów  sprzę ż eń drgań poprzez sprę ż ystość  moż na przeprowadzić dla
dalszych  form  drgań.
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Tablica  S

Sprzę ż enia drgań z płaszczyzny tarczy  (#<m)>  y  = 0°)  i  w  płaszczyź nie tarczy  ( * U V ) ,  y=  0°)  na  skutek
ukoś nego usytuowania  łopatek, okreś lonego ką tem y.  Na przykładzie przemieszczeń wę zła 4 i 5  w stanie

całkowitego  poś lizgu

4

X

Y

Z

y>x

yv

>/> z

X

YL

Yr

ZL

zr

vi

Vz

ťdii) .  V =  0 °

- 0,000002 7

19,286939 9

0,000000 0

- 1,577172 2

—0,000000 2

- 0,000629 4

—0,000002 7

19,287475 4

19,251746 0

0,000000 3

—0,000000 3

—1,577316 8

—1,574420 5

—0,000000 3

0,000130 2

0,054707 4

- 0,000000 5

0,013232 9

0,000000 0

- 2,701399 4

0,000000 1

- 0,000001 9

- 0,000000 3

0,000000 8

1,649373 4

1,649371 3

0,000000 0

—0,000000 1

—0,000000 9

0,000000 1

* ( „„ y =  10 °

0,001128 6

19,260005 7

0,000008 4

—1,572183 1

- 0,021194 6

0,000483 4

0,000100 2

19,260369 6

19,261421 6

0,012827 4

0,012847 4

—1,572324 1

—1,572409 3

0,000008 3

—0,000004 7

* ( l 0 . y = 20 °

0,001902 7

19,238728 6

0,000014 2

—1,563151 4

- 0,038175 6

0,000455 9

- 0,000016 8

19,239073 8

19,239023 9

0,023113 4  '

0,023110 0

—1,563282 4

—1,563278 2

—0,000001 4

—0,000000 1

*..),? = 30 °

0,002577 1

19,214624 1

0,000015 9

—1,552230 2

- 0,047834 5

0,000406 3

0,000017 0

19,214931 4

19,214979 6

0,028957 3

0,028960 4

—1,552346 5

—1,552350 4

0,000001 3

—0,000000 6

9.  Wyniki  obliczeń drgań  tłumionych  pakietu  łopatek

Tłumią cą  rolę  tarcia suchego oraz wpływ anizotropii tarcia na drgania pakietu ł opatek
rozpatrzono  na  przykładzie  „czystych  drgań ".  Układ  mechaniczny  wykonuje  „czyste
drgania"  o jednej  tylko  czę stoś ci  drgań  własnych gdy  jest wprawiony  w  ruch. z  konfigu-
racji  lub z prę dkoś cią   o rozkładzie zgodnym z wybraną   formą   drgań własnych. Podobnie,
drgania rezonansowe z daną  czę stoś cią   realizuje  harmoniczna siła wymuszają ca  o czę stoś ci
rezonansowej  i  rozkładzie amplitudy  z odpowiadają cą   danej  czę stoś ci  formą   drgań.  Przy
tym korzysta  się  z własnoś ci układów z tarciem suchym, że czę stość drgań układu tł umio-
nego  i  nietłumionego jest  jednakowa  [4],

Wymuszając  „czyste drgania" z wybraną   formą   drgań własnych jednocześ nie wzbudza
się   drgania z innymi czę stoś ciami. Liczba wzbudzanych form  zależy  od warunków  ruchu,
typu  tarcia oraz od  tego, czy uwzglę dnia  się   sprzę ż enia poprzez  sprę ż ystość  ukł adu. Bu-
dują c  macierz  transformacji  4> z wybranych  wektorów  własnych  moż na  ograniczyć  roz-
waż ania  efektu  wzbudzenia  drgań  do kilku  form.  W  ten sposób  otrzyma  się   przybliż ony
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obraz  drgań.  O stopniu  przybliż enia  decyduje  liczba  wzię tych  do analizy  wektorów włas-
nych. Krok całkowania numerycznego dobiera się  ze wzglę du na formę  z najwyż szą   czę s-
toś cią   drgań.

Rozważ my  przypadek  gdy  macierz transformacji  *  zawiera  tylko jedną   formę   drgań
z wzglę dnymi  przemieszczeniami w miejscu niecią głoś ci. Niech siły wymuszają ce  i warunki
począ tkowe  mają   rozkład  zgodny  z  tą   formą.  Uzyskany  obraz drgań bę dzie  pierwszym
przybliż eniem  rzeczywistych  drgań układu. Na rysunkach 6 przedstawiono przemieszczenia
(rys.  6.1),  prę dkoś ci  (rys. 6.2) i przyspieszenia  (rys. 6.3), drgań swobodnych wę zła 4 w kie-
runku OX, wywołane deformacją   począ tkową  układu zgodną  z I formą  drgań (gdy y  =  10°).
N a  wykresach  umieszczono przebiegi  drgań nietłumionych i drgań  tłumionych siłami tar-
cia  izotropowego,  dla  róż nych  wielkoś ci  tarcia  przy  stałym  docisku  technologicznym
(JVo = 700  [N]) . Ekstremalne naprę ż enia normalne od zginania w stopie  ł opatki, na sku-
tek  tłumienia  (/ j,  = 0,1)  zmniejszały  się   około  10- krotnie,  z  34,3  [mP] do  3,38 [mP]
Na  rysunkach  7  pokazano  przemieszczenia  (rys.  7.1),  prę dkoś ci  (rys.  7.2)  i przyspie-
szenia  (rys.  7.3)  drgań  swobodnych  wę zła  4  w  kierunku  OY,  wywołane  prę dkoś cią
począ tkową   o  rozkładzie zgodnym  z  II I  formą   drgań własnych  (gdy  y  =  10°).  Wykresy
ilustrują   przebiegi  drgań  nietłumionych  (A^ = 0)  oraz  drgań  tłumionych  siłami  tarcia
izotropowego  (JJ,  = 0,1)  gdy  docisk  technologiczny  No  przyjmuje  róż ne  wartoś ci.  Pod
wpływem tł umienia (No  =  150  [N]) ekstremalne naprę ż enia normalne od zginania w stopie
ł opatki  z 33,35 [mP] zostały zredukowane do 4,32 [mP]. Na rys.  8.1, 8.2,  8.3 umieszczono
przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  drgań  z  I  czę stoś cią   rezonansową.  Pakie-
towi  ł opatek  nadano  również  deformację   wstę pną   zgodną   z  I  formą   (gdy  y  =  10°).
N a  rysunkach  pokazano  drgania  wę zła 4  w kierunku  OX.  Wykresy  zawierają   przebiegi
drgań  nietłumionych (ju = 0)  i  drgań  tłumionych  siłami  tarcia  izotropowego  o  róż nych
współczynnikach  tarcia, przy  tym samym docisku  No.

Przebiegi  „czystych  drgań"  uzyskane  dla  macierzy  transformacji  zbudowanej  tylko
z jednego wektora własnego mają   znane własnoś ci dynamiczne układu o 1 stopniu swobody
z  tarciem  suchym  [13, 14,15,16].  Są   to  takie cechy  jak:
a)  wystę puje  przesunię cie  ś rodka  drgań  o  ±  A,
b)  amplituda  drgań  maleje  wg  postę pu  arytmetycznego,
• c) funkcja  przyspieszeń  jest  niecią gła  (ze  stałym  skokiem  2Av1i))  w  miejscu  zerowym

prę dkoś ci  i.t.d.
D la  rozpatrywanych  układów  o  wielu  stopniach swobody

(9.1)  ,  A  =
:  "( O

gdzie #(j) jest postacią  analizowanych drgań, vit)  odpowiadają cą   jej  czę stoś cią, T wektorem
generowanych  podczas  ruchu  sił   tarcia.  Cechą   charakterystyczną,  tych  zagadnień  jest
stały  w  czasie  kierunek  działania wektora  tarcia na  powierzchni  styku  (bez wzglę du na
typ  tarcia).  •

Wpływ  iloś ci  form  drgań  własnych wzię tych  dp budowy  macierzy  transformacji  $  na
obraz  drgań,  pokazano na przykładzie drgań  swobodnych  wę zła  5 (lewej  strony) w kie-
runku  OY,  wywołanych prę dkoś cią   zgodną  z I I  formą   drgań  (gdy  y  = 0°). Na rysunkach
9  przedstawiono  przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  w  przypadku  tarcia izotro-
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Rys.  6.  Przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  wę zła 4  w  kierunku  OX  podczas  drgań  swobodnych
z  I  formą   (gdy  y  -   10°).
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10  Mech. Teoret.  i Stoso. 3/80



t  [ *10"Js]

Rys.  7.  Przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  wę zła  4  w kierunku  OY  podczas  drgań  swobodnych
z  II I   formą   (gdy  y  =   10°).

[494]



S.ys.  8, Przemieszczenia, prę dkoś ci  i przyspieszenia  wę zła 4 w kierunku OX podczas drgań  rezonansowych
z  I  czę stoś cią   własną   (gdy  y  — 10°)

10* [495]
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Rys,  9.  Przemieszczenia  wę zła 5  (lewej  strony) w  kierunku  O Y przy  róż nych opisach  transformacji.

powego, gdy macierz #  składa się  tylko z drugiej  formy drgań i  gdy jest zbudowana  z pie-
rwszych sześ ciu postaci  drgań własnych. Dla tak sformułowanego zagadnienia izotropowe
tarcie  suche  wzbudza  dodatkowo  te formy  drgań, które mają   wzglę dne  translacje  w kie-
runku  OY  oraz wzglę dny  obrót. Z pierwszych  sześ ciu wektorów  własnych tarcie wzbudza
VI   formę   drgań  własnych. Ogólnie, wzbudzane  są   te formy  drgań na  których  tarcie wy-
konuje  pracę,  czyli

(9- 2)  # (?, 1  ±  0.

W nastę pnych zadaniach przyję to  opis układu sześ cioma pierwszymi  formami drgań.
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Rys.  10, Przemieszczenia, prę dkoś ci  i przyspieszenia  wę zła 5  (lewej  strony) w kierunku  OY  podczas drgań
swobodnych  ze  sprzę ż eniami  poprzez  anizotropię   tarcia.

]497]
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Rys.  11.  Przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  wę zła  5  (lewej  strony)  w  kierunku  OX  wywołane
sprzę ż eniami  poprzez  anizotropię   tarcia.

W przypadku  drgań z formami bez  sprzę ż eń sprę ż ystych  (y  —  0°)  tarcie anizotropowe
generowane  podczas  ruchu  z  wybraną   formą,  wzbudza  jednocześ nie wszystkie formy
z wzglę dnymi  przemieszczeniami. Wynika  to z własnoś ci wektora  tarcia anizotropowego,
który  zbacza  z  kierunku  wymuszonego  ruchu wzglę dnego  o  ką t  /?. Mówimy  wówczas
o sprzę ż eniu drgań poprzez anizotropię  tarcia suchego. Własność tę  zilustrowano przykła-



DRGANIA  UKŁ ADU  PRĘ TOWEGO 499

0,25
t[x10"3s]

0,50 0,75

Rys.  12. Przemieszczenia, prę dkoś ci i przyspieszenia  wę zfa  5 (lewej  strony) w kierunku OZ podczas drgań
swobodnych  z róż nymi  sprzę ż eniami  poprzez  sprę ż ystość  ukł adu  (y =£  0°)

dem  „czystych  drgań"  z  pł aszczyzny  tarczy,  wywoł anych  prę dkoś cią  począ tkową  o roz-
kł adzie zgodnym  z I I  formą  drgań  (gdy y  = 0°). N a rysunkach  10 i  11 znajdują  się prze-
biegi drgań  tł umionych  tarciem  izotropowym  (/ J.  = 0,11) oraz  dwa przypadki  tarcia ani-
zotropowego:  fjtlt  =   / J,22 = 0,07,  fi12  =  - 0,035,  p2L  = 0,17,  x  = 0,55 (ft,  == 67°40')
i i " n  =   f*2i  -   0,04, f* l2  -   - 0 , 11,  fi21  = 0,14, x  -   0,45 (fi0  = 74°10'),  przyję to  J B J »-
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Rys.  13. Przemieszczenia,  prę dkoś ci  i  przyspieszenia  wę zła  5  (lewej  strony)  w kierunku  OY  dla  róż nych
sprzę ż eń  sprę ż ystych  (y  ^  0°)

[500]
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=   / Ą *K  Rys.  10 przedstawia  przemieszczenia, prę dkoś ci i przyspieszenia  drgań swobodnych
wę zła 5 (lewej strony) w kierunku  OY.  Wzbudzane  drgania  tego wę zła w płaszczyź nie tar-
czy  wskutek  działania sił   tarcia anizotropowego przedstawia  rys.  11. Tarcie  izotropowe
nie wymusza  drgań  w płaczyź zsnie  OXZ.

W  przypadku  drgań  ze  sprzę ż onymi  sprę ż yś cie  formami  (y  ^  0°)  tarcie  (niezależ nie
od  typu)  generowane  podczas  drgań  z  wybraną   formą,  wzbudza  wszystkie  postacie  ze
wzglę dnymi  przemieszczeniami.  Zilustrowano  to przykładami drgań  swobodnych  tłumio-
nych  tarciem  izotropowym  / i = 0,11  a wywołanych  prę dkoś cią   począ tkową   o rozkładzie
zgodnym  z  I  formą   drgań  dla y  =  10°  i y  = 30°.  Na rys.  12 przedstawiono  obraz drgań
swobodnych wę zła 5 (lewa  strona) w kierunku OZ  a na rys.  13 drgania tego  wę zła  w  kie-
runku  OY.  W  zdaniu  tym  nie  uzyskano  zbież noś ci  interacji  wektora  tarcia  w  chwili
bliskiej  momentowi wygaś nię cia  ruchu  wzglę dnego.

Wektor  sił   tarcia jest  funkcją   cią głą  wzglę dem  czasu  wtedy,  gdy  drgania  są   sprzę ż one
poprzez sprę ż ystość  (y ^  0°)  lub poprzez anizotropię  tarcia. Wynika  to stą d, że składowe
wektora prę dkoś ci translacji mają  miejsca zerowe w róż nych chwilach czasu. Jednak w wielu
przypadkach zmiana kierunku wektora siły tarcia nastę puje w bardzo krótkim czasie (mniej-
szym od przyję tego  kroku całkowania równań ruchu). Pokazuje to przykład (tabl. 6) zmiany
kierunku wektora  tarcia izotropowego  (/ J,  = 0,1; No  =  150  [N]) podczas drgań z II I  formą
drgań  własnych  (gdy  y  — 10°).  Przypadek  zmiany  kierunku  tarcia  anizotropowego  (dla
j80  =  74°10') podczas drgań według I I  formy  (gdy y  — 0°), przedstawiono w tabl. 7. W obu
przykładach  składowe  wektora  tarcia  iterowano  z  dokładnoś cią   (5 = 2  [%].  Z cią głoś ci
wektorowej  funkcji  siły tarcia wynika cią głość funkcji  przyspieszeń.  Jednak ze wzglę du na
bardzo  krótki  czas  w którym  zmienia  się   kierunek  siły  tarcia,  otrzymany  obraz  funkcji
jest  zbliż ony  do  przebiegu  typu  przeskok.  Funkcja  prę dkoś ci  w  tym  przypadku  może
mieć  gwał towne  ekstremum.  W  celu  zachowania  przejrzystego  obrazu  drgań  na  rys.  10
i  11  w  przypadkach  anizotropii nie naniesiono przebiegów  funkcji  prę dkoś ci  i  przyspie-
szeń w  przedziałach czasowych  zmiany kierunku wektora  tarcia.

We  wszystkich  pokazanych przykładach tak  dobrano warunki  począ tkowe  drgań  aby
siły tarcia dynamicznego były generowane już  od chwili  t0.  Opis drgań koń czono z chwilą
ustania  jednego  (rys.  10,11,12,13)  lub  wszystkich  (rys.  6,7,9)  ruchów  wzglę dnych
w  miejscu  niecią głoś ci.  Moment ten  oznaczono na wykresach  literą   E.

10.  Wnioski

Zasadnicze własnoś ci  dynamiczne pary  łopatek  turbinowych  z tarciem suchym  na po-
wierzchni  niecią głoś ci  bandaża  moż na  sformułować  nastę pują co:
a)  Pakiet ł opatek z niecią głym bandaż em ma dodatkowe stopnie swobody a jego czę stoś ci

drgań  własnych,  odpowiadają ce  formom  z  wzglę dnymi  przemieszczeniami,  są   niż sze
od  czę stoś ci  drgań  układu  z  monolitycznym  bandaż em.

b)  Ukoś ne  usytuowanie  łopatek  w  wień cu  tarczy  wirnikowej  (y  #  0°)  wywołuje  efekty
sprzę ż eń drgań z róż nych płaszczyzn ruchu (jest to sprzę ż enie drgań poprzez sprę ż ystoś ć ).

c)  Drgania  z  postaciami  bez  wzglę dnych  przemieszczeń  w  miejscu  niecią głoś ci  nie bę dą
generowały  sił   tarcia.

d)  Przez odpowiedni  dobór parametrów  tarcia moż na uzyskać 'powolny  wzrost amplitud
rezonansowych,  dopuszczalny  w  okreś lonym  czasie  eksploatacji.
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e)  Drgania pakietu  z udziałem  tarcia suchego  są  superpozycją   ruchów  z tymi  formami
własnymi na których  generowana  podczas  ruchu siła tarcia  wykonuje  pracę. W zależ-
noś ci  od warunków  ruchu,  typu  tarcia  oraz  sprę ż ystych  sprzę ż eń  form  drgań,  siły
tarcia pracują   na niektórych lub wszystkich  formach z wzglę dnymi  przemieszczeniami
w miejscu  styku.  We wszystkich  rozważ anych  przykładach ruch form  rozpraszają cych
energię   ustaje  jednocześ nie.

f)  W przypadku  sprę ż yś cie  sprzę ż onych  form  drgań  (y =ć 0°) tarcie izotropowe  i anizo-
tropowe  generowane  podczas  „czystych  drgań" z wybraną   formą ,  wzbudza wszystkie
formy  z wzglę dnymi  przemieszczeniami,  niezależ nie  od  tego  czy wywołano  drgania
o dominują cych  przemieszczeniach w płaszczyź nie tarczy wirnikowej  czy z płaszczyzny.

g)  Siły  tarcia  izotropowego  podczas  „czystych  drgań"  z niesprzę ż oną   sprę ż yś cie  formą
(y  = 0°) wzbudzają   tylko  te postacie w których  wzglę dne  przemieszczenia  wystę pują
na  kierunkach  przemieszczeń  wymuszonej  formy.

h)  Siły  tarcia  anizotropowego  generowane  podczas  „czystych  drgań"  z  niesprzę ż onymi
formami  (y = 0°)  zbaczają   z  kierunku  wymuszonego  ruchu  i  wzbudzają   wszystkie
formy z wzglę dnymi  przemieszczeniami w miejscu  niecią głoś ci  (jest  to sprzę ż enie drgań
poprzez  anizotropię  tarcia).
Przedstawiona w pracy metoda analizy dynamicznej umoż liwia liczenie układów o wielu

stopniach  swobody  z udziałem sił  tarcia  na powierzchniach  rozdziału.  Uwzglę dnia ona
typowe  dla opisu  tarcia  suchego  nieliniowoś ci  i niecią głoś ci.

Na  zakoń czenie  autor  pragnie  podzię kować  Panu mgr M..  LIDK Ę   za  liczne  uwagi
i  sugestie  wykorzystane  przy układaniu programów obliczeniowych  na EMC.
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P  e  3  IO M e

KOJIEEAHHH  CTEPaCHBBOfł   CHCTEMBI  C  TPEH H EM
KYJIOHA  HA ITOBEPXHOCTH riPEPBIBHOCTH

B  pa6oTe  npeflcraBJieH  MCTOH;  pac^e ia  KOJieSaHHH CTep>KHeBoft  CHCTCMBI  c  cyxain  TpeHeM B  KOH -
CTpyKIJHOHHOH npepbIBHOCTH, PUC.  1. I l p u  nOMOIHH MeTOfla  KOHetfflbI X  3JieMeHTOB CTepWHeBVK) CHCTeiHy

cudeM oft  c  KOiie^Hfeim  HHCHOM  cieneH eń  CBo6oflbi.  O6mee  onucaHHe  CKJI  cyxoro  TpeHKH Ha
KomaKxa  flaHO  rrpn  noMOiqa  TeHaopa  TpeHHS  Kyxiona  [23,  24].  npHHHTO BO  BHHiwaHHe

noBepxHOCTHBiH xapai<rep  KoirraKi- a u  aHH30Tponino cyxoro  TpeH iw.
HHHaMizraecKHe  cBoftctBa  crepwH eBoił   CHCTCMŁI  accjieflOBaHo  Ha npaiwepe  pacmeTa  „ ^H C TLI X  KOJie-

6aH H ft"  naKeia, TypBHHHwx  nonaTOK.  IIoKa3aHo  94> iheK™  BO36y>KfleHHH
H  cnopHHceHitii Kone6aH«H  H epe3  ynpiorocTb  cucTeiww  H  aHH3OTponHoe

S u m m a ry

VIBRATIO N  OF A  ROD  SYSTEM  WITH COULOMB FRICTION AT DISCONTINUITY
SURFACE  i

The  paper presents a method of vibration analysis of a rod  system  with  dry friction at the construc-
tion  discontinuity place, fig.  1; The rod  system was described  as a system of finite degrees of freedom by
means of tche method of finite  elements. General  description of  dry  friction  forces at the contact  surface
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was  made  by  means  of  Coulomb  friction  tensor  [23, 24],  Friction  anisotropy  and  a  real  character  of
contact  was  taken  into  consideration.

The  motion  properties  of  the  rods  system  were  investigated  by  numerical  studying  of  an  example
of  turbine blades  packet  „pure vibration".  The effects  of  friction  excited  vibration  and  of  vibration coup-
ling  resulting  from  elasticity  of  the system  and/ or anisotropic friction, were  showed.
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