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1.  Wstęp

Współczesne  turbinowe  silniki  lotnicze  (ś migł owe  i  odrzutowe)  są   konstrukcjami  zł o-
ż onymi  z  elementów  powł okowych,  pł ytowych  i  tarczowych.  Buduje  się   je  jako  ukł ady
jedno  lub  dwuprzepł ywowe,  wyposaż one  w  jeden,  dwa  lub  nawet  trzy  niezależ ne  wirniki
sprzę ż one  termodynamicznie.  Dzię ki  zastosowaniu  wysokowytrzymał ych  i  lekkich  ma-
teriał ów  oraz odpowiednich  rozwią zań  uzyskuje się  niezawodne  w  dział aniu  i  trwałe kon-
strukcje  charakteryzują ce  się   małą   masą   jednostkową   [1],  [3].

Z  uwagi  na  zł oż ony kształt  poszczególnych  zespoł ów  wirników  i  korpusów,  oblicze-
nia  wytrzymałoś ciowe  przeprowadza  się   stosując  róż ne  przybliż one  metody  analityczne
i  numeryczne  [2],  [4] -   [6].  -  .

Wprowadzenie  metody  elementów  skoń czonych  i  macierzowej  analizy  numerycznej
umoż liwia  opracowanie  jednolitego  podejś cia  do  statycznych  i  dynamicznych  obliczeń
róż nych  zespołów  konstrukcyjnych  [7]-   [13],  [16],  [17].

W  niniejszym  referacie  przedstawiono  metodykę   obliczeń  zespoł ów wirnikowych  sprę-
ż arek  i  turbin silników  lotniczych  (na przykł ad rys.  la  i b), opartą   na podziale  konstrukcji
na  powł okowe,  pł ytowe  lub  tarczowe  pierś cieniowe  elementy  skoń czone.

Zakł adamy,  że  rozpatrywane  zespoły  wirują   ze  stałą   prę dkoś cią   ką tową   Q.  N a  ele-  .
menty  konstrukcji  działają   siły masowe  spowodowane  wirowaniem,  siły cią gnień  promie-
niowych  od wień ców  ł opatek, siły i momenty gną ce od sił  aerodynamicznych przył oż onych
do  piór  ł opatek  oraz  obcią ż enia  powierzchniowe  od  róż nicy  ciś nień  na  poszczególnych
stopniach  sprę ż arki  lub  turbiny.  "  . . . .

Poza  tym  uwzglę dnimy  fakt,  że  badane zespoły pracują   na  ogół  w  warunkach  silnego
nagrzania, gdy  moduł   sprę ż ystoś ci,  liczba  Poissona  i współ czynnik rozszerzalnoś ci  cieplnej
materiału  zależą   od temperatury i  z uwagi na  duże gradienty temperatury w  kierunku osio-
wym  i promieniowym  stają   się   funkcjami  zmiennej  osiowej  lub  promieniowej,

W  zwią zku  z  tym  w  konstrukcji  mogą   wystę pować  naprę ż enia  termiczne,  ą   materiał
należy  rozpatrywać jako  niejednorodny  (por.  [10]).  •   '  " - .

Jako  podstawowy  element  stosowany  w  omawianej  metodzie  przyję to  powł okowy,
stoż kowy  element  o  zmiennej  gruboś ci  i  niejednorodnym  materiale.  Za  pomocą   odpo-
wiedniej  transformacji  moż na przekształ cić go  na  element  tarczowy,  pł ytowy  lub  powł o-
kowy  cylindryczny.  .• • , .,.  •   .'•

J>  Referat problemowy przedstawiony na I I  Konferencji  „Konstrukcje powłokowe, teoria  i zastoso-
wania",  w  Gohmiu  6 - 10 XI1978  r.  '  -   •
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W  referacie  podano równania  równowagi  dynamicznej  takiego  elementu oraz  sposób
wyznaczania  przemieszczeń,  odkształ ceń i  naprę ż eń w  wirnikach  skł adają cych  się  z  ele-
mentów  powł okowych, pł ytowych  i  tarczowych przy uwzglę dnieniu  gradientów tempera-
tury  i  niejednorodnoś ci materiał u.

Ufill i- £-
Rys.  1.

Przedstawiono  również metodykę kształ towania wytrzymał oś ciowego  konstrukcji  oraz
badania  drgań  wł asnych  i  wymuszonych.

Omówiono  stosowane  sposoby  skł adania równań elementów w macierzowe równanie
cał ej struktury, a także przekształ cania równań elementów w ukł ad rekurencyjny,  co umoż-
liwi a nastę pnie proste rozwią zanie  rozpatrywanych  problemów.

2.  Równania  równowagi  dynamicznej  wirują cego,  niejednorodnego  elementu  stoż kowego

Rozpatrzymy  cienki,  stoż kowy  element  powł okowy  o  zmiennej  gruboś ci  h =  h(£)„
wirują cy  dokoła osi symetrii  Ox  z prę dkoś cią ką tową  Q  (rys. 2a).

Przyjmiemy,  że  element jest  umieszczony  w  osiowosymetrycznym  polu  temperatury
zmiennym  wzdł uż  tworzą cej,  przy  czym  wzdł uż gruboś ci  ś cianki  temperatura jest  stał a,

gdzie
^nagj(ś) — temperatura  nagrzanego  elementu,

To  — począ tkowa  temperatura stała  dla  cał ego zespoł u.
W zwią zku  z silnym nagrzaniem elementu zakł adamy, że moduł  sprę ż ystoś ci  E, liczba

Poissona  v  i  współ czynnik  cieplnej  rozszerzalnoś ci  materiału a. zależą  od  temperatury
r n B g/ ( |),  a  wię c—od  współ rzę dnej £
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gdzie  sT  — odkształcenie termiczne.
Na  powierzchnię   elementu  działa  obcią ż enie  pochodzą ce  od  róż nicy  ciś nień

p =  pj(l;,  /?, t), które w ogólnym przypadku  zależy  od współrzę dnych  przestrzennych  i, (5
(rys. 2)  oraz  czasu  t.

Równanie  równowagi  dynamicznej  elementu  wyznaczono  wykorzystując  zasadę   prac
wirtualnych  przy  zastosowaniu  liniowej  teorii  cienkich  powłok  [6],  [7],  [14],  a  w  przy-
padku  rozpatrywania  wpływu  napięć  błonowych  na  sztywność  elementu  uwzglę dniono
nieliniowe  składowe  odkształcenia  [15].

Składowe przemieszczenia  ś rodkowej  powierzchni  powłoki  u, v,  w, odniesiono  do  lo-
kalnego,  ortogonalnego  układu współrzę dnych  s0rj-   (rys.  2c),  gdzie  s — zmienna  wzdłuż
tworzą cej,  /3 — zmienna obwodowa,  a n — zmienna normalna do ś rodkowej  powierzchni.

Siły i momenty działają ce  w przekrojach  powłoki mają   dodatnie zwroty  takie jak  po-
kazano  na  rys.  2c.  gdzie

Qs> G/s — siły  poprzeczne,
NS!Np—  siły normalne

SSfi,Sps  — siły  styczne  ' . . • •'

Ms,  Mp — momenty  zginają ce

M,f,, Mę t — momenty  skrę cają ce

Powierzchniowe  obcią ż enie  zewnę trzne pj(Ś , 0,  t)  przyjmiemy  w  postaci

(2.3)  Pj(S,  P,t)=  J>,o(l)cos  fc/ 5e'«".

* . -   0 , 1, 2 , . ..
W zwią zku z tym wektor  przemieszczeń elementu bę dziemy  poszukiwać  w  nastę pują cej

formie

(2.4)  ą j  =  ą tf,  0, t) =  [utf,  0, t), vtf,  0, t), Yttf, 0, t)]T  .

gdzie 4>(|S) jest  macierzą   diagonalną

'cosk0,  0  ,  0
(2.5)  # (0) =  0  ,  sin/cjfl,  0

[   O  ,  0  , coskfi,_

a  N ( |) jest  macierzą   3 x8  o  postaci

(2- 6)  N (i) =  |N i(O,  N a(0] ,

której  składowe  są

• w,  o  ,  o  • • ;,
0  ,  1 - |,  0.
0  ,  0  ,  l - 3 |2 + 2 ^,  ( |

S, o,  o,  o
o, i ,  o,  . o
O,  O,  3|2 - 2 |3,  (S3- g2),

(2.7)
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oraz

L o  jest wielkoś cią   charakterystyczną   przyję tą   jako  długość odniesieniowa.
8j jest wektorem uogólnionych przemieszczeń krawę dzi  rozpatrywanego  elementu (rys. 2b)

(2.8)  Sj =   \ tij_x, Vj- i,  w'j~i, Wj-X, Uj, Vj,  Wj, w'j]T,

gdzie  wielkoś ci  W/_i, vj~i, w;_l 9  UJ,VJ,  w} są  odpowiednimi przemieszczeniami  krawę dzi
odniesionymi  do Lo, a wj_ l s  w's — ką ty  obrotu tych  krawę dzi.

Wektor  przemieszczeń  8j jest  odniesiony  do lokalnego  układu  współ rzę dnych  S0n.
Dla  analizy  złoż onych konstrukcji  wirników  wygodnie  jest  wprowadzić  wektor  prze-

mieszczeń  krawę dzi  elementu w globalnym  układzie xOz  (rys.  2a).  Oznaczymy  go  8*,
przy  czym

(2.9)  8., =  0,8*,

gdzie

(2.10)  •   0,  =

(2.11)

oraz

(2.12)

0

0

0,  sincs/, 0
- ł,  0 , 0
0,  cos<pj,  0
0,  0 , 1 .

S* = «* v  wfwf,
S*_ *j_  t ,  u*, w*u*, w* — odpowiednie bezwymiarowe  składowe przemieszczeń  krawę dzi ele-
mentu w globalnym  układzie współ rzę dnych.

Stosując  zasadę  prac wirtualnych oraz wykorzystując  zależ noś ci  teorii cienkich powłok
[6],  [7],  [14] i [15], przy  uwzglę dnieniu  wzorów  (2.3) -  (2.12) oraz  (2.1), (2.2), otrzymamy
równanie  równowagi  dynamicznej  wirują cego,  niejednorodnego  elementu  stoż kowego

(2.13)  (Kj+Kf- a>2mj+iw}iKj)Sf=   F j^+ Ff >+ F jp)+ Ff >,

gdzie  kolejne  składniki mają   nastę pują ce  znaczenie:

Kj  —macierz  sztywnoś ci  elementu,
—  dodatkowa  macierz  sztywnoś ci,  wynikają ca  z począ tkowego,  osiowosyme-

trycznego  stanu  napięć  błonowych  [15],
—macierz  mas  elementu,

ftK j — macierz  tłumienia  wewnę trznego  materiału  powłoki  przy  założ eniu lepko-
- sprę ż ystego  modelu  Voigta [8],

[L   — współczynnik  tł umienia  materiału,
F jS r )  — wektor  obcią ż eń  termicznych,
F jQ >  — wektor  obcią ż eń  masowych,  spowodowanych  wirowaniem  elementu,
typ)  —  wektor  obcią ż enia  powierzchniowego  (2,8),
F }Ł r )  — wektor  sił  krawę dziowych.

wij
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a)

b]

C)

0 '

Rys.  2

Szczegółowych  wyraż eń  na  poszczególne  skł adniki n ie  bę dziemy  podawać  (por.  [10},
[13],  [16], zwrócimy jedynie uwagę  na postać wektora  sił  krawę dziowych  F j f c o ,  który  bę dzie
potrzebny  w  dalszym  cią gu

(2.14)

gdzie  Rj  jest  macierzą   diagonalną   8 x8

a  F* jest  wektorem  o  postaci:

przy czym wielkoś ci  ^ j - i,  Msi- X,  Sspj,  Msj  są   sił ami  i  momentami okreś lonymi  wyż ej
fas.  2b),  .• • •'

Ń *j- i,Q*j- i,  N*j,   Q*j —  odpowiednie  siły  w  globalnym  ukł adzie  współ rzę dnych  xOz.
Przyjmując  w  poszczególnych  skł adnikach  równania  (2.13)  ką t  pochylenia  tworzą cej

elementu  (rys.  2a)  <pj  =   n/ 2  otrzymamy  zależ noś ci  dla  elementu  tarczowo- pł ytowego,
a  przy  9?j =  0 —zależ noś ci  dla  cylindrycznego  elementu  powł okowego.



396  Z .  DŻ YGADŁO

Równanie  równowagi  elementu  (2.13)  umoż liwia  rozpatrzenie  problemów  statycz-
nych  odkształ ceń i naprę ż eń  (przy w =  0) w  termicznie niejednorodnych układach wirni-
kowych,  a  dla  co =ć 0 —  analizę  drgań własnych i wymuszonych  tych zespołów.

3.  Statyczna  analiza  stanu  odkształceń  i  naprę ż eń  w wirnikach

W tym przypadku rozpatrujemy  osiowosymetryczny  stan odkształceń i naprę ż eń w ukła-
dach  powłokowo- płytowo- tarczowych  wirują cych  z prę dkoś cią   ką tową   Q.

D o  szczegółowych  obliczeń przyję to,  że temperatura, grubość  elementu oraz charakte-
rystyki  materiału mogą   zmieniać się   wzdłuż tworzą cej  w sposób  liniowy.

Opracowano program  do obliczeń na maszynie  Odra  1305 służ ą cy do analizy  statycz-
nej  złoż onego  ukł adu  typu  wirnik  sprę ż arki  osiowej  (rys.  la).  Zastosowano  algorytm
składania  równań  równowagi  elementów  z jednoczesnym  ich  rozwią zywaniem  (metoda
frontalna),  wykorzystując  pasmowość  macierzy  sztywnoś ci.  N iektóre  wyniki  obliczeń
były  przedstawione  w  szczegółowym  referacie  [13].

W  przypadku  rozpatrywania  konstrukcji  typu  turbiny  gazowej  (rys.  lb)  zastosowano
inną  metodę  obliczeń. Polega ona na przekształceniu równań równowagi elementów w układ
rekurencyjny  (por.  [10]).

W  tym  celu  wprowadzamy  wektor  bezwymiarowych  parametrów  krawę dziowych

(3- 1)  P, =   [uJ, vj,  wf,  w'j, NSjiSyj,  Q*j  MSJ],

którego  składowymi  są   bezwymiarowe  przemieszczenia krawę dzi  elementu u*, vj,  w*, w),
okreś lone  wyż ej,  oraz  bezwymiarowe  siły  i momenty  przekrojowe

N$i  =  N*j   - W- Po,  ^ y  -   S  ̂ Lo/ Do,

QSJ- QSJLOIDO,  M.j  =  MSJL
2

0lD0,

gdzie
P Ł3

(3 3)  D  -   °°
( 3 3 )  D

(3 3)  D
( 3 - 3 )  D o  -   12(1- yg)
jest  sztywnoś cią   gię tńą   powłoki, którą   przyję to  jako  wielkość  odniesieniową.

Wykorzystując  wektor  p  moż emy  przekształcić  równanie  (2.13)  do  postaci  bezwy-
miarowej

( 3- 4)  Pi =  A^pJ_1+ f j,

gdzie  współczynniki  macierzy A  wyraż ają   się   w  zależ noś ci  od współczynników  macierzy
wystę pują cych  po  lewej  stronie równania  (2.13), a składowe wektora  f,-  wynikają   ze skła-
dowych  wektorów  obcią ż eń  termicznych, masowych  i powierzchniowych.  ,

Nastę pnie,  uwzglę dniając  rekurencyjny  charakter  równania  (3.1),  przekształcimy  je
w  nastę pują cy  sposób

(3- 5)  p,  =   Yjpo+yj,

gdzie  macierz Yj  i wektor  y  wyznaczamy  z zależ noś ci  rekurencyjnych

j  =  2 , 3, 4, . . .,
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z  warunkami  począ tkowymi

(3.7)  YL  = A„   yt  - f i.

Równanie  (3.5) stanowiło podstawę   do opracowania  algorytmu  i programów  obliczeń

statycznych  tarcz  turbin  gazowych  i  róż nych  układów  płytowo- powłokowych  [9],  [11],

[12], [16].

4.  Wytrzymałoś ciowe  kształ towanie  układów  powłokowo- plytowo- tarczowych

Metodyka statycznych  obliczeń  wirników  przedstawiona  wyż ej  może być  również  wy-
korzystana  do  opracowania  algorytmu  wytrzymałoś ciowego  kształ towania  konstrukcji
wirników  przy  założ onym rozkładzie naprę ż eń  dopuszczalnych  i  uwzglę dnieniu  termicz-
nej  niejednorodnoś ci  materiału  [11],  [17].

Rozpatrzono  osiowosymetryczne  układy  powłokowo- płytowo- tarczowe,  wirują ce  ze
stałą   prę dkoś cią   Q,  na  które  działają   obcią ż enia  masowe,  termiczne  i  powierzchniowe,
rozłoż one  w  sposób  osiowosymetryczny.

Przyjmujemy,  że dany jest rozkł ad naprę ż eń dopuszczalnych wzdłuż osi  lub promienia
elementów konstrukcyjnych  wirnika,  zależ ny  od własnoś ci  materiału i  temperatury, musi-
my  zaś  wyznaczyć  rozkład  gruboś ci  tych  elementów  tak,  by  zredukowane  naprę ż enia
były  równe  wartoś ciom  dopuszczalnym  (por.  [2]).

W zwią zku  z tym jako  warunek kształ towania konstrukcji  przyjmujemy

(4.1)  ff redma*  «•   max  (]/ (?*+a}   ~asa^\  =   adap

gdzie ars, Gp  oznaczają   naprę ż enia osiowe  i  obwodowe,  a craop —  naprę ż enia dopuszczalne.
W  opracowanym  algorytmie  numerycznego  kształ towania  konstrukcji  ż ą damy  by

warunek  (4.1) był  spełniony na wszystkich krawę dziach  elementów,  na które  podzielono
rozpatrywany  wirnik.

Algorytm  oparty jest na rekurencyjnym  cyklu  obliczeń.  W począ tkowym  przybliż eniu
przyjmujemy  stałą  grubość  poszczególnych  czę ś ci  wirnika,  a nastę pnie wykorzystując  wa-
runek  (4.1) wyznaczamy  zmianę   gruboś ci  wzdłuż  elementów  wirnika.

Opracowano  programy  służ ą ce  do  numerycznego  kształ towania  tarcz  turbin  gazo-
wych  oraz  układów  powłokowo- pfytowych  [11],  [16],  [17].

5.  Analiza drgań  własnych  i  wymuszonych  wirników

Pełne  równanie  dynamicznej  równowagi  wirują cego,  niejednorodnego  elementu  stoż-
kowego  (2.13)  może  stanowić  podstawę   do  opracowania  algorytmu  numerycznej  analizy
drgań własnych i wymuszonych  rozpatrywanych  wirników.

W tym przypadku  stosowano  również  metodę  skł adania równań  elementów  w  macie-
rzowe  równanie  całej  struktury  oraz  sposób  przekształ cenia  równań  do  postaci  rekuren-
cyjnej,  podobnie jak  przy  obliczeniach  statycznych  [11],  [16].

4  Mech. Teoret.  i  Stoso.  3/80
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F  e 3 io  M e

I IPOBJIEM tl PACTETA  OBOJIO^EK B TYPBHHHBIX
ABHAU.HOHHBI X  JTBHrATEJIflX

aBjieHa  MeTOflHKa  pacreioB  poiopHMx  arperaTOB  KOMnpeccopoB n  Typ6HH
onHpaiomaacH  Ha pasflenemie  KOHcrpyKinw: Ha o6ojioHeMHLiej riHHTotiHŁie

3JieMeH TBI.
ITpeflnojio>KeHOj  mo  paccMaTpasaeMŁie  arperaTti  BpamaioTca  c  IIOCTOHHHOH  yraoBoii  CKopociBio.
H a  ajieMeHTŁi  KOHCTpyKijHH fleiicTByiOT MaccoBwe  CKJIM,  Bti3BaHHbie  BpamemieM,  CHJIW  paflHajiŁ-

H t i x  HaTH>KeHnii co cTopoHfei  BeHi(OB jionacTefi  K noBepxHocTHBie Harpy3i<H co cropoHW pa3HHirw  flaBne-
H H H  Ha OTflejibHLix  CTeneiiHX  KOMnpeccopa  HJIH  TypSaH ti.

flaeicH  crrocoS  onpeAexieHHH  nepeMemeHHH; AecpopJwariHfi  K  HanpHxceHUH B  ajieMeHTax  poxopa,
a  Tajone  cnocoS  npoMHOCTaoro ^opiwapoBaima  KOHerpyKiwii  H HccjieflOBaHKH  co6cTBeHHBix H
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S u m m a ry

ON  THE PROBLEMS OF SHELL CALCULATION S FOR THE AIRCRAFT  TURBINE  EN G IN ES

A  method  is  presented  for  calculations of  compressor and gas  turbine rotors of  the aircraft  engines
making  use  of  shell,  plate  and  disc  finite  elements.

I t  is  assumed  that the units under consideration rotate at a constant angular speed. Their elements are
exposed  to  the  action  of  mass  forces  caused  by  the rotation, tension  forces  of  rims  of  blades,  as  well
as  surface  forces  due to the pressure difference  at a compressor or turbine section.

In  this  paper  a  method  is  presented  for  determining  the state of  displacements, strains and  stresses
in  the  rotor,  for  the  design  of  its  elements under a prescribed  distribution  of  the permissible  stress  and
for  calculations  of  natural  and  forced  vibrations.

WAT
INSTYTU T TECHNIK I  LOTNICZE J
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