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1.  Sformuł owanie  zagadnienia

Punktem  wyjś cia  rozważ ań są  równania  róż niczkowe  dla  termodyfuzji  podane  przez
S. PODSTRIGAĆA i W.  NOWACKIEGO  [1]. Przy  zaniedbaniu  wpływu  temperatury  moż na je
zapisać w postaci

•   QUj,tt+ycCj~X(x, t),

gdzie
j ,  1 =   1, 2, 3; x e R3; te (0, oo)
<«> K e>yc>D>k — stałe materiałowe
c — koncentracja,  uj — przemieszczenie
a — ź ródło  dyfuzji,  Xj — siły  masowe.

Przyję to  jednorodne warunki  począ tkowe

(1.2)  c(x,0) =  0;  Uj(x,0)  = 0;  M A , ( X , 0 ) « 0,

oraz warunki  znikania w nieskoń czonoś ci

(1.3)  lim c(x, 0 = 0;  Hm u,(x, i) == 0.

Założ ono, że w chwili  /  = 0 zaczynają   działać w płaszczyź nie xt  = 0: ź ródło  dyfuzji
i  ź ródło dylatacji [2]

a =  Dc0  d(xj)i](t) ,

gdzie  dji  — symbol  Kroneckera,  <3(xj) — funkcja  Diraca,
t](t)  — funkcja  Heaviside'a.

Zgodnie z  [3], tak postawione zagadnienie posiada dokładnie jedno rozwią zanie w przes-
trzeniach  Sobolewa: H1A  dla koncentracji, H2 dla przemieszczenia.

2. Transformaty Laplace'a rozwią zań

Stosując  transformatę   Laplace'a  [4] do układu równań  (1.1)- (1.4)  otrzymano

(2.1)  cftt~ć =kuJlM- ^Kxt),

3*
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(2,1)
r  ,  ,  fJU,  ii
[cd.]

gdzie/ (s) oznacza transformatę Laplace'a dla funkcji/ (ż ),  sjest parametrem  transformacji.
Oznaczając

( 2 2 )

dla yk  ^  1 rozwią zanie  ukł adu (2.1) ma postać

P =

(2.3)

gdzie

(2.4)
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arg|/ s- s„   = 0,  gdy  Re(s- sB) > 0  i  Im.(s- sn) =  0,

O so b no  n a leży  rozvvaż yć  p rzypadek  yk, = 1

T)o2  i  P£-   fi"C v ^
—  /   \   i- 'l'l  |  - Civ  U  \™IJi ) s+c 2  \ s — im

2i<xo(Ds+cD

gdzie

(2.7)
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Ponadto, zgodnie z warunkami  (2.4), wybiera się na «.,„,  m =  1, 2, 0,  te jednoznaczne ga-

lę zi  pierwiastków  |/ a£, dla których.  Im a,„  > 0.
Ł atwo  zauważ yć,  że przypadki  szczególne  y  — 0 lub /c = 0 dają  rozwią zania  ś cisł e,

znane w  teoriach  niesprzę ż onych.

3.  Przybliż one rozwią zanie zagadnienia

Ponieważ wartoś ci  współ czynników  y i k nie są stablicowane  w dostę pnej  literaturze,
należy rozważ yć, z uwagi na (2.4), nastę pują ce  przypadki:  a) yk > 1 b) yk = 0, c) yk <
<  1, yk > 0

Wzory  (2.3)  oraz  (2.6)  dadzą  się przedstawić  w  nastę pują cej,  równoważ nej  postaci

C3  1}  •   •

r P A2 (xt,  ia)  1  „   .

gdzie

( 3 . 2)  i •   •

7  rv  ^  c i ( 5 u  P D  d'(

l  s- to  s

c\  a',

2  l\ ~S

1 + D / e  l]

l- ai(ż co)e'a;!< / 'B>l*i l

x  j/ ico—s2

\ A  D /  C

iw—st  \ / io>—s2

= Dc\Pk ,.  ..  y
2za(xa))(jft

A3(xlti<a)=  Dc\Pk  ,.  ..  y — _
(3.3)  v  .  2zao(xa))( jft ) I>+ cf) 3
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s

c i  r p f e s2  2Dl/D  J  cf\5/2f

Metodą   przybliż oną   (wg  KRYŁOWA  {5]) oblicza  się   oryginały  transformat

(3.4)  F,(s) -   - 7= = L= = v I ( x1, s)-;  I  -   1,2,  3, 4;  petf.

Oryginały  pozostałych, składników  wzorów  (3.1),  (3.2)  moż na obliczyć  w  sposób  ś cisły.
Rozważ my  przypadek  yk  >  1. Wówczas  j x  < 0,  a  wię c  funkcja  ^ ( J ) da się   zapisać

F̂ )   L  J(3.5)

Zgodnie  z  monografią   [5]  transformatę   odwrotną   F^t)  moż na  jednostajnie  przybliż ać
sumami

(3.6)  Fi(0»
/ to

gdzie

j l 5  /  = 0,  1,  ..., n,  są   miejscami  zerowymi  wielomianów  stopnia  (n + 1)  ortogonalnych
na  przedziale  (—1, 1) oraz

(3.8).  ,  •   W- Ż

Wartoś ci  a(j- , at  moż na znaleźć np. w  [6] tablica 6 lub tablica 7.
N a  mocy  powyż szych  rozważ ań  moż na  przedstawić  oryginały  transformat  wystę pu-

ją cych  w  (3.1)  w  postaci

(3.9)
!• •   •   ; '  z = o  •   •   .,  ;

r  "  i
Uj(xt, t) »  I - jM^i., ico)tirot+   2 "  Bt(t)f3  (xt,  - sL  of«)  I V

/ = 0
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Obierając dla przykładu n — 3 dostaje się  wzór na koncentrację

e(xlf  t) M   - P

7/ ^eSL>  «ooVi

( 2  \ —• '••   /   2  2  2

aio + - j- a11t\y)^xi,sia1)  + \a20+a21- ~t+-r—a22t
z  x

(
Rozważ ając  analogicznie przypadek yA: = 1, otrzymujemy

2  2 2 2 2 2

f +

• Ł  / C

( . » • '

cod(xl) . - 4'  ,   ***>  ;,»

Z J  IY/+5/2)  Z

'(3.11)
<3LL±r r P-1   Ą—C1C0G

r  1  1  - ^ 1
- T - TT-.  • • „*   a" e  D

W przypadku 0 < yk <  I  wartość sk,  dana wzorem  (2.4), jest liczbą  zespoloną  i wów-
czas  wzory  typu  (3.6) - (3.8)  zawierają   funkcje  hipergeometryczne, co komplikuje  algo-
rytmy  obliczeniowe. Aby  tego unikną ć, zastosowano  tutaj  rozwinię cie nieznanych  orygi-
nałów transformat  (3.1) w szereg wielomianów  ortogonalnych na przedziale  (0,1). Moż li-
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wość  takiego  rozwinię cia  jest  umotywowana  twierdzeniem o istnieniu rozwią zania zagad-
nienia  (1.1)-  (ł - 4) dowodzonym  w  [3]. Otrzymuje  się

c(xlt  **)

(3.12) 1=0

gdzie  P (x)  jest  wielomianem  Legendre'a

(3.13)

Wzory  typu  (3.12)  znaleść  moż na  w  monografii  [5].  Wielomiany  Legendre'a  zastą pić
moż na  inną   rodziną   wielomianów  ortogonalnych na  przedziale  (0,1), otrzymując  wzory
podobne  do  (3.12).

Otrzymane  wzory  (3.9),  (3.11)  i  (3.12)  pozwalają   wyznaczyć  w  sposób  efektywny,
z  dowolnym  przybliż eniem,  koncentrację   c(xx,  t)  i  przemieszczenie z'i(x1;  t).
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P  e  3 K>  M  e

nJIOCKHE  rAPMOHH^- IECKHE BOJIHBI  H JXH<P®y31M  B TBE P ^OM  TEJIE

B  pa6oTe onpefleneHM  nojie  nepeiwymeHHH  H none KonrjeirrpaimH B  HeorpaHalieHHoił   cpese,
HHaMH îecKOH  3afla «̂  HH(|)(t)y3HH-   ConpHWeHHfcie  ypaBHeHHH  AHdpdtiy3HH  flaHBi  C.
B.  HoBanpnM  [1]. IIpHBefleHŁi  AieTOflbi  npH6jin>KcHHoro  o6pameHHH npeo6pa3OBaHHH  JIan jiaca.

S u m m a ry

PLANE  HARMONIC WAVES  AND  DIFFUSION  I N  A  SOLID  BODY

On  the  basis of  equations given by  S. Podstrigać  and W.  Nowacki  [1], the interaction between  har-
monic waves and diffusion  in solids  is considered. To obtain the concentration and displacement  the appro-
ximate method for  inverse  Laplace transform  is used.
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Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 30  czerwca 1978  roku


