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1. Wstęp

Dynamiczne  zachowanie  się   ukł adu  sprę ż ystego  znajdują cego  się   . pod  dział aniem
sił   ś ledzą cych  lub  obwodowych  posiada  pewne  szczególne  własnoś ci  spowodowane  tym,
że  siły  te  nie  są   potencjalne.

Równania  róż niczkowe  opisują ce  ruch  tych  ukł adów w pobliżu  konfiguracji  równo-
wagi  zwykle  nie  są   samo  sprzę ż one  wzglę dem  warunków  brzegowych.  Odpowiadają ce
wartoś ci  własne są   rzeczywiste  i  róż ne tylko  w  przypadku  wartoś ci  krytycznej  parametru
obcią ż enia.  Poza tym, wartoś ci  własne są   zespolone  i  okreś lają   niestabilność  typu  dywer-
gencji  lub  flatteru.  Bardziej  szczegółową  dyskusję  na  temat tych własnoś ci  moż na  znaleźć
w szeroko  znanej monografii  BOŁOTINA  [1], podczas  gdy  praca przeglą dowa  HERRMAKNA
[2] daje  zwarty  przegląd  problemów  dotyczą cych  zagadnień  niezachowawczej  stabilnoś ci,
stosunkowo  niedawno  sformułowanej  statecznoś ci  sprę ż ystej.  Należy  zauważ yć,  że  ba-
dania  dają ce  dokł adne  rozwią zania  układów  niezachowawczych  dotyczą   przeważ nie
zwykłego,  jednorodnego  prę ta  ze  zmiennymi  warunkami  brzegowymi  znajdują cego,  się
pod  niezachowawczym  obcią ż eniem.  Dobrze  wiadomo,  że  ukł ad  niezachowawczy  może
być  typu  flatteru  lub  dywergencji  w zależ noś ci  od warunków  brzegowych.  W  poprzedniej
pracy  autora  [3]  pokazano,  że  parametry  okreś lają ce  sztywność  zginania,  masę   oraz
długość  wpływają   na  zachowanie  się   układu  niezachowawczego  w  punkcie  krytycznym.

W  niniejszej  pracy  skoncentrowano  się   na  relatywnie  bardziej  skomplikowanym  mo-
delu  składają cym  się   z  począ tkowo  zwykłego  prę ta  podpartego  swobodnie  na  gładkiej
rolce  i  obcią ż onego  dwiema  siłami  ś ledzą cymi.  Pokazano,  że  oba  typy  niestabilnoś ci
typu  flatteru  i  dywergencji  mogą   wystą pić  nie  tylko  wtedy  gdy  zmieniają   się   poprzednio
wspomniane  parametry,  ale  również  mię dzy  wartoś ciami  dwóch  sił   obwodowych.

2. Rozwią zanie  równań podstawowych

Rozważ amy  począ tkowo  prosty,  jednorodny  prę t  posiadają cy  stały  moment  bez-
władnoś ci  I  (rys.  1). Pręt  ten jest  obcią ż ony  dwiema siłami ś ledzą cymi,  o stałej  wielkoś ci
lecz  przeciwnych  zwrotach.

Zaniedbując  bezwładność  obrotową,  równania  róż niczkowe  opisują ce  małe  drgania
prę ta  wyprowadzaliś my  z  zasady  d'Alamberta- Lagrange'a.

Ponieważ jest  to  powszechnie  znany  sposób,  podamy  wię c  jedynie  wyniki
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Tu  jak i w pozostał ej  czę ś ci  pracy j  —  1,2, 3.
P onadto  celem  sprowadzenia  równań  (1) do  postaci  bezwymiarowej  wykorzystamy  nastę-
pują cy  zapis

(2)

Rys. 1

Tutaj  w(x, T) i  T są odpowiednio  obcią ż eniem  poprzecznym,  mierzonym  wzdł uż  osi  x
(0 ^ x sg 1) oraz  czasem.

Bezwymiarowe  parametry  t  i £ są w nastę pują cy  sposób  zwią zane  z  wielkoś ciami
fizycznymi  x  i  T.

(3)  |  -   */ / ;  t2  =   T2EI/ (w/ 4),

przy  czym  El oznacza  sztywność  zginania,  podczas gdy m oznacza  masę  jednostki  dł u-
goś ci  prę ta.  Pozostałe  oznaczenia  wystę pują ce  w ukł adzie  równań  czą stkowych  (1)  są
definiowane  nastę pują co

k2

n  =  PtP  I (e„EI),   M - 1 , 2,
( 4 )  k\ =  P2/

2/ ( f i 3 E I ) 5  vj =   mj/ iejm),

przy  czym mj oznacza masę jednostki  dł ugoś ci ./ - tej czę ś ci  prę tu, podczas  gdy  Bj są danymi
stał ymi.

Zakł ada  się,  że nietrywialne  rozwią zanie  ukł adu  (1) ma nastę pują cą  postać

(5) yj = x ĵ) \̂

gdzie  / =   ( - 1 )1 ' 2 .
Bezwymiarowy  parametr  czę stotliwoś ci  m jest  zwią zany  z wielkoś cią  fizyczną  Q nastę-
pują cą  zależ noś cią

(6)  w2  =Q2mt*l(EI).

Podstawiając  (5) do  ukł adu równań  (1) i wykorzystując  fakt,  że et o t  nie zeruje  się,  otrzy-
mano  nastę pują cy  ukł ad  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  na funkcję  - X}(f/)

(7)  •   Xr+kjXp- oj'vjXj  = 0,

Rozwią zaniami  jego  są.  funkcje

(8) Xj=  CuchyjSj+ Cij&hyjCj+ CsjCosÓjij+ Cusmdjij,

gdzie

(9)  yj =  (zj- kjl2yi2,  ój -   (zj+kjl2y'\  zj =   (nf+kf/ 4),

i

(10)  «) =  w2vjlej,  0 < fj < ft.
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Rozwią zania  te  muszą   spełniać  nastę pują ce  warunki  brzegowe

*?(0)  = *i n(0) =  ̂ ( cO = 0,  Zlfa)  =   Xl(0),
(11)  * 3 ( 0 ) = 0,  sLX?(«J  = eaJrJ"(O),  X\ (^)  -   Xk(0),

m  0.

Podstawiając  (8)  do  (1 l)\ otrzymuje  się

-   0,  Ca tyi - C«  ÓJ  -   0,
h  1cos<31a1 + C 4l i sin 5i a1  =  0,

— C 3 1 ój sin <5Ł «Ł + C 4 1  ^  cos d± a1  =

KJ —C 3 i  óf cos ^ a^  - C4 i djsinóx  «a  =

(12)  C 1 2 + C 3 2  =  0,  C 1 3 + C 3 3  =  0,

=  0,
Ct2y

2  shy  2 d2 + C22 y
2  chy  2 a2  - C  32  d2 sin d 2 a2  + C4.2 6

2 cos  S 2  a2  —

=
Ci 2 yi ch y2 a2 + C 2 2 y\ shy2  a2  -   C 3 2 b\ cos 52 «2  -   C 4 2 ó2 sin <52 o!2  =

== 0,
= 0.

D la  niezerowego  rozwią zania  wyznacznik  ukł adu  (12)  musi  znikać.  Stąd  otrzymuje  się
równanie  charakterystyczne

z2 nx (z2 «3  shy2  a2 sin d2  ot2 —z3 n\ s302©3)/ st  —

(13)  — H ?z101O3Z3»3!(2t t2chy2«2cos< 52a2- 2H2  +
k2sh.y2u2smd2a.2)63+z2x302s  =   0,

gdzie

nt  =  yf+df'+nf(2nfchytoiicosdiat  + ktsh.yi(xtsmdiixi)>  i=   1, 3,
(14)

0j  =

Przestę pne  równanie  (13)  otrzymano  dla

(15)  e2  =  l .

N iektóre  równania  charakterystyczne  w  zagadnieniach  dotyczą cych  wartos'ci  wł asnych
prę ta,  znane  z  literatury,  mogą   być  wyprowadzone  jako  szczególny  przypadek  z  równań
(13).  Na  przykł ad,  niech  a3  jest  bliskie  zeru,  wówczas

(16)  03  =  0,  x,  =   4zl,

oraz  równania  (13)  redukują   się   do  nastę pują cej  postaci

(17)  x1z2shy2u2sind2ct2—etz1n
261& 2  =  0.

D la  Xx =  0  moż na  otrzymać  z  (14)

(18)  et  =  0,  Ht  -   4zf,

gdy  równanie  (13)  przyjmuje  postać

(19)  z2«3shy2a2sin (32a2- Z 3«te36>26>3  =  0.
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Podstawiając

(20)  «i  = a3  = 0,  a2 =  1  '

oraz  przekształcając  wyraż enia  (16) i  (18), po transformacji  dochodzi się  do równania

(21)  .  shy2sin<52  = 1.

Dla  P =  1 jego  pierwiastki  odpowiadają   czę stotliwoś ci  drgań  swobodnych  swobodnie
podpartego  prę ta,  gdy n2 ~ 0 prowadzi  do nieskoń czonego  zbioru  pierwiastków  rów-
nania  (21), które  odpowiadają   dobrze  znanej  eulerowskiej  sile  krytycznej  dla  takiego
samego  prę ta.

Równania  charakterystyczne  (17) i  (19) dają   wartoś ci  własne  krzywych  dla dwóch
niezachowawczych  zagadnień  zbadanych  przez  autora [3].

3.  Wyniki  numeryczne.  Wnioski  koń cowe

i

Pierwiastki  równania  charakterystycznego  (13) otrzymane zostały przy  pomocy kom-
putera. Przedstawiają   one zależ ność pomię dzy  czę stotliwoś cią   a parametrami obcią ż enia.
Wszystkie  wyniki  otrzymano przy założ eniu

(22)

=   s2  =  e3,

«2  = 1.

Dla  wygody  obliczeń
(23)

wprowadzono
0 =
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Rys.  2

Wyniki  rozwią zań  numerycznych  dane są   na rys. 2, 3, 4, 5. Pokazują   one że jeden
z  parametrów  krytycznych  rj zawsze zbiega  do Tca tzn., że odpowiada on najmniejszemu
eulerowskiemu  obcią ż eniu  krytycznemu  swobodnie  podpartego  prę ta  okreś lają cemu
niestabilność  typu  dywergencji.  Jest to albo najmniejsza  wartość  krytyczna,  albo  wartość
o  wyż szym  stopniu w zależ noś ci  od parametrów  rozważ anego  układu.

Ponadto na rys, 2 pokazaliś my  zależ ność pomię dzy najmniejszą   krytyczną   wartoś cią
parametru  obcią ż enia  57 oraz  stosunkiem  0  dla ax = «3 = 1.
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Zauważ my,  że ??cr.w  duż ym  stopniu  zależy  od  0.  D la  9  <  0.5  i  9  >  1.0  najmniejsza
t\ „   odpowiada  niestabilnoś ci  typu  flatteru,  podczas  gdy  dla  0.5  <  6  ^  1.0  jest  niezależ ne
od  0  i  odpowiada  niestabilnoś ci  typu  dywergencji.

N a  rys.  3  pokazaliś my  jakie  otrzymuje  się   krzywe  wartoś ci  wł asnych gdy  <xx  zmienia
się ,  natomiast  0=1  i  a3  =  1.2  są   stał e.

Rys.  4

Podobna zależ ność dla  ax  =  1.6,  0  =  1.0  i  róż nych  a3  jest przedstawiona  na  rys.  4.
Rys.  5 pokazuje  zależ ność wartoś ci  własnych  od  parametru.  Widać  stą d,  że  w  punkcie
krytycznym cechy dynamiczne układu  zależą   od  parametrów  układu  nie  tylko  iloś ciowo,
ale  także jakoś ciowo.
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P  e 3 K>  M e

JIH H AMH ^ECKOE  nOBEflEH HE  CTEPJKHJI   TIOJX
CHJ1

flHHaMiraecKoe  noBefleHne flByxKOHCOJiBHoro oflHorrpojieTHoro  CTepHaia,  HarpyjKen-
H oro  B KOHî ax  flByMH  cneflamHMH  curtaMn.  XapaKTepHCTiwecKoe  ypaBHeHne  3aaa- nn  peraeHo  n pn  no-
M oma  3 B M .  Pe3yji6TaTi>i  noKa3HBaMT  "rro  ciep>KeHB  TepneT  ycToirroBocTB  JIHSO  B B
JIH 6O  B BHfle  flHsepreHqaa  B 3aBHCHM0cin OT rtapaMeipoB  CHCTeMbi H cooTHomemia  MOKfly
C«JI.

S u m m a ry

DYNAMIC S  OF  A  BAR  UNDER  TWO  FOLLOWER FORCES

The  purpose of  the paper is  to investigate  the dynamical behaviour of a bar  subjected  to two  follower
forces.  Numerical solutions of  the characteristic equation show  that both flutter  and divergence  instability
may  occur depending on  the parameters of  the system  and  the ratio between  the magnitudes of  the two
forces.
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