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1. Wstęp

1.1. Problematyka  teorii wiotkich powłok i jej  zastosowań.  Pod  poję ciem  powłok  pneuma-
tycznych  rozumiemy  wiotkie  powłoki,  które  utrzymują   swoją   formę   dzię ki  istnieniu
pewnego  choć by  niewielkiego  ciś nienia  wewnę trznego.  Powłoki te nie przenoszą   zginania
ani  ś ciskania  a jedynie  rozcią ganie  i  mogą   znajdować  się   bą dź  to  w  stanie  błonowym,
gdy  oba  naprę ż enia  główne  są   dodatnie  (<r x >  0, <r 2  >  0),  bą dź  też  w  jednoosiowym
stanie  naprę ż enia  w  przypadku  powstania  fałdów  (ax  >  0, a2  = 0).  .

Historia  powłok  pneumatycznych  liczy  już  kilkadziesiąt  lat,  a  pierwszą   zrealizowaną
konstrukcję   o  charakterze  uż ytkowym  zawdzię czamy  BAIRDOWI   [12].  Dzię ki  licznym
zaletom  jak  lekkoś ć,  taniość  i  szybkość  wznoszenia,  powłoki  pneumatyczne  znalazły
zastosowanie  w budownictwie  wielu krajów  [12,  125, 126] m.in. w Polsce  [149].  Stanowią
one  przekrycia  magazynów,  basenów  i  hal  sportowych  a  nawet  sezonowych  wystaw  lub
teatrów.  Stosuje  się   je  również  jako  zbiorniki  cieczy,  gazów  i  materiałów  sypkich  oraz
elementy  wielu  aparatów  i  konstrukcji  przemysłowych.

Stan  fizyczny  takich  struktur  pneumatycznych,  a  wię c  geometrię   odkształcenia  i  na-
prę ż enia  opisuje  teoria  powłok wiotkich.  Teoria  ta  znajduje  również  zastosowanie  w  in-
nych  dziedzinach,  jak  np.  obróbka  plastyczna  metali,  a  nawet  medycyna,  gdzie  może
służ yć  np. do  opisu  mechanicznego  modelu  serca  i  naczyń  krwionoś nych.

Wspólną   cechą   struktur  pneumatycznych jest
—  znaczna  zmienność  geometrii  pod  wpływem  zmiany  ciś nienia  wewnę trznego,  przy-

łoż onych  obcią ż eń  i  temperatury;
—  moż liwość  powstawania  i  zanikania  fałdów;
—  na ogół  nieliniowa charakterystyka  materiału, który zależ nie od przeznaczenia powłoki

pneumatycznej  stanowią   najczę ś ciej  tworzywa  sztuczne,  zazwyczaj  zbrojone,  guma
i  materiały gumopodobne  oraz  metale;

—  moż liwość  utraty  statecznoś ci  przez  rozcią ganie.
W  zastosowaniach  praktycznych  powłoki  pneumatyczne  czę sto  znajdują   się   pod

obcią ż eniem  strumienia  gazu  (np. wiatru)  skąd  wynika  potrzeba  analizy  zjawiska  flatteru
zwłaszcza  ze  wzglę du  na  słabą   odporność  materiału powłoki  na  rozdarcie.

W pracy  konstrukcji  pneumatycznej  moż na na  ogół  wyróż nić  trzy  fazy  [80]:
I   —'począ tkową   bez  ż adnych  obcią ż eń;

Ł )  Artykuł   wygłoszony  jako  referat  problemowy  na  I I   konferencji  „Konstrukcje  powł okowe,  teoria
i  zastosowania".
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I I   —  poś rednią   scharakteryzowaną   przez stan jaki  osią ga  powłoka po przyłoż eniu ciś nie-
nia  wewnę trznego  utrzymują cego  jej  formę ;

II I  —  uż ytkową,  otrzymaną   po  przyłoż eniu  obcią ż eń  do  powłoki  znajdują cej  się   już
we  fazie  I I .

Poprawna  teoria  powłok  pneumatycznych,  prócz  wymienionego  na  wstę pie  warunku
nieujemnoś ci  naprę ż eń  głównych  wyraż onego  przez  jednostronne wię zy  ax  >  0,  a2  >  0,
powinna  wię c  uwzglę dniać:

—  nieliniowość  geometryczną,  na  którą   składają   się
=   z  reguły  duże  przemieszczenia  a  czę sto  i  skoń czone  odkształcenia powłoki;-
=   moż liwość  powstawania  i  zanikania  strefy  fałdów  (crl  >  0, a2  = 0);

—  zmianę   gruboś ci  powłoki  w miarę  jej  odkształcania się ;  jest  to  niezbę dne  dla  analizy
zjawiska  utraty  statecznoś ci;

—  anizotropię   i  róż norodną   nieliniowość  fizyczną   materiału  pozwalają cą   na  opisanie
takich  cech jak  wysoka  elastycznoś ć,  pełzanie, starzenie  się ,  plastycznoś ć;

—  wpływ  temperatury.

W  zakresie  analizy  statycznej  konkretne  zastosowania  stawiają   nas  najczę ś ciej  przed
jednym  z  nastę pują cych  zadań:

—  znany jest wyjś ciowy  stan  powłoki i jej  obcią ż enie  (czas), szukamy  stanu  koń cowego;

—•   znamy  formę   koń cową   powłoki  i  jej  obcią ż enie  (czas),  szukamy  formy  wyjś ciowej
oraz  naprę ż eń  w  stanie  koń cowym.
Poza  rozwią zaniem  zagadnień  statyki,  teoria  ta  powinna  umoż liwiać  analizę   statecz-

noś ci  oraz  badanie  róż nych  efektów  dynamicznych  w  powłoce pneumatycznej.

Zagadnienie  statecznoś ci  powłok  pneumatycznych  ma  charakter  nieklasyczny,  gdyż
nie wią że  się   ze  ś ciskaniem  lecz  z  rozcią ganiem  powłoki, a  ponadto już  sama  moż liwość
utraty  statecznoś ci  zależy  od  charakteru  obcią ż enia  (por.  [120]).  Zadanie  formułuje  się
nastę pują co:  znany  jest  stan  wyjś ciowy  powłoki  i  rodzaj  obcią ż enia,  poszukiwana  zaś
wartość  tego  obcią ż enia  (czasu)  oraz  odpowiadają cy  jej  stan  koń cowy,'powyż ej  którego
nie  jest  moż liwy  stan  równowagi  w  powłoce.  Poprawne  rozwią zanie  tego  zadania  jest
moż liwe  tylko  na  gruncie  teorii  odkształceń  skoń czonych.

Zagadnienia  dynamiki  to  przede  wszystkim  opis  ruchu  powłoki  o  znanym  stanie
wyjś ciowym  znajdują cej  się   w  opływie  strumienia  gazu.  Zadanie  to  bywa  analizowane
nawet  przy  uproszczonym  założ eniu  o  nierozcią gliwoś ci  materiału powłoki  (por.  [22]).

1.2.  Cel i  zakres  pracy.  Obecna  praca  ma  charakter  problemowy  co  pozwala  skupić
się   na kilku  wybranych  zagadnieniach. Zasadniczym jej  zadaniem jest nie tyle dokonanie
pełnego przeglą du  co przedstawienie  aktualnego  „state of art" w dziedzinie  teorii  i metod
obliczania  powłok  pneumatycznych.
W  szczególnoś ci  jej  cele  to:
—-  zestawienie  literatury  zagadnienia  za  ostatnie  dziesię ciolecie;
—  wyróż nienie  na  tej  podstawie  róż nych  szkół   i  ich  zwię zła  charakterystyka;
—  szkicowa  prezentacja  teorii  wiotkich  powłok  w  uję ciu  metpdy  elementów  skoń czo-

nych;
—  wskazanie  kierunków  rozwojowych  mechaniki  powłok  pneumatycznych.
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Ponadto  praca  zawiera  krótką   charakterystykę   problemu  przeprowadzoną   z  punktu
widzenia  mechaniki  i  metod  obliczeniowych  oraz  reprezentatywne  przykłady  rozwią zań
uzyskanych  metodą   elementów  skoń czonych.

2.  Krótkie  omówienie  literatury

Zestawienie  literatury  podanej  w  niniejszej  pracy  dotyczy  problematyki  wiotkich
powłok w aspekcie powłok pneumatycznych i obejmuje  w zasadzie ostatnie dziesię ciolecie.
W  wyją tkowych  przypadkach  znalazły  się   tu  pozycje  wcześ niejsze,  te  mianowicie,  które
nie  były  zamieszczone  w  bibliografii  poprzedniej  pracy  autora  [120]  obejmują cej  okres
do  roku  1967.  Zgodnie  z  przyję tym  na  wstę pie  założ eniem nie  bę dziemy  tu  omawiać
wszystkich prac ograniczając  się  jedynie  do tych, które bą dź  to mają   decydują ce  znaczenie
dla  aktualnego  stanu  wiedzy  w  dziedzinie  powłok pneumatycznych, bą dź  też  są   charak-
terystyczne  dla  rozpatrywanego  zagadnienia.  Omówienie  literatury  moż na znaleźć w roz-
maitych pracach przeglą dowych  [12, 23, 45], monografiach  [42,  115, 120,  125,  126], ma-
teriałach  specjalistycznych  konferencji  [133, 134,  136] lub  w niektórych  pracach  szczegó-
łowych  [34,  77,  128].

Podstawy  ogólnej  teorii wiotkich membran, ś cisłej na gruncie skoń czonych odkształceń
ciał  hipersprę ż ystych  zostały  podane jeszcze przez  GREENA  i  ADKINSA  [42]. Obecnie  sto-
sowane  są   zarówno globalne  (por. np.  [8, 80]) jak  i  lokalne  (por. np.  [166,  179])  sformu-
łowania tej  teorii. W uję ciu  lokalnym  teoria ta prowadzi  do silnie  nieliniowego  problemu
brzegowego  dla  ukł adu'równań  róż niczkowych  o  pochodnych  czą stkowych.  Układ  ten
daje  się  ś ciś le rozwią zać jedynie w nielicznych przypadkach powłok o specjalnym  kształcie
i  obcią ż eniu.

Do  czasu  pojawienia  się   metody  elementów  skoń czonych,  która  w  radykalny  sposób
zmieniła  sytuację,  stosowano—jak  wynika  to z  literatury — nastę pują ce  sposoby  postę-
powania :
—  znaczne  uproszczenie  modelu  teoretycznego,  a  nastę pnie  wykorzystanie  rozmaitych
metod analitycznych, ś cisłych lub przybliż onych, czę sto zwią zanych z konkretnym kształ tem
powłoki,  sposobem  obcią ż enia,  czy  też  rodzajem  uż ytego materiał u;
—  ograniczenie  rozważ ań  do  klasy  zadań  obrotowo- symetrycznych  a wię c  jednowymia-
rowych  i  zastosowanie  efektywnych  metod numerycznych;
—  ograniczenie  rozważ ań  do prostych  przypadków  specjalnych,  które  moż na  rozwią zać
ś ciś le jak  np. powłoka kulista  lub  nieskoń czenie  długa  powłoka  cylindryczna  obcią ż one
ciś nieniem  wewnę trznym.

Uproszczenia  modelu  teoretycznego  przyjmowane  przez  róż nych  autorów  sprowa-
dzały  się   do jednego  z  poniż szych  wariantów:
—  założ enie małych odkształceń i  liniowego  prawa  fizycznego;
—  dokonanie  pełnej  linearyzacji  koń cowych  równań  powłoki  (małe  przemieszczenia!);
—  założ enie, że  materiał  powłoki  jest  nierozcią gliwy,  co  ogranicza  analizę   jedynie  do

równań  równowagi  (ruchu).
Zasadniczą   wadą   takich uproszczeń jest  z jednej  strony  zbyt  daleko  idą ca  ideał izacja

rzeczywistej  wiotkiej  powłoki,  z  drugiej  zaś  wą skość  założ eń  i  czą stkowość  rozwią zań
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(por.  np.  [84- 105]).  Nawet  niewielka  zmiana  obcią ż eń,  kształ tu powłoki  lub  własnoś ci
materiału,  z  którego  została  wykonana — stwarza  zazwyczaj  ogromne  trudnoś ci  obli-
czeniowe.

W  przypadku  obrotowej  symetrii  powłoki i  obcią ż enia  ś ciś le sformułowane zagadnie-
nie  moż na  sprowadzić  (por.  [120])  do  problemu  brzegowego  dla  układu  nieliniowego,
zwyczajnych  równań  róż niczkowych.  Układ  ten  na  ogół   daje  się   efektywnie  rozwią zać
metodami  bezpoś redniego  całkowania numerycznego  (NC) takimi jak  metody Rungego-
Kutty, Adamsa  lub róż nego typu metody predyktor- korektor. Takie podejś cie  zastosowano
w  znakomitej  wię kszoś ci  prac  dotyczą cych  wiotkich-   powłok  obrotowo- symetrycznych.

Zaletą   metod  NC jest  ich  prostota  i  małe  obcią ż enie  pamię ci  operacyjnej  maszyny.
Z drugiej  strony jednak  ich efektywność  w znacznej mierze zależy od gł ę bokoś ci  propagacji
efektu  brzegowego  we  wnę trze  powłoki  oraz  od  niezbę dnej  liczby  kroków  całkowania.
Metody  te są   stabilne  dla  powłok krótkich, słabo stabilne w przypadku  powłok ś rednich,
a  niestabilne  dla  powłok długich.

Metody  NC  wykorzystywano  w  znakomitej  wię kszoś ci  prac  dotyczą cych  wiotkich
powłok  obrotowo- symetrycznych.  Ponadto  stosowano  też  inne  metody  jak  np.  róż nic
skoń czonych  (por.  [158,  180]),  a  po  linearyzacji  równań  także  metodę   pragonki  (por.
[159,  160]).  W  pracach  [25, 26,  154] zaprezentowano podejś cie  energetyczne  i minimali-
zację   metodą   Fletchera- Powella.  Interesują ce  poł ą czenie  iteracyjnej  metody  Picarda
z  techniką   analogową   pokazano  w  pracy  [14]. Były  również  próby  przybliż onych  roz-
wią zań  graficzno- analitycznych  (por.  [106,  171]).

Wszystkie wspomniane wyż ej metody  trudno uznać za w pełni zadowalają ce,  zarówno
gdy  idzie  o  ogólność  ich  zastosowania  jak  i  otrzymane  rezultaty.  Dopiero  pojawienie
się  metody elementów  skoń czonych  pozwoliło  na  dokonanie  odpowiedniej  dyskretyzacji
zagadnienia  wzglę dem  dwóch  zmiennych,  niezbę dnej  do  numerycznego  rozwią zania
nieuproszczonego  zadania  ogólnego.  Powstała  przy  tym  moż liwość  jednakowego  po-
traktowania  powłok o najzupełniej  róż nych kształ tach i warunkach  podparcia, rozmaicie
obcią ż onych  i  wykonanych  z  materiałów o  róż norodnych własnoś ciach  (np. izotropowe,
anizotropowe).  Choć  potencjalne  moż liwoś ci  jakie  kryje  w  sobie  metoda  elementów
skoń czonych  nie  zostały jeszcze — jak  na  to wskazuje  analiza  dotychczasowych  prac —
w  pełni  wykorzystane,  to  już  obecnie  wachlarz  rozwią zywanych  zagadnień  jest znacznie
szerszy,  a  uzyskane  wyniki  bardziej  zbliż one  do  rzeczywistoś ci  niż  te,  które  moż na by
osią gnąć  innymi,  dotą d  stosowanymi  metodami.

Dlatego  też  w  dalszych  rozważ aniach  główną   uwagę  poś wię cimy  tym  pracom, które
stanowią   dziś teoretyczną  podstawę  obliczania powłok pneumatycznych metodą  elementów
skoń czonych. Jeś li  chodzi o pozostałe prace, mają ce  aktualnie mniejszy  cię ż ar  gatunkowy,
o  ograniczymy  się - do  wyróż nienia  i  krótkiej  charakterystyki  zasadniczych  szkół.

' Stosunkowo  liczne są   tu prace radzieckie.  I  tak warto  wymienić  w pierwszym  rzę dzie
prace  S. A.  ALEKSIEJEWA  i jego współpracowników. Ponieważ  w  znacznej  wię kszoś ci po-
chodzą   one  z  przełomu lat  pię ć dziesią tych  i  sześ ć dziesią tych  a  jedynie  ich wpływ  się ga
czasów  póź niejszych  cytujemy  tu  tylko  ostatnie  pozycje  [2,  3].  Dotyczą   one  fizycznie
liniowej  teorii  powłok  pneumatycznych  podlegają cych  duż ym  przemieszczeniom  przy
małych odkształceniach.

Nastę pna  grupa  to prace A. S.  GRIGORIEWA (wymieniamy  jedynie  przeglą dową   pracę
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[45] i kilka  ostatnich  [43, 44, 36, 47])  oraz  rozlicznych jego współpracowników  i  konty-
nuatorów  [34,  35,  120 - 124,  131,  138 - 141,  146 -  148,  155 -  157].

Wszystkie  one  dotyczą   teorii  wiotkich  powłok  obrotowo  symetrycznych,  ś cisłej  na
gruncie  teorii  skoń czonych  odkształceń oś rodka  cią głego.  Ze  wzglę du  na  obrotową   sy-
metrię   i  wynikają cą   stąd  stałość  kierunków  głównych  posługiwano  się   najczę ś ciej  loga-
rytmiczną   miarą   odkształceń  i  prawami  fizycznymi  Nadai- Davisa  dla  rzeczywistych
naprę ż eń.  Przypadki  innych  zwią zków  konstytutywnych, odpowiadają cych  ciałom  hiper-
sprę ż ystym,  lepkosprę ż ystym  i  lepkoplastycznym  rozważ one  zostały  przez  J.  ORKISZA

w  serii  prac  [121 -  124],  z  których  pierwsza  najpełniej  przedstawia  osią gnię cia  i  moż li-
woś ci  omawianej  teorii. W  przypadku  zadań  stacjonarnych  teoria  ta  prowadziła  do  za-
gadnienia brzegowego dla  układu czterech zwyczajnych,  nieliniowych  równań  róż niczko-
wych, zaś  przy  procesach  niestacjonarnych  do  zagadnienia  począ tkowo- brzegowego  dla
układu  sześ ciu  quasiliniowych  równań  róż niczkowych  pierwszego  rzę du  (por.  [120]).
Rozwią zanie  otrzymano metodami NC.  W pracach tej grupy  specjalną   uwagę  poś wię cono
problemowi statecznoś ci powłoki przy rozcią ganiu  oraz zagadnieniu strefy  fałdów  {a1  >  0,
a2  = 0).

Wś ród  publikacji  radzieckich wyróż niają   się   swą   liczebnoś cią   prace oś rodka  we Wła-
dywostoku  (por.  [136]), w których inicjatorem i inspiratorem jest W. F. M AG U I A  [84 -   101]
a  obok  niego  B. I.  DRUZ  [20, 21]  i  B. N.  MARTYNIEC  [102 - 105]  (por.  też  [22,  38, 63,
108, 130]). Prace te charakteryzują   się  zarówno daleko idą cymi uproszczeniami  (np. przy-
ję cie nierozcią gfiwoś ci  materiału)  jak  i  uż ytkowym  celem,  który  najczę ś ciej  stanowiło
projektowanie  wiotkich  zbiorników  na ciecze i materiały sypkie. Warto  tu  też  podkreś lić
zainteresowanie  strefą   fałdów  (por.  [64,  90,  92- 94,  169,  170]).  Stosunkowo  znaczna
liczebność  prac  tej  grupy  jest  jednak  rezultatem  wariantowania  wą skich  założ eń teore-
tycznych  i  braku  efektywnego  kontaktu  z  innymi  oś rodkami  pracują cymi  nad  teorią
powłok  wiotkich.

W  ostatnich latach ukazała się  seria prać [25 -  29, 154, 166 -  168] W. W.  FENGA i W. H.
YANGA  oraz ich współpracowników jak  również tematycznie pokrewne im prace Y. S.  SU-

NĄ   i C. E.  UENGA  [145, 158]. Dotyczą   one wiotkich  powłok  tak  o dowolnych  obrotowo-
symetrycznych,  jak  i  innych  kształ tach. Nawią zując  do  sformułowania  podanego  przez
GREE  A i ADKINSA  [42] opierają   się  one na teorii  ś cisłej  dla  materiałów hipersprę ż ystych.
Specyfiką   tych  prac jest  m.in.  poś wię cenie  uwagi  problemom  kontaktowym  (por.  [26,
28,  29]  oraz  także  [129]).  Rozwią zania  konkretnych  zadań  uzyskiwano  numerycznie
metodami NC [29,  166], metodą   róż nic skoń czonych  [158, 168] lub  FLETCHERA- POWELLA

[25,  26,  154].
Poza  wyszczególnieniem  i  krótką   charakterystyką   „szkół"  warto  jeszcze  wymienić

prace  poś wię cone  róż nym  tematom specjalnym,  takim  jak:
—- statecznoś ć:  stateczność  rozumiana jest  (za wyją tkiem  pracy  [17]) w  sensie  podanym

w punkcie 1.1. niniejszej  pracy;, rozważ any  był  zarówno przypadek  dowolnej  powłoki
obrotowo- symetrycznej  [15, 34, 43, 44,  120]  jak  i pewne kształ ty specjalne  [31] np. cy-
lindryczny  [33, 156], toroidalny  [18]; w pracach  [120,  165]  rozpatrywano  stateczność
powłoki  kulistej  przy pełzaniu;

—  dynamika:  problemy  dynamiki  powłok pneumatycznych  rozważ ano  dotąd  w  sposób
bardzo uproszczony. Najczę ś ciej  ograniczano się  do rozpatrywania  statycznego  parcia

4  Mech.  Teóret.  i  Stos. 2/80
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wiatru  [21, 22, 36, 40, 41]; jedynie w nielicznych przypadkach po wstę pnej  linearyzacji
ukł adu  równań  analizowano  zagadnienie  drgań  własnych  [53, 70,  175]  lub  zjawisko
flatteru  [20,  65,  132].  Znacznie  uproszczone  podejś cie  nieliniowe  prezentuje  praca
[101], Bogata  natomiast jest  literatura  dotyczą ca  pokrewnych  problemów  w  przekry-
ciach  wiszą cych  [177];

—  peł zanie: pełzanie dowolnych  obrotowo- symetrycznych  wiotkich powłok przy róż nych
prawach  fizycznych  było  przedmiotem  prac  [50,  120,  123];  rozważ ono  też  pewne
szczególne  przypadki  jak  membrana kołowa  [16, 83], pierś cieniowa  [163] lub powłoka
kulista  [165];

—  optymalizacja:  podejmowane  [62,  139,  140]  były  pierwsze,  uproszczone  próby  for-
mułowania  zadań  optymalnych;

—  problemy  róż ne: analiza  wiotkich  powłok  toroidalnych  [60,  67,  68,  107,  109,  110],
problem  obcią ż eń  lokalnych  [127] oraz struktury  pneumatyczne wzmacniane kablami
[106,  151];

—  doś wiadczenia: osobną   grupę, niestety niezbyt  liczną ,  stanowią   prace eksperymentalne.
W zakresie  statyki  dotyczą   one doś wiadczeń  prowadzonych na membranach kołowych
[48,  118]  w  celu  weryfikacji  równolegle  otrzymywanych  rozwią zań  teoretycznych.
Podobnie  było  w  przypadku  badań  nad  utratą   statecznoś ci  przez  wiotkie  powłoki
[14,  18].  Stosunkowo  najwię cej  prac  [4,  11,  70,  136,  178]  poś wię cono  problemowi
zachowania  się   powłok  pneumatycznych  w  warunkach  opływu  strumieniem  gazu.

3.  Powłoki pneumatyczne w  uję ciu  metody  elementów skoń czonych

3.1. Uwagi  wstę pne. Metoda elementów skoń czonych  stwarza  realną   szansę  wykorzysta-
nia ś cisłej  teorii skoń czonych odkształceń oś rodka cią głego do obliczania powłok pneuma-
tycznych  o  dowolnym  kształcie. W  tym  celu  moż na zaadoptować  ogólny  sposób  postę-
powania  opracowany dla  rozwią zywania  zagadnień geometrycznie nieliniowych  (por.  [10,
51, 52,  58, 112, 115]). Aby  rozróż nić konfiguracje  począ tkową   i  aktualną   stosuje  się  opis

Rys.  1.  Rozróż nianie sformułowań  TL  i  UL
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Eulera, opis Lagrange'a  (TL — total  Lagrangian),  bą dź  też jego  modyfikację   tzw. uaktu-
alniony  opis  Lagrange'a  (UL — updated  Lagrangian)  ś ciś le  zwią zanym  z  numeryczną
techniką   rozwią zywania  problemu.

W  opisie  Eulera  rozważ ane  wielkoś ci  są   odniesione  do konfiguracji  aktualnej.  Takie
sformułowanie jest wygodne w tych problemach, gdzie znany jest aktualny kształt powłoki,
a  poszukiwana  jej  forma  wyjś ciowa.  Znajomość  tej  formy  jest  natomiast  warunkiem
zastosowania  opisu  Lagrange'a.  Konfiguracja  odniesienia  stanowi  wówczas  (por,  rys.  1)
bą dź  to stały układ począ tkowy  (TL), bą dź  też układ konwekcyjny  zwią zany  z kształ tem
powłoki,  ustalony  każ dorazowo  dla  przedostatniego  kroku  postę powania  przyrostowego
(UL). W praktycznych  obliczeniach  moż na  spotkać  (por.  [10])  oba  te  sformułowania
z  tym, że  w  opisie  UL  struktura  odpowiednich  macierzy  jest  prostsza  niż  w  TL,  lecz
istnieje  wię ksze  niebezpieczeń stwo  kumulacji  bł ę du  obliczeń.

Równania  metody  elementów  skoń czonych  zastosowanej  do  teorii .wiotkich  powłok
otrzymywano  dotychczas  wychodząc  z  zasady  prac  wirtualnych.  Jednakż e,  podobnie
jak  ma  to  miejsce  w  rozmaitych  innych zagadnieniach  nieliniowych,  moż na  by  również
wykorzystać  inne zasady  wariacyjne  podane w  postaci  przyrostowej  (por.  [52]).

Obecnie  przedstawimy  pokrótce  sposób  wyprowadzenia  tych  równań  posługując
się   dla  przejrzystoś ci  zapisem  macierzowym.  Rozważ my  w  tym  celu  element  powłoki
przedstawiony  na  rys.  2  i  opisany  w  globalnym,  kartezjań skim  układzie współ rzę dnych

inst/   °ei

konfiguracja
począ tkowa

konfiguracja
przed  ostatnim

•  przyrostem

konfiguracja
aktualna

Rys.  2.  Przemieszczenia  elementu  skoń czonego.  x — globalny  ukł ad przestrzennych  współ rzę dnych  kar-
tezjań skich,  vitvz,v3  —  lokalny  układ  materialnych  współ rzę dnych  krzywoliniowych

przestrzennych  xy,  x2,  x3.  Wielkoś ci  oznaczone indeksem  „ o "  odnoszą   się   do  konfigu-
racji  pierwotnej,  „ 1 " do konfiguracji  przed ostatnim przyrostem, zaś  „ 2" lub bez  indeksu
do  konfiguracji  aktualnej.  Wprowadź my  ponadto  lokalny,  konwekcyjny  ukł ad  współ-
rzę dnych • &1, # 2 , #3 zwią zany z wersorami  et  oraz e2  stycznymi do powierzchni  ś rodkowej
powłoki  i  normalnym  n.  Oznaczmy  indeksem  „ e"  wielkoś ci  wę złowe  w  elemencie,  zaś
przez  N  macierz  złoż oną   z  funkcji  kształ tu.  W  przypadku  powszechnie  stosowanych
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elementów  izoparametrycznych,  geometrię  powł oki  opisuje  równanie

(1)  *  •  N xe,

zaś  przemieszczenia

(2)  u =  x- °x  = N 0- V)  s Nttai

skąd  znając  konkretną  postać  wektora  odkształ ceń  e  moż emy  już  znaleźć •  przyrostową
relację

(3)  ÓB =   Bdue.

Wektor  odkształ ceń  s  najwygodniej  jest  zdefiniować  w  lokalnym  ukł adzie współ rzę d-
nych  # i , & 2» #3  jako

(4)  s  =  {en,  £22,812}=

pomijają c,  zgodnie  z  teorią  wiotkich  membran  (por.  [42,  115]), e13  =   e23  =  0 a ponadto
skł adową  e3 3,  która  choć jest  róż na  od  zera  to  jednak — wobec  zał oż onego  pł askiego
stanu  naprę ż enia  w  powł oce — nie wystę puje  w  wyraż eniu  na  pracę wirtualną.  W  przy-
padku  materiał ów  nieś ciś liwych  wykorzystuje  się  ją  do  okreś lenia  aktualnej  gruboś ci
powł oki  h.

Podobnie  wektor  naprę ż eń  odpowiadają cy  wektorowi  odkształ ceń  e  przyjmuje  się
w  postaci

(5)  a  m  {<r u  , ff22, c12},   a13  = ff23  =  cr33  =  0.

Konkretna  forma  tych  wektorów  zależy  od  przyję tej  miary  odkształ cenia  i  obranego
ukł adu  współ rzę dnych.

3.2. Sformuł owanie Eulera.  Zasada  prac  wirtualnych  ma  w  tym  przypadku  postać

(6)  /   a'c 6sAdV  =  j  Qb'dudV+  J  q'oudS,
V  V  S

gdzie  »»
ac—wektor  naprę ż eń  Cauchy'ego;
A  —  indeks  odnoszą cy  się  do  miary  odkształ ceń  typu  Almansi'ego;
b —  wektor  sił   masowych;
q —  wektor  zewnę trznych  obcią ż eń  powierzchniowych;
Q —  gę stość  materiału  powł oki;
V—obję toś ć  powł oki;
5  — powierzchnia  powł oki.

Wszystkie  te  wielkoś ci  są  odniesione  do  konfiguracji  aktualnej.
N a  podstawie  przeprowadzonej  uprzednio  dyskretyzacji  (1) -  (3)  oraz  relacji  dV  =

=   hdS  moż na  napisać

(4)  óu'e(  fBUffchds)  =  a«Ł ( /   NtbfiQdS+  j  N'qds)  m  du'ePe.
°s  s  s

Wielkość  «  •

(8)  Pe
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przedstawia  wektor  sił  wę złowych kinematycznie równoważ nych  obcią ż eniom  zewnę trznym.
Stąd  wię c  równania  równowagi  elementu  zawierają ce  nieznane  przemieszczenia  wę zł owe
mają   ostatecznie  postać

(9)  •   f  BfcchdS  = P..
s

.3.3. Sformułowanie Lagrange'a.  W  klasycznym  opisie  Lagrange'a  (TL) posł ugujemy  się
jedną,  ustaloną   konfiguracją   odniesienia,  zazwyczaj  okreś lają cą   pierwotną   geometrię
powł oki.  Zasada  prac  wirtualnych  ma wówczas  nastę pują cą   formę

(10)  Joj,d8ad°V  =  j°Qbtdud°V+  f°qt5ud°S.
°y  °v  °s

W  wyniku  dyskretyzacji  opartej  na wzorach  (1) -  (3)  otrzymujemy  stąd  równania  równo-

wagi  elementu

(11)  J WGffp°hd°S  = Pe,
°s

przy  czym  siły wę złowe  kinematycznie  równoważ ne  obcią ż eniom  wewnę trznym  są   obecnie
równe

(12)  Pe=   [• Nt(ł>°Q°h +  °q)d°S.
°'s

We  wzorach  tych  wskaź nik  G  oznacza  miarę   odkształ ceń  G reena- Lagrange'a,  zaś  ap

wektor  naprę ż eń  Pioli- Kitchhoffa  drugiego  rodzaju.
3.4.  Uaktualnione sformułowanie  Lagrange'a.  W  uaktualnionym  opisie  Lagrange'a  stosuje

się   podejs'cie  przyrostowe,  w  którym  konfiguracja  odniesienia  zmienia  się  na  każ dym
kroku.  Wią że  się  ją   z reguły z formą   jaką   przyjmuje  powł oka  przed  ostatnim  przyrostem
odkształ ceń  (por. rys.  1). Aby  wyprowadzić  odpowiednią   zasadę   wariacyjną   rozważa
się   (por. rys. 2) pewną,  konfigurację   „ 1 " odniesienia  oraz  konfigurację   przyrostową   „ 2 " .
Zakł ada się , że wariacje  przemieszczeń  wokół  stanu  równowagi  1 są  mał e. M oż na  wówczas
napisać

(13)  / Vpdee^K-   f  1

2Qbtdud1V+  }  lq'dudlS,
ly  ly  iS

oraz

(M)  J"<rŁ<Jscrf
1F =   Jieb

tdud1V+  J  iq'dud^S.
ly  ly  lS

W  obu tych  wyraż eniach  wszystkie  wielkoś ci  zwią zane  są  z  konfiguracją   aktualną,  lecz
odniesione  do konfiguracji  „ 1 " ; ^  jest  wektorem  odkształ ceń  typu  Cauchy'ego.  Kł adą c

As  =  Sg- Sc,  Aa  =  aP—ac,

AQ=S1

2Q- \Q,  Aq  =  iq- {q,

otrzymamy  stąd  poszukiwane,  przyrostowe  sformuł owanie  zasady  wariacyjnej  (10)  dla
powł oki

(16)  f  (c'cdAe+Aa'Ssayhd^  =  /  AQbtdu1hd1S+  f
1s  •   's  *s
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Po  dyskretyzacji  (1) -  (3) otrzymujemy  stąd  równania  równowagi

(17)  /   {AB'ffc + B'cAayh^S  =  P„

gdzie  tym  razem

(18)  Pe=   flSit(bA8

1h+Aq)d1S,

przy  czym

(19)  AB  = BG - BC .

3.5. Równania fizyczne.  Równania  równowagi  elementu  należy  uzupełnić stosownymi
równaniami  fizycznymi.  Rozpatrywanie  róż nych  moż liwych  zwią zków  konstytutywnych
nie jest celem niniejszej  pracy, stą d, też ograniczymy  się  jedynie  do kilku  ogólnych uwag.

Powłoki pneumatyczne wykonuje  się  na ogół  z materiałów, których własnoś ci fizyczne
poprawnie  opisuje  teoria ciał  wysokoelastycznych  [42, 115]. Zachodzi wówczas  (por. [8])
relacja

co  w  postaci  przyrostowej  moż na zapisać jako

gdzie  W oznacza gę stość  energii  odkształcenia. Dla  teorii  drugiego  rzę du równania (20)
mają   charakter  sprę ż yś cie  liniowy  a =  Es  zaś  dla  teorii  wyż szych  rzę dów  nieliniowy;
Równania  takie, zwłaszcza dla szczególnego przypadku — materiału Mooney'a- Rivlina —
znalazły  powszechne zastosowanie  w  obliczeniach metodą   elementów skoń czonych.

W  teorii wiotkich powłok rozważa się  ponadto materiały sprę ż ysto- plastyczne i lepko-
plastyczne  [6, 7, 59] oraz materiały o własnoś ciach Teologicznych  [118]. Wówczas  zwią zki
fizyczne  są   na  ogół  dane jedynie  w  postaci  przyrostowej

(22)  do  = Er<58,

gdzie E r  jest macierzą  styczną. W takiej sytuacji  obliczanie naprę ż eń nie zawsze jest sprawą
trywialną   i  zależ nie  od  definicji  tych  naprę ż eń odbywa  się   drogą   odpowiedniego sumo-
wania  ich  przyrostów  [59]T

3.6. Numeryczne  rozwią zywanie  problemu. Równania  równowagi  elementu  (9),  (11)  oraz
(17)  są   nieliniowe  wzglę dem  przemieszczeń wę złowych  nawet  przy  liniowych  zwią zkach
fizycznych.  Stosowanie  efektywnych  metod rozwią zywania  nieliniowych  równań algebra-
icznych  takich jak  metoda Newtona- Raphsona,  czy  też róż ne metody przyrostowe,  wy-
maga  lokalnej  linearyzacji  tych równań. W  przypadku  równań metody elementów skoń-
czonych  taka  linearyzacja  wią że  się   z  okreś leniem  tzw.  „macierzy stycznej"  ke r.  Moż na
ją   uzyskać  np. poprzez  wariację   równań  (9),  (11)  lub  (17)  i  wówczas

(23)  -   ÓPe m  <*„ ,+ keN) 6ue skeT  6ue.

Macierz  tę   rozbija  się   na  ogół  na czę ść liniową   kei  oraz nieliniową   keN-   Pierwsza  z nich
opisuje efekt  zmiany naprę ż eń przy  ustalonej geometrii. Przy liniowych zwią zkach  fizycz-
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nych jest ona równa klasycznej  macierzy sztywnoś ci  znanej z teorii  liniowej. Druga  ujmuje
wpływ zmian geometrii powłoki przy niezmienionych naprę ż eniach i nosi nazwę  „macierzy
geometrycznej" elementu.

Po  agregacji  elementów  otrzymuje  się   układy  równań przemieszczeniowych  powłoki,
pierwszy  w postaci  pełnej  nieliniowej

(24)  / («*)  -   R*,

oraz  drugi  w  postaci  przyrostowej,  zlinearyzowanej

(25)  Kr/ la*  =   AR*.

Przez „ * "  oznaczono tu zbiór  wielkoś ci wę złowych w  całej  powłoce, zaś  przez  R  wektor
wszystkich  obcią ż eń  zewnę trznych  sprowadzonych  do  wielkoś ci  wę złowych.

Do  rozwią zania  równań  (24)  stosuje  się   (por.  rys.  3) na ogół
—  metodę   Newtona- Raphsona;  kolejne  poprawki  liniowe  Au  ̂ oblicza  się   wówczas

przy  pomocy  równań  (25), zaś  residua  z  równań  (24);

b)

"Xn/ PH"""" "
//

i

1  '

H

AR, ifIf

>——

Rys.  3. Interpretacja graficzna  metody: a) Newtona- Raphsona, b) przyrostowej,  c) mieszanej, d) samo-
korygują cej,  I- f(UJ  = J?*, / /  -   KTA  V+- AR*

—  metodą   przyrostową   wykorzystując  jedynie  zlinearyzowane  równania  (25);
—  kombinację   obu  tych metod ewentualnie poł ą czoną  z  techniką   nadrelaksacji  (np. me-

tody  samokorygują ce).
Istotnym problemem numerycznym jest znalezienie wyjś ciowej  (nie  trywialnej)  formy

powłoki  bę dą cej  w  równowadze.  Tylko  taka  forma  bowiem  może  stanowić  właś ciwą
konfigurację   odniesienia w podanych uprzednio zasadach  wariacyjnych  TL  i U L.  Dlatego
też  w  konkretnych  obliczeniach  prowadzonych  metodą   elementów  skoń czonych  roz-
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wią zywano  na ogół  takie zadania, w których począ tkowa  forma była z góry znana np. pł as-
ka,  walcowa,  kulista.

Interesują cy  sposób  poszukiwania  formy  wyjs'ciowej,  choć zastosowany  nie do powł ok
pneumatycznych,  lecz  do  siatkowych  konstrukcji  cię gnowych,  zaproponowano  w  pracy
[1]. Umoż liwia  on rozpoczę cie obliczeń  od pewnej  pł askiej pomocniczej  formy  równowagi,
której  poprzez  kolejne  przyrosty  przemieszczeń  nadaje  się  nastę pnie  poż ą dany  kształt
drogą  odpowiedniej  zmiany  warunków  brzegowych  i  sztucznego,  chwilowego  zwię kszenia
cię ż aru  wł asnego  powł oki.

Tablica  1.  Wykaz  elementów  wg  pracy  [128]

Typ elementu

A
TRIM  3g

TRIMC 6

V

TRJMC U

1
\

- —»̂
.6  ,

\ —J- -4
QUAC  6

dUAC  9

i
«^

0  O 7 ' »

1  a  3  4

QUAC  16

liczba
HSZł ati

3

<

10

4

8

9

16

letinamianij  interpo-
lawinę  n  ukiadzie

lokalnym

1

U  >2

A

>-,  J1T2  7z

1

1

,  1

£*  f'Z  2 2

tÓH  cał kowa-
nia  numerqa.

1

7

J x j
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Natomiast  przy  znanej  formie  koń cowej,  pierwotną   formę   powłoki  moż na  znaleźć
stosując  sformułowanie  Eulera. W  pracy  [80] zaproponowano, ilustrują c  to przykł adem,
aby  przyją ć,  że kształt powłoki pod  działaniem jedynie  ciś nienia wewnę trznego  (i  cię ż aru
własnego)  o  ustalonej  roboczej  wartoś ci  jest  znany.  Stanowi  on  kolejno:
—  formę   koń cową   powłoki  przy  poszukiwaniu  jej  formy  pierwotnej  (sformułowanie E);
—  formę   począ tkową   powłoki  przy  poszukiwaniu  jej  kształ tu  odpowiadają cego  róż nym

obcią ż eniom  uż ytkowym  (sformułowanie  UL  lub  TL).
3.7. Elementy. W  dotychczasowych  pracach  najczę ś ciej  posługiwano  się   najprostszymi

elementami  trójką tnymi  TRIM   3  o  trzech  wę złach.  Elementy  te,  jak  wiadomo,  mają
stałe pole odkształceń oraz naprę ż eń, stąd przy  ich stosowaniu nie jest konieczne  ucią ż liwe
całkowanie numeryczne. Z drugiej  strony jednak  ich dokł adność jest  mało  zadowalają ca.
Elementom  wyż szego  rzę du  poś wię cono  jak  dotąd  jedynie  nieliczne  prace  i  to  stosując
w  każ dej  z  nich  inne  podejś cie.

Najpełniejszy  zestaw  elementów  zarówno  trójką tnych  typu  TRIM C  jak  i  czworo-
ką tnych typu QUAC pokazany w tablicy  1 otrzymano w pracy  [128] drogą   bezpoś redniego
wykorzystania  formuł   (11),  (17),  (23).  W  pracy  [8]  przedstawiono  rodzinę   elementów
typu  TRIMC  otrzymaną   na  drodze  tzw.  „naturalnego" podejś cia.  Polega  ono  na  posłu-
giwaniu  się   stopniami  swobody  elementu  eliminują cymi  te  przemieszczenia,  które  są
zwią zane  z jego  ruchem jako  bryły  sztywnej.  Wreszcie  w  pracach  [80, 81]  wprowadzono
jeden element czworoką tny  (por.  [76]), w którym zastosowano  sześ cienne  funkcje  kształ tu
skonstruowane  t.zw.  techniką   „patch  test".

3.8. Przegląd  literatury. Wszystkie  prace  dotyczą ce  obliczania  powłok  pneumatycznych
metodą   elementów skoń czonych oparte są  na teorii duż ych odkształceń membran. Moż na
je  podzielić  na  trzy  grupy.

Pierwsza  z  nich wią że  się   głównie z  nazwiskiem  J. T.  ODENA  [111 -  119]. Zaliczyć do
niej  trzeba  przede wszystkim pionierskie  prace  [11, 118,  119], w  których  podane zostały
teoretyczne  podstawy  dyskretyzacji  wiotkich  powłok  metodą   elementów  skoń czonych
oraz monografię   [115]. Autorzy  pracy  [118] wychodząc z równań termodynamiki zarówno
dyskutują   problematykę   fizycznie  nieliniową   jak  i  dynamikę   membran  (por.  też  [117]).
Warto  również  wspomnieć  o pracy  [113]  poś wię conej  obliczaniu  sił   niekonserwatywnych
w  MES  (np. ciś nienie  w  powłoce pneumatycznej). Do  tej  grupy,  z  uwagi  na  sposób  po-
traktowania  tematu, trzeba  także zaliczyć  prace J. E.  KEY'A  [57] oraz H.  PARISCHA  [128].
Ta  ostatnia jako  jedyna  z  wymienionych  wprowadza  elementy  wyż szych  rzę dów.

Druga  grupa  jest  dziełem spółki  autorskiej  J. W.  LEONARD,  C. T.  L  oraz  ich współ-
pracowników  [76- 81,  161]. Prócz ś cisłoś ci  teoretycznej  [77, 80] cechuje ją   troska  o  inż y-
nierskie  realia  dotyczą ce  warunków  pracy  powłok  pneumatycznych  takich  jak:  kolejne
fazy  obcią ż ania  [72,  73],  praktyczne  zastosowania  [74,  45],  czy  też  fakt  wzmocnienia
konstrukcji  linami  [81,  161].  Materiał   powłoki  przyjmowano  jako  liniowo- sprę ż ysty
a  wyją tkowo  [77] jako  hiperelastyczny.  Rozważ ano również  [79] problem  drgań powł oki.

Trzecia  grupa  to  prace  [5 -  8,  59]  charakteryzują ce  się   tzw.  podejś ciem  naturalnym
sformułowanym  przez  J. H. ARGYRISA i jego  współpracowników.  Dzię ki oddzieleniu prze-
mieszczeń elementu zwią zanych  z czystym  odkształceniem od przemieszczeń  wynikają cych
z  ruchu  sztywnego  uzyskuje  się   lepszą   stabilność  numeryczną   rozwią zań.  W  pracach
tej  grupy  materiał   powłoki  traktowano  jako  liniowo- sprę ż ysty  [7],  hipersprę ż ysty  [8]
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bą dź  też  sprę ż ysto- plastyczny  [6, 7, 59], choć w tym  ostatnim przypadku  konkretne roz-
wią zania  nie  dotyczyły  bezpoś rednio  powłok pneumatycznych.

Prócz trzech wymienionych  grup  warto  tu  też wspomnieć o programie NONSAP [10]
przeznaczonym  do  dynamicznej  i  statycznej  analizy  róż nych konstrukcji  w  zakresie  geo-
metrycznie  i  fizycznie  nieliniowym,  w  tym  także  płaskich membran.

Porównanie  dyskutowanych  tu  grup  przeprowadzono  na  przykładzie  kilku  prac re-
prezentują cych  aktualnie  najbardziej  zaawansowany  stan  wiedzy  w  dziedzinie  teorii
obliczania  wiotkich  powłok  metodą   elementów  skoń czonych. Analiza  tablicy  2, w  której
zestawiono  dane  porównawcze  ukazuje  równocześ nie  perspektywę   dalszych  prac  ba-
dawczych  co  zaznaczono znakiem  0 na  przykładzie pracy  [8].

3.9. .Przykłady rozwią zań. Dla zilustrowania aktualnych moż liwoś ci  rozwią zywania  proble-
mów praktycznych metodą  elementów skoń czonych podano niż ej kilka reprezentatywnych
przykładów  zaczerpnię tych z  literatury. Aby  łatwiej moż na było porównać skalę  poszcze-
gólnych  zadań korzystano  tylko  z  dwóch  ź ródeł   [128, 80]. W pierwszej  z tych prac obli-
czenia  wykonywano  na  EMC  CDC 6600;  czas  obliczeń  podawany  jest  w  sekundach

a)
promień  R=i0cm
grubość  począ tkowa  °h=0.01cm
state materiałowe Mooney a Ci=80k(yć m2

C2= 20kG/ cm2

dyskretyzacja  iQUAC 9,1TRIMC  6
liczba  stopni  swobody 61
czos  obliczeń  79 sek CPU  CDC 6600

C)

Rys.  4.  Membrana  kołowa  obcią ż ona  równomiernym  parciem  gazu  [128]:  a)  dane,  b)  dyskretyzacja,
c)  forma  odkształcona
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CPU.  W  czterech  ostatnich  przykładach  wykorzystano  prawo  Hooke'a,  zaś  w  dwóch
pierwszych  zwią zek  fizyczny  (por.  [42])

opisują cy  ciało  hipersprę ż yste  Moone'a- Rivlina.  Gę stość  energii  odkształcenia  wyraża

a) b)

długość  boku  a = 20 cm
grubość  począ tkowa  .  °h=0,1cm
stale  materiałowe Mooney'a  C,=50 kG/cm2, C2=0
dyskretyzacja  15QUAC 9 , 2 TRIMC 6
liczba  stopni  swobody  176
czas  obliczeń  184 sek CPU CDC 6600

ky

z

c)
0,38

Rys. 5. Membrana kwadratowa  obcią ż ona  parciem gazu  [128]: a) dane, b) dyskretyzacja, c) forma  odkształ-
cona,  d)  grubość  wzglę dna  h/ °h  po  odkształceniu

a) b)
dfugość  boku
grubść
moduf  Younga
wsp.  Poissona
dyskretyzacja
liczba  stopni  swobody
czas  obliczeń

c)

a =10 cm
°h=0.0icm
E=300 kG/ cm2

0*0.2
18 TRIMC 6
129
45 sek

Rys.  6.  Membrana  sześ cioką tna  obcią ż ona  cię ż arem  własnym  [128]:  a)  dane,  b)  dyskretyzacja,  c)  forma
po  obcią ż eniu
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się   tu  poprzez  niezmienniki  stanu  odkształcenia  I x,  I 2  i  zależy  również  od  stałych  ma-
teriałowych  Cy  oraz  C2.

Rozwią zane  zostały nastę pują ce  zadania  szczegółowe:
—  membrana kołowa obcią ż ona  równomiernym  parciem gazu  ([128] — rys.  4);

membrana  kwadratowa  obcią ż ona  parciem  gazu  ([128] — rys.  5);
—  membrana  sześ cioką tna  obcią ż ona  cię ż arem  własnym  ([128] —  rys.  6);
—  membrana  pię cioką tna  obcią ż ona  parciem  hydrostatycznym  ([128] —rys.  7);
—  kulista  powłoka  pneumatyczna  obcią ż ona  parciem  wiatru  ([80,  81] —  rys.  8);

powłoka  pneumatyczna  obcią ż ona  ś niegiem  ([80] —  rys.  9).

ho psi

W t t

f -   20 ' - 27'-

•   Qi

i r n

- 27-

10 psi

b)

U5'

- 20 '-

forma  po obcią ż eniu  ciś n.wgwn

Rys,  9. Powłoka pneumatyczna obcią ż ona ś niegiem  [80]: a) obcią ż enie,  b) dyskretyzacja, c) forma  powł oki
,  odkształconej
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4.  Uwagi  koń cowe

W  pracy  zebrano  i  krótko  scharakteryzowano  literaturę   dotyczą cą   powłok pneuma-
tycznych,  która  ukazała  się   w  ostatnim  dziesię cioleciu.  Wyodrę bniono  w  niej  główne
nurty  (szkoły) zwią zane  z kilkoma wiodą cymi  oś rodkami i szkicowo przedstawiono metody
obliczeniowe  stosowane  w teorii wiotkich powłok, ze szczególnym  uwzglę dnieniem metody
elementów  skoń czonych.

Tablica  2. Zestawienie porównawcze reprezentatywnych  prac poś wię conych analizie wiotkich powłok metodą
elementów skoń czonych

Grupa

praca

Opis

Metoda
roiMą tama

Material
(równania
konstytutyw-
nej

Elementy

strefa

struktura

Nieznana
forma

•  Eulera  f

Lagrange'a  TL

uaktualniony Lagranqe'a  UL

iteraufjna

pr/ i/ rostowa

UnloMO sprę ż ysty

hlpersprciysty

sprę ż ysta  - plastyczny

lepkospreiystij

lepko plastyczny

izotropia

anizotropia

efekty  termiczne

najprostszy  trójką tny

wyż szego  nedu

s,  >o  G2  y- o

6,7  0.  6z  = 0  (fatdy)

prosta:  membrana

złoż ona:  membrana +kable

koń coHa

począ tkom

statyka

statecznoś ć

dynamika

analiza

optymalizacja

ODBN

118

+

+

+
+

+

+

+
- r

128

+

+

+

+

+

4-

+

4-

+

+

LEONARD  -   Li

80

+

+
+   (E)

+  («)
+

+

+

+

+

+ (e)

4

+

81

+

+

+

+

+

4-

+

+

+

77

+

+
+

+

+

+

+

+

+

•+

- f

ARGYRIS

8

+
+
o  •

+
+
+
+
0

0

0

+
+
0

+

+
- 4-

0

(+)
+

0

+

0

0

• +•

0

S3

+
+
+
+

+

+
4-

4-

4-

4-

4-

+

4-
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Analiza  przeprowadzona w niniejszej  pracy pozwala  na sformułowanie  nastę pują cych
ogólnych  wniosków.  ,
—  Podstawowy  zarys teorii wiotkich membran jest opracowany w przypadku materiałów

hipersprę ż ystych  (por.  [42, 115]). Dalszego  rozwoju  tej  teorii moż na i oczekiwać przede
wszystkim  przy  zastosowaniu  nowych  materiałów  (nowe  prawa  konstytutywne).

—  W  ś wietle  tej  teorii  poprawnie  sformułowane  zagadnienia  dla  powłok  pneumatycz-
nych  są   z  reguły nieliniowe  (geometrycznie)  nawet  w  przypadku  liniowych  zwią zków
fizycznych.

—  Efektywne  rozwią zania  dla powłok pneumatycznych moż na aktualnie uzyskać  jedynie
poprzez  odpowiednią   dyskretyzację   problemu  i  stosowanie  metod  numerycznych
W zagadnieniach obrotowo- symetrycznych  mogą   to być  róż ne metody  bezpoś redniego
całkowania,  natomiast  w  ogólnym  przypadku  zdecydowanie  najbardziej  skuteczna
okazała  się  metoda elementów  skoń czonych, która  obecnie stanowi jedyne  efektywne
narzę dzie  rozwią zywania  praktycznie  dowolnych  problemów  teorii  wiotkich  powłok,
chociaż  jej  potencjalne  moż liwoś ci  cią głe  jeszcze  nie  zostały  w  pełni  wykorzystane
(por.  tablica  2).

—  Pomimo opracowania  podstaw  teoretycznych  oraz  pojawienia  się   skutecznej  metody
analizy  problematyka wiotkich  powłok cią gle jeszcze  stanowi  pole badań  naukowych.
Ś wiadczą   o tym choć by  liczne prace naukowe jakie  się   ostatnio ukazują.  Wś ród  nich
w  samych  tylko  latach siedemdziesią tych  znaleźć moż na  siedem  rozpraw  doktorskich
[19, 34, 79,  124,  128,  145,  161].  Trzeba  jednak  nadmienić, że w  ś wietle bezspornych
sukcesów  metody  elementów  skoń czonych  w  rozwią zywaniu  róż nych  problemów
dotyczą cych powłok pneumatycznych o dowolnym  kształcie wiele z tych prac straciło
rację   bytu  i  w  ogóle  nie  powinno  się   ukazać.
Perspektywy  dalszych  prac nad  problematyką   wiotkich  powłok  to przede wszystkim

—  uwzglę dnienie  nowych praw  konstytutywnych  w szczególnoś ci  dla materiałów o włas-
noś ciach  Teologicznych  oraz  wpływów  termicznych;

—  opracowanie  ś cisłej  teorii  strefy  fałdów  (at  >  0,  ą 2  = 0);
—  dalszy  postęp  w  dziedzinie  teoretycznego  sformułowania  problemów  statecznoś ci

i  dynamiki;
—  rozwią zywanie  zagadnień  specjalnych,  np. kontaktowych  (wię zy jednostronne);
—  obliczanie  złoż onych struktur  powłokowo- linowych;
—  optymalizacja  konstrukcji  pneumatycznych;
—  dalszy  rozwój  metod obliczeniowych,  w  tym  głównie:

=   metody elementów skoń czonych  (por.  tablica  2) tak, aby  moż na było przy jej  po-
mocy efektywnie  rozwią zywać  wszystkie  problemy  wymienione  wyż ej;

=   podję cie  szerszej  próby  wykorzystania  na równi z metodą  elementów  także metody
róż nic  skoń czonych,  zwłaszcza  w jej  wersji  opracowanej  dla  nieregularnych  siatek
wę złów;  pierwsze  prace w  tym  kierunku  [56, 82]  są   nader  zachę cają ce;

=   pełniejsze  opracowanie zagadnienia  poszukiwania  pierwotnej'  formy  powłoki (por.
[1.  80]);

—  prowadzenie  róż norodnych prac  doś wiadczalnych;
Realizacja  takiego  programu prac jest w pełni  realna, a jego wykonanie  umoż liwiłoby
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efektywne  rozwią zywanie  rozmaitych  skomplikowanych  problemów  inż ynierskich,  które
ze  swej  strony  zapewne  stawiać  bę dą   przed  teorią   i metodami  obliczeniowymi  coraz to
nowe  zadania.
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P  e 3 w  M   e

n H E BM AT H ^ I E C K H E  O BO JI O ^KH

B  HacTonmeii pa6oTe  cflenaH  KpprraHecKufi  0630P  paSoT no pa3JinqHbifn  Bonpocaivi

(TeopHH, MeTOAbi  pememui,  perueHHH) Hane^iaTaHbix  3a nocjieRHHX  pficaih  jier.  CnemjajiBHoe

oSpameHO  K dpopiviyjrapqBKe  xeopnn  warKHx  oSojio^- ieK  c  TOIKH  3peHHH  Meiofla

3JieMeHTOB.  H3naraeTCH  o6maH  xapai<TepncTHKa  npo6neMBi.  YKasaHO  TaKH<e B

pa3BHBaioicH  BorrpocŁi  MexaHHKH nHeBMOo6onoHeK  H yncjieHHbie  MeTOflbi  HX peuieHHa.  KpoMe  3ioro

noi<a3ain.i  npniwepbi  KOHKpeTHbrx  peineHHH TiirtOTHbix

S u m m a ry

PNEUMATIC  STRUCTURES

A  critical  review of  numerous papers  published  in  the last  ten years on various  aspects  of  the  theory

of  pneumatics  structures  (mechanics, calculation  methods,  solutions)  is  presented.  Special  attention  has

been paid  to the Finite Element formulation  of  the theory  of membrane shells. A brief, general  character-

istics of  the problem is given and current directions of  the development  of  the theory and solution methods

are  discussed,  Moreover  some  examples  of  numerical  solutions  representative  for  the  contemporary  state

of  art  are  presented.
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