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1.  Wstęp

W  pracy  autora  [1], w  oparciu  o publikacje  do  koń ca  1973  r.,  dokonano  przeglą du
róż nych wariantów  równań nieliniowej  teorii pierwszego  przybliż enia  dla cienkich powł ok
sprę ż ystych.  Podano  też  krótki  przegląd  prac  polskich  z  tej  dziedziny  oraz  wskazano
na  niektóre nierozwią zane  jeszcze  problemy.

W cią gu ubiegł ych ponad czterech lat nastą pił  dalszy  rozwój  nieliniowej  teorii powł ok.
Oprócz  prac  autora  [2- 11]  w  tej  dziedzinie  ukazały  się  monografie  GALIMOWA  [12],
BRUSHA i  ALMROTHA  [13], AKSELRADA £14]  oraz  SZILKRUTA  i  WYRŁ ANA  [15] a także arty-
kuły  przeglą dowe  LANGHAARA  [16],  SIMMONDSA  [17]  i  WEINITSCHKE  [18]  gdzie  podana
jest obszerna dodatkowa bibliografia.  Opublikowano też szereg oryginalnych prac  [19 -  37]
dotyczą cych  podstawowych  zagadnień  nieliniowej  teorii  powł ok.  Niniejsza  praca  ma  na
celu  przedstawienie  niektórych  dodatkowych  w  stosunku  do  podanych  w  [1] wyników
uzyskanych  ostatnio przez autora  oraz krótkie  omówienie  zwią zanych  z  tym  wybranych
rezultatów  uzyskanych  w  innych  opublikowanych  ostatnio pracach.

Deformację  otoczenia każ dej  czą stki  os'rodka  cią gł ego  moż na  rozł oż yć na  trzy  stany
elementarne:  sztywne  przemieszczenie,  czyste  rozcią gnię cie  wzdł uż  gł ównych  kierunków
odkształ cenia  oraz  sztywny  obrót  skoń czony  kierunków  gł ównych.  Czę ść  obrotowa
deformacji  opisywana  jest zwykle albo przy  pomocy  tensora  ortogonalnego  R,  lub  przez
trzy  ką ty  obrotu  (zwykle  ką ty  Eulera)  lub  też  poprzez  wektor  obrotu  skoń czonego £1,
[38, 39].

Już  NOWOŻ YŁ OW  [40] wskazał,  że przy  mał ych odkształ ceniach oraz wyeliminowaniu
ruchu  jako  ciała  sztywnego,  w  trójwymiarowym  ciele  sprę ż ystym  mogą  wystą pić  tylko
małe  obroty  elementów  materialnych,  [41]. Jednakże  dla  ciał   cienkich — belek,  prę tów
cienkoś ciennych,  pł yt  i  powł ok — nawet  przy  mał ych  odkształ ceniach  mogą  wystą pić
duże  obroty  elementów  materialnych  ciał a.  Jest  to  istotna jakoś ciowa  róż nica  w  zacho-
waniu  się ciał  cienkich w stosunku do ciał  o trzech wymiarach  tego samego  rzę du. Wska-
zuje ona, że w nieliniowej mechanice powł ok obrotowa czę ść deformacji powinna  odgrywać
rolę  znacznie wię kszą,  niż  to  ma miejsce  dla  zagadnień  trójwymiarowych.

Jest rzeczą godną zastanowienia, że czę ść obrotowa deformacji  powł oki została opisana
dopiero  niedawno, w  ramach  nieliniowej  teorii  typu  Kirchhoffa- Love'a  w  pracach  SIM-
MÓNDSA  i  DANIELSONA  [42,  43],  którzy  uż yli  wektora  obrotu  skoń czonego  Si  gł ównych
kierunków  odkształ cenia  jako  jedną  z  dwóch  podstawowych  zmiennych  niezależ nych
nieliniowej  teorii  powł ok.  Obrót  elementu  brzegowego  powł oki  opisany  został   przez
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NOWOŻ YŁ OWA  i  SZAMINĘ  [44], którzy  uż yli  tu  wektora  cał kowitego obrotu  skoń czonego
£lt.  W  tych  pracach  wektory  obrotu  skoń czonego  zostały  wprowadzone  w  sposób  opi-
sowy,  bez  ich  powią zania  z  innymi  zmiennymi  kinematycznymi,  jak  przemieszczenie
powierzchni  ś rodkowej  lub  tensor gradientu deformacji  powł oki. W ramach teorii powł ok
typu  Kirchhoffa- Love'a  teoria  obrotów  skoń czonych  została opracowana  w  [7, 8].

Ogólna  teoria  obrotów  skoń czonych  w  powł okach  podana  została  w  [5,  10], gdzie
jako  przypadki  szczególne  uzyskano  wiele  zależ noś ci  uproszczonych,  sł usznych  dla  nie-
liniowej  teorii typu  Kirchhoffa- Love'a,  dla  teorii geometrycznie nieliniowej  oraz dla  teorii
pierwszego  przybliż enia  cienkich  powł ok  sprę ż ystych.  Wprowadzenie  poję cia  obrotu
skoń czonego  okazało  się  niezwykle  poż ytecznym  i  umoż liwiło  m.in.  uzyskanie  nowych
wariantów  geometrycznych  i  statycznych  warunków  brzegowych  [5, 7,  9], róż ne mody-
fikacje  ukł adu  równań  podstawowych  [9,  42,  43]  oraz  zbudowanie  nowej  klasyfikacji
równań  uproszczonych  dla  geometrycznie  nieliniowej  teorii  cienkich powł ok  sprę ż ystych
przy  ograniczonych  obrotach  [7,  8]  (por.  również  [67, 68]).

Istnieje  szereg  praktycznie  waż nych  zadań  zachowania  się  elementów  powł okowych,
których  rozwią zanie  wymaga  uś ciś lonych  dwuwymiarowych  zależ noś ci  podstawowych.
Wymień my  tu  np.  obliczanie  wzglę dnie  grubych  powł ok  przy  nierównomiernych  ob-
cią ż eniach,  okreś lanie  charakterystyk  dynamicznych  powł oki  od  szybkozmiennych  ob-
cią ż eń,  zadania  kontaktowe,  obliczanie  powł ok o duż ej anizotropii  itp. Uś ciś lenie  zależ-
noś ci nieliniowej  teorii powł ok, przy  zał oż eniu liniowoś ci  rozkł adu przemieszczeń  na gru-
boś ci  powł oki,  przedyskutowano  w  [5, 45].

Przy  konstruowaniu  róż nych  zależ noś ci  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powł ok
szczególną  uwagę  należy  zwrócić  na  sposób  wprowadzenia  uproszczeń  sł usznych  przy
mał ych odkształ ceniach. Okazuje się, że szereg wzorów i definicji  pojawia  się tutaj w postaci
róż nicy  wielkoś ci  tego  samego  rzę du.  Należy  więc  najpierw  wykonać  dział ania  ś ciś le
(t.zn.  z uwzglę dnieniem  skoń czonych  odkształ ceń ),  dopiero w zależ noś ciach wynikowych
moż na  pomijać  czł ony  małe  w  stosunku  do  jednoś ci.  Wprowadzanie  uproszczeń  w  za-
leż noś ciach  poś rednich  może  doprowadzić  do  bł ę dnych wzorów  koń cowych.  Z  tego  też
powodu  w  niniejszej  pracy  wszelkie  zależ noś ci  geometrycznie  nieliniowej  teorii powł ok
wyprowadzane  są  najpierw  ś ciś le,  bez  nał oż enia  ograniczeń  na  odkształ cenia. Uprosz-
czenia wynikają ce  z zał oż enia mał ych  odkształ ceń wprowadzane  są  dopiero do zależ noś ci
wynikowych.

W p. 2 i 3 przedstawiono niektóre dodatkowe w stosunku do  [1] zależ noś ci  nieliniowej
teorii  powł ok  cienkich. Uzyskano je, nakł adając wię zy  Kirchhoffa- Love'a  na  deformację
powł oki.  Zmianę  gruboś ci  powł oki  podczas  deformacji  uwzglę dniono  dopiero  w  rów-
naniach  konstytutywnych  powł ok  sprę ż ystych.  Taki  uproszczony  opis  deformacji  jest
uzasadniony  w  ramach  geometrycznie  nieliniowej  teorii  pierwszego  przybliż enia  dla
cienkich  powł ok  sprę ż ystych  dyskutowanej  w  p.  4,  która  jest  zasadniczym  celem  po-
przednich  zależ noś ci.  Dalsze  uproszczenia  równań  podstawowych,  wynikają ce  z  kon-
sekwentnie  ograniczanych  parametrów  obrotu  skoń czonego,  przedyskutowano  w  p.  5.
W  p. 6 podano zasadnicze  zależ noś ci  ogólnej  teorii  obrotów  skoń czonych w powł okach,
a  w  p.  7  przedyskutowano  moż liwoś ci  uś ciś lenia  modelu  geometrycznie  nieliniowego
obliczania powł ok  sprę ż ystych.  Na zakoń czenie w p. 8 podano niektóre problemy teore-
tyczne  wymagają ce  dalszych  badań.
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2.  Obroty  skoń czone  w  teorii  powł ok  typu  Kirchhoffa- Love'a

W  niniejszej  pracy  stosujemy  ukł ad  oznaczeń  uż ywany  w  [1,  5,  7].  N iech  r(& a)  =
=   xk(& a)ik  oraz  F(#a) =   xk(;& a)ik,  k  =  1, 2, 3,  bę dą  wektorami  wodzą cymi  punktów
powierzchni  ś rodkowej  powł oki  w  konfiguracji  odniesienia  i  aktualnej,  T — %(/ ),  gdzie
• &*,  a  =   1,2,  są  współ rzę dnymi  konwekcyjnymi  na  powierzchni,  natomiast  % oznacza
funkcję  deformacji.  W  konfiguracji  odniesienia  geometrię  powierzchni  Jt  opisują  ko-
wariantne wektory  bazy  aa  =   r,a,  kowariantne skł adowe aap  =   aa- ap  tensora  metrycznego

powierzchni  z  wyznacznikiem  a  =   \aafi\ ,  wektor  jednostkowy  n  =—eapaaxa/ }  prosto-

padły  do  powierzchni  oraz  kowariantne  skł adowe  bap  = aUifrn  tensora  krzywizny  b

powierzchni.  Tutaj  (  ),a  oznacza  pochodną  czą stkową  wzglę dem  fta,  eafs  są  skł adowymi

tensora  permutacji,  a  przez  (  ) l a  bę dziemy  oznaczać  powierzchniową  pochodną  kowar-

iantną  na Jt.  Analogiczne  wielkoś ci  geometryczne  zwią zane  z powierzchnią  odkształ coną

~jf =   %{JM) wyróż niać  bę dziemy  kreską,  np.:  aa,  n,  aa/ !,  a,  bap,  £a/ ),  (  ) I | K .

Podczas  deformacji  powierzchni  ś rodkowej  powł oki  wektory  bazy  aa,n  wyraż ane
są  przez  wektor  przemieszczenia  u = H—r =  uaa

a+wn  zależ noś ciami

aa  — haa
x+tpan,  n =

(2.1)  ha  =   aia+uMa- bAaw,  <pa  =

W  ramach  teorii  powł ok  typu  Kirchhoffa- Love'a  zakł adamy,  że  wł ókna  materialne
powł oki,  które  są  proste  i prostopadłe do Jt,  po  deformacji  powł oki pozostają  prostymi
i prostopadł ymi do M  oraz nie wydł uż ają  się. W  ten sposób  cała  informacja  o  deformacji
otoczenia  punktów  powierzchni  ś rodkowej  powł oki  zawarta  jest  w  tensorze  gradientu
deformacji  .powł oki  G,  który  ma  postać  [1, 7]

(2.2)  G  =  «a® aa+ «® n,  '  C?"1  =  aa®aa  + n®n,-

gdzie  przez  (g> oznaczono  operację  iloczynu  tensorowego.
Stosując  twierdzenie  o  rozkł adzie  polarnym  [38]  do  tensora  nieosobliwego  G  przed-

stawimy  go  w  postaci

(2.3)  G  = RU=VR,  G 1  =   U'1!?  = RTV~V,

gdzie  U i  V są  lewym i prawym  tensorami rozcią gnię cia,  natomiast R jest  tensorem obrotu
skoń czonego. Tensory  Ui  Fsą dodatnio okreś lone i symetryczne, natomiast R jest tensorem
ortogonalnym  takim,  że  deti?  = + 1.

Przy  pomocy  zależ noś ci  u =  f—r  oraz  (2.3)  deformacja  otoczenia  powierzchni  ś rod-
kowej  powł oki  została  rozł oż ona analitycznie  na  trzy  stany  elementarne:  czystą  trans-
lację,  czyste  rozcią gnię cie  wzdł uż  gł ównych  kierunków  odkształ cenia  oraz  obrót  skoń-
czony  kierunków  gł ównych.  Rozkł ad  (2.3)  poprzez  U,  spójny  z  opisem  Lagrange'a,  oraz
rozkł ad  (2.3)  poprzez  V,  spójny  z "opisem  Eulera,  róż nią  się  tylko  kolejnoś cią  nał oż enia
tych  trzech  stanów  elementarnych.  .  •   .
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Z  (2.2) i  (2.3) wynika, że

(2.4)
aa  -   Raa  -   Ffla,  n  -

*a« =  Uaa,  a=  Raa.

Tutaj  wprowadzone  zostały  dwie  powierzchniowe  bazy  poś rednie:  Lagrange'owska
aa,  powstają ca  z  bazy  aa  przy  czystym  jej  rozcią gnię ciu  wzdłuż  głównych  kierunków
odkształcenia,  oraz  Eulerowska  aa,  powstają ca  z bazy  aa  przez jej  obrót  skoń czony.

W  dalszych  rozważ aniach  wygodnym  jest  wprowadzenie  symetrycznych  tensorów
odkształcenia  współosiowych  z U:

(2.5)  .  ya/ i  =  - ^- (aa0- aap)  =- ^{^

(2.6)

gdzie  1 = a„ ® aa+ n ®n  jest  tensorem  metrycznym  trójwymiarowej  przestrzeni  Eukli-

desowej,  obliczonym na M. Podkreś lmy, że ya/3 są  wielomianami  drugiego  stopnia wzglę-

dem  przemieszczeń,  lecz  zależ noś ci  geometryczne  zawierają ce  1 /  —  są   funkcjami nie-

wymiernymi  wzglę dem  yap. Z drugiej  strony  yap są  funkcjami  niewymiernymi  przemiesz-

czeń,  lecz  1/  — staje  się  wielomianem  kwadratowym  yaB.  Przy  małych odkształceniach

7a/s  i  y<xp  róż nią   się   tylko  małymi  członami  i  mogą   być utoż samiane.
Z  (2.4)2  i  (2.6) wynika  zależ ność  dla tensora  obrotu  skoń czonego  [7]

(2.7)  if  =  a^(aa + uj®(ai1 + y^)  + (naa
a+nn)®n,

która  jest  niewymierną   funkcją   przemieszczeń u.
Tensor  ortogonalny R okreś la  w przestrzeni  pewną   oś obrotu  okreś loną   wersorem e

oraz  pewien  ką t  obrotu co dookoła  tej osi obrotu.  Odpowiednie  wzory  podane zostały
w  [7]. Czę ść  obrotowa  gradientu  deformacji  może być wię c  opisana  również  wektorem
obrotuskoń czonego Q  s  esinca, który jest całkowicie okreś lony przez tensor R. Zauważ my,
że Q, nie jest wektorem w zwykłym  sensie. W szczególnoś ci,  prawa  dodawania  wektorów
obrotów skoń czonych  [39] róż nią   się  od praw dodawania elementów przestrzeni  liniowej.
D la  Si otrzymano  nastę pują ce  wyraż enie

(2- 8)  Q=^e»{[rł -

które jest  niewymierną   funkcją   u.
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Działanie  wektora  obrotu  skoń czonego  Q  na  dowolny  wektor  pokaż emy  na  przy-
kładzie  zależ noś ci  (2.4)x  która  przyjmuje  postać

(2.9)  <  = aa+  Q x aa +   2cJ2(aj2  Q x (Q x aa) .

Korzystając  z i? lub Q  moż na wyprowadzić  wiele poż ytecznych  toż samoś ci  i zależ noś ci
geometrycznych  [5, 7], bardzo  przydatnych  przy  dyskusjach  róż nych  zastosowań  teorii
obrotów  skoń czonych.  W  szczególnoś ci,  dla  pochodnej  pola  przemieszczeń  otrzymamy

(2.10)  «.^^+ flif+   A

Róż niczkowanie R  i  ii  wzdłuż krzywych układu współ rzę dnych konwekcyjnych  ciała
trójwymiarowego  podano w  [46, 47]. Opisując  obroty  przez  ii  i  przyjmując  wię zy  K- L,
na  powierzchni  Ji  otrzymamy

(2.11)  .  O./,  ^+ flxA

gdzie  dla  wektora  kp  otrzymano  [5, 48]

(2.12)  kp  =  i

W  zależ noś ci  (2.12)x  %as  =  —(baB—baft)  są   składowymi  tensora  zmiany  krzywizny  po-
wierzchni  ś rodkowej  powłoki  okreś lonymi  niewymiernie  przez  przemieszczenia

(2- 13)  Map  m - [nCf  ̂+  b^+n^p- b^- b^].

Warunkami  całkowalnoś ci  układu  (2.11)  są   nastę pują ce  zależ noś ci-

(2.14)  e

Po  wprowadzeniu  do  (2.14)  zależ noś ci  (2.12)!  otrzymamy  trzy  równania  cią głoś ci
odkształceń  powierzchni  ś rodkowej  powłoki, które  zapewniają   istnienie  pola  przemiesz-
czenia  u  odpowiadają cego  zadanym  miarom odkształcenia ya/J  i  ««̂ .

Zależ ność  (2A2)1  moż na  odwrócić  wzglę dem  HaB  otrzymując

(2- 15)  »a/J  - y ą a K «+ yS *f l + ( Ą f+ j^ ) *J - «*—j( ŵ + ^ t e )-

co,  razem z  (2.12)2  prowadzi  do  wyraż enia  %aji poprzez  Q  i  ya/ S.
Tensor  R  lub  wektor  fit   całkowicie  okreś la  na  Jt  obroty  tych  włókien materialnych

powłoki,  które  pokrywają   się   z  kierunkami  głównymi  odkształcenia.  Inne  włókna  ma
terialne  mogą   doznawać  obrotu  również  w  wyniku  czystego  rozcią gnię cia  otoczenia  Jt
wzdłuż  kierunków  głównych  odkształcenia.  Dotyczy  to  w  szczególnoś ci  obrotu  skoń-
czonego  elementu materialnego  brzegu.

Element brzegowy powłoki okreś la  krzywa  <$ powierzchni  Jt,  dana równaniem &*   =
=   fta(s),  gdzie is jest miarą   długoś ci na  (i.  Z  tą  krzywą   zwią zany  jest wersor  styczny  t  =
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=  —  o r az  we r sor  zewn ę t r zn ej  n o r m a li  v =   txn.  O r t o n o r m a lna  t ró jka  wek t o r ów  t,n,v
ds

nie  pokrywa  się   na  ogół   z  gł ównymi  kierunkami  odkształ cenia.  Deformację   tej  trójki

wektorów  w  trójkę   ortogonalną   a, — - y- ,  ń ,  a„  =  atxn  moż na  przedstawić  jako roz-

cią gnię cie  t  i v w  stosunku  \ / l+2ytt,  gdzie  ytt  =  yaptatp  oraz  dwa kolejne  obroty:  obrót

skoń czony  od  czystego  rozcią gnię cia  wzdł uż  gł ównych  kierunków  odkształ cenia  oraz

obrót  skoń czony  tych  kierunków  głównych.  Te dwa kolejne  obroty  skoń czone  wygod-

nie jest zamienić jednym  równoważ nym  obrotem skoń czonym, wykonywanym  przy pomocy

tensora  cał kowitego  obrotu  Rt  lub  wektora  cał kowitego  obrotu  Qt  =  etsmcot  brzegu.

Odpowiednie  wzory  dla R,  i  Qt  poprzez  u  wynikają   albo  z  zasady  dodawania  obrotów

skoń czonych  [7], lub  wprost  z  zależ noś ci

Rt  =   (

P.,6,
2Qt  =  —

Róż niczkowanie  S2t  wzdłuż  krzywej  #  prowadzi  do  zależ noś ci  podobnej  do  (2.11)

dO*  1  1
i 0  1 *7\   ™  •  nr\ osrt Ł  _L  O  V  h  '.  O  V 1 O  y M

<fc  2  4coś2co t / 2

Tutaj  wektor  zmiany  krzywizny  kt  krzywej  brzegowej  #  ma postać

(2.18)  kt  =   - fc„i

- 1 »: ?  —;=  : .  -  Ot -  %tt) - °u

gdzie.er,,  rt,  xt  okreś lają,  odpowiednio,  krzywiznę   normalną,  skrę cenie  geodezyjne  oraz
krzywiznę   geodezyjną   krzywej  brzegowej  <$. Wektor  kt  wyraż ony  jest  cał kowicie  poprzez
miary  odkształ cenia  powł oki  yap  i  «aj8.

W  ramach  wię zów  typu  K- L prostokreś lna  powierzchnia  brzegowa  dSP, prostopadła
do  M  i  okreś lona  wektorem  p(s,  C) — r(s) + Cn(s), deformuje  się  w ró\ ynież  prostokreś lna
powierzchnię   d&>,   prostopadłą   do  Jt  i  okreś loną   wektorem  p(s,  C) =  T(s) + Cn(s). Po-
wierzchnię   d0>  moż na  zadać  jednoznacznie  przez  zadanie  na  ^  przemieszczeń  u  oraz

funkcji  /9„  & ^—?f-^  .  W  [7, 8]  wykazano,  że  powierzchnię   80> moż na  również
i+2y tt  I

okreś lić  w  sposób  uwikł any  poprzez  odpowiednie  ukł ady  równań  róż niczkowych  [44],
zadając  na #  albo  flt,  ytt  lub kt>  ytt.  Zadając  wartoś ci  Qt  oraz y„  powierzchnię   brzegową
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d&  okreś lamy  z  dokładnoś cią   do  sztywnego  przesunię cia  w  przestrzeni,  a  zadając  war-
toś ci k, oraz ytt  okreś lamy ją   z dokładnoś cią  do sztywnego ruchu w przestrzeni.  W ramach
teorii K- L mamy wię c nastę pują ce  trzy warianty geometrycznych warunków  brzegowych:

a)  przemieszczeniowe,  u(s) =  A(s),  /? (s)  =   b(s),

(2.20)  b)  kinematyczne,  Qt(s)  =  m(s),  ytt(s)  = / (/ ),

c)  deformacyjne,  kt(s)  -   q(s),  yn(s)  =   l(s).

Wię kszość  zadań  z  nieliniowej  teorii  powłok  rozwią zuje  się   w  przemieszczeniach,
co  wymaga  stosowania  przemieszczeniowych  warunków  brzegowych.  Warunki  kinema-
tyczne  (2.20)2  odpowiednie-  są   przy  rozwią zywaniu  zadań  poprzez  wektor  obrotu  skoń-
czonego  [42,1 43].  Szczególnie  interesują cymi  są   jednak  deformacyjne  warunki  brzegowe
(2.20)3, gdyż wyraż one  są   one całkowicie poprzez miary  odkształceń na  brzegu  powłoki.
Umoż liwia  to  formułowanie  i  rozwią zywanie  zadań nieliniowej  teorii  powłok całkowicie
poprzez  miary  odkształcenia jako  zmienne niezależ ne  [9].

Gdy wartoś ci  u oraz pr  są   znane na  cg> wartoś ci  Qt,  k, oraz ytt  łatwo jest okreś lić sto-
sując  odpowiednie  wzory  róż niczkowe.  Jeś li  jednak  tylko  wartoś ci  kt  oraz  yn  są   znane
na ^,  do okreś lenia  Qt  trzeba rozwią zać  równanie róż niczkowe  (2.17). Równaniem o po-
dobnej  strukturze opisywany jest  ruch ciała sztywnego dookoła punktu stałego  [39] i me-
tody rozwią zania  rozwinię te w mechanice analitycznej mogą   być pomocne przy  okreś laniu
il t  poprzez  znany  kt.

3.  Dodatkowe zależ noś ci  teorii  typu  K- L

Równania podstawowe  teorii powłok typu  K- L, zarówno w  opisie  Eulera jak  i  opisie
Lagrange'a,  zostały  szczegółowo  omówione  w  przeglą dzie  autora  [1].  Podajmy  tutaj
niektóre  dodatkowe  przedstawienia,  dotyczą ce  równań  równowagi  oraz  statycznych
warunków  brzegowych,  uzyskane  w  [7 -  9].

Rozważ my  powłokę   o  jednospójnej  powierzchni  ś rodkowej  w  stanie  równowagi.
Niech na powłokę  działa obcią ż enie powierzchniowe p,  dane na jednostkę  powierzchni  Jł ,
oraz  siły  F  i  momenty K  brzegowe,  dane  na  jednostkę   długoś ci  krzywej  brzegowej  (€.
Dla  każ dego  pola  przemieszczeń  wirtualnych  du  istnieją   symetryczne  Lagrange'owskie
tensory  sił  wewnę trznych  i  momentów N =  N^a^a  ̂ i M  = Mapa„,®a p  takie,  że zasada
pracy  wirtualnej  w  opisie  Lagrange'a  ma postać

(3.1)  fj  (NaPdyap+M^8xafi)dA  = Jj  p- 6udA 4•   /   (F-   du+KSQt)ds

Po  dokonaniu odpowiednich  przekształceń łewą   stronę   (3.1)  przedstawimy  w postaci

/ /   (N^óy  ̂+ M^dn^dA =  - / /   (GN%dA+Jc,/ /   /
( 3 . 2 )  • *   .   • *

Jc  = J  (P„-  óu+M„a t  •   dQt)ds+Mtvn  •
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gd z ie  •   •   i

oraz Af„ , «  ==  1, 2,  ... JV są  wierzchołkami załomów krzywej # , okreś lonymi  przez ^ =  s„.

Z  (3.1)  oraz  (3.2)  wynikają   znane wektorowe  równania  równowagi

(3.4)  (GN%+V  =  0

oraz  odpowiednie  naturalne warunki  brzegowe.
Przedstawiając  (3.4)  poprzez  składowe  w  róż nych  bazach  uzyskuje  się   pię ć  róż nych

postaci  równań  równowagi.  W  [1]  podano  postacie  równań  wynikają ce  z  rozłoż enia
analogicznego  do  (3.4)  równania  w  bazach  aa,  n  lub  aa,n.  W  [7] uzyskano  jeszcze  inną
postać  rozkładu  (3.4)  w  bazie  aa,  n:

K(Q% + rfy^Q  ̂- W)  + n"(Q% + h^)+pa  = 0,

gdzie

Cechą   ukł adu  (3.5) jest  to, że parametry  1%,  na,  ę ^  n> bę dą ce  składowymi  tensora  G,
nie są   tutaj  róż niczkowane, co może mieć pewne znaczenie przy  rozwią zywaniu  niektórych
zadań.

Wprowadzając  wektor  Ńp  =  UN13 **   Q^aa+Q^n równanie  (3.4)  moż na  przedstawić
w  postaci

{RŃ %+p_ -  0,
(3- 7)  v  v  v  i

- Qx(QxNls).
2cos2co/2

Przedstawiając  (3.7)  róż nymi  drogami w składowych  wzglę dem  bazy  poś redniej  «„, n
w  [7]  uzyskano  dwie  równoważ ne  postacie  równań  równowagi,  które  mogą   stanowić
wygodną   podstawę   do  dalszych  uproszczeń.  W  podobny  sposób  moż na  wyprowadzić

równanie  równowagi  w składowych" bazy poś redniej  aa,  n,  definiując  N^  /

i  odpowiednio  modyfikując  równanie  (3.4). Taką   postać  równań  podano  w  [42].
Ponieważ  <5/?„   =   (dft,Xh)- v  — 3Qt- t,  gdzie  t jest  wersorem  stycznym  a  v jest  wer-

sorem  zewnę trznej  normali  do  <i,   ze  struktury Jc w  (3.2)2  wynika, że  zmodyfikowana
siła brzegowa  P„  oraz moment ]/ l+2y tt  Mvr  są   wielkoś ciami  statycznymi  wykonują cymi
pracę   na  wariacjach  parametrów  przemieszczeniowych  u  oraz fiv.
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Niech  Fv  jest  wypadkową   siłą   a  Bv  wypadkowym  momentem wzglę dem  bież ą cego
punktu  M  krzywej  #  wszystkich  sił   i  momentów  wewnę trznych,  działają cych  wzdłuż
krzywej brzegowej  od Mo  do M.  W  opisie Lagrange'a  wektory  te okreś lone są   zależ noś-
ciami

M  M

(3.8)  FV  = F?+  J  Pvds,  BV=B°+   f  (Mnat+~?xPf)dsrxFt,
Mc  Mo

gdzie F°  jest wartoś cią   począ tkową   Fv  a B°(O)  jest  począ tkowym  momentem wypadko-
wym,  okreś lonym  wzglę dem  począ tku  O  układu współrzę dnych  kartezjań skich.

Dokonując odpowiednich przekształceń całkę  krzywoliniową   w (3.2) moż na przedstawić
w postaci

M   .
f-   T -—  a  F  1  —

(3.9)  Jc =  (M „ 5*- 5txF , ).dflt - -r^- Óy„  \ds+(Mtrn- Fv)- 5u
M

M
I  (Mvvat—at  x F„)  •  6Q,—  "'  *"   dytt  I ds+{Mtvli   -  Fv) •  5nI   l+Zv„

Ma

M
= -   J  (j/ l „  Bv- Skt+  - Y~^J  ds+ [(M tvn- Fr)•   du- Br- dQt)]

Mo  i

Zależ noś ci  (3.9) pokazują,  że podczas wirtualnej  deformacji  powłoki pewne  wielkoś ci
statyczne wykonują   na  brzegu  pracę   na  wariacjach  wielkoś ci  geometrycznych,  okreś la-
ją cych  kinematyczne  i  deformacyjne  warunki  brzegowe  (2.20).  Każ dej  wielkoś ci  geo-
metrycznej  odpowiada  wię c  wielkość  statyczna  według  nastę pują cego  schematu  [10]

u *- *•  Pv,  /?„  «->  i/ l+2y ttM„,

(3.10)

- yi+2yttBr, i • + • iytt

Zakładając  na  brzegu  <€  wartoś ci  odpowiednich  parametrów  statycznych  ż  (3.10)
otrzymamy  trzy  warianty  statycznych  warunków  brzegowych  nieliniowej  teorii  powłok
typu  K- L.  Te  statyczne  warunki  brzegowe  są   energetycznie  spójnymi  z  odpowiednimi
wariantami  geometrycznych  warunków  brzegowych.  Człony  pozacałkowe,  pojawiają ce
się   w  (3.2)2  oraz  (3.9), okreś lają   dodatkowe  warunki  które muszą   być  spełnione w  za-
łomach  krzywej  brzegowej  lub  w  miejscach  niecią głoś ci  obcią ż enia  brzegowego.

4.  Geometrycznie  nieliniowa  teoria  cienkich  powłok  sprę ż ystych

Załóż my, że ekstremalne odkształcenia w  powłoce są   małe*. Ś cisłe oszacowanie  stanu
naprę ż enia i odkształcenia w izotropowej  powłoce sprę ż ystej,  obcią ż onej  tylko na brzegu,
podał   John  [49]. Prowadzi  to  w  sposób  ś cisły  do  nastę pują cej  funkcji  energii' sprę ż ystej
teorii  pierwszego  przybliż enia  [50,  11]  ,

(4.1)  ^  =\H

gdzie  $ jest małym parametrem zdefiniowanym  w  [69,  1] a  zmodyfikowany  tensor  sprę-
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ż ystoś ci,  w  przypadku  izotropii  materiału, przyjmuje  postać

(4.2) =   - j- ^laa+aa  +  ^
2(1 + v)  \  \ - v

Wyraż enie  (4.1)  ujmuje  energię   sprę ż ystą   od  rozcią gania  (ś ciskania)  i  od  zginania
powierzchni  ś rodkowej  powłoki, a  także  energię   sprę ż ystą   od  zmiany  gruboś ci  powłoki
podczas  deformacji,  która  jest  uję ta  w  zmodyfikowanym  tensorze  sprę ż ystoś ci  H.

Z  (4.1) wynika,  że w ramach bł ę du teorii pierwszego  przybliż enia  yaP  mogą  być okreś-
lone  z  dokładnoś cią   do  członów  O(t]$2)  natomiast  xaji  — z  dokładnoś cią   do członów

I. Przy  małych odkształceniach wyraż enie  niewymierne  (2.13) dla  tensora  zmiany

krzywizny  moż na  wię c  uproś cić  do  wielomianu  pią tego  stopnia,  upraszczając  n  oraz nfl

do  postaci  [7]

( 4 3 )  n  -

n„   =
gdzie

(4.4)
i  i  i

& ap  -   y  ("«I/J + * W  -   b*ts w>  co«/3 = y  (w,s|a -  ««i/»)»  <P  =  y  ^ i

Podstawiając  (4.3), (4.4), (2.13)  oraz  (2.5) do zasady  pracy wirtualnej  (3.1), po doko-
naniu  odpowiednich  przekształceń,  otrzymamy  Lagrange'owska  postać  równań  równo-
wagi  geometrycznie  nieliniowej  teorii  cienkich  powłok  sprę ż ystych,  słuszną   przy  nieo-
graniczonych  obrotach elementów  materialnych powłoki.

W  [1] podano postać  kanoniczną   układu równań, wyraż oną   poprzez  zmodyfikowane
siły wewnę trzne oraz zmiany krzywizn jako zmienne niezależ ne. W podobnych równaniach
wyprowadzonych  w  [7]  uję to  dodatkowo  również  siły  powierzchniowe  pa  =   OCErj- ff),
P  =   OCErjft2)  które  nie były uję te  w  [1]. Równania te są   wyraż one  poprzez Nafl  oraz  xaf

jako  zmienne  niezależ ne:  Odpowiednie  geometryczne  i  statyczne  warunki  brzegowe  wy-
xh

nikają   z uproszczeń wzorów  (2.19) oraz  (3.8) i (3.10)3.  Rozważ ając  stosunek —z  postaci
kanonicznej  uzyskano  w  [7] pię ć  klas  równań  uproszczonych  dla  teorii  membranowej,
małego  zginania,  zgię ciowej,  duż ego  zginania  oraz  bez  wydłuż eń  powierzchni  ś rodkowej
powłoki.  W  szczególnoś ci,  równania  zgię ciowej  teorii  powłok, wyraż one  poprzez  miary
odkształcenia  yap  i  «ai8, przyjmują   postać  [9]

=   O\Eh

(4.5)
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(4.5)  [cd.]

gdzie  A  s  —  jest  duż ym  parametrem, C =   =-, D  -   - ~  — .
w  i—v  12(1—  vz)

Deformacyjne  warunki  brzegowe,  spójne  z  (4.5),  wyraż one  są  przez  zadanie  na
funkcji  k,  oraz  ytt,  gdzie

Statyczne  naturalne  warunki  brzegowe,  energetycznie  spójne  z  (4.6),  otrzymamy
z  uproszczenia  wzorów  (3.8)  i  (3.10)3,  co  daje

(4 7)  P  =  (P,~vĄ - Pt  F+ .P  n)fl  + O(TJ)1

,  Ptv=   C(l- v)yvt-

(4.8)
+ Z)(l- v)[«t(«w, - «„ )+ 2Kf«tJ+ (?(£ '^3),

a  dla  odpowiednich  wielkoś ci  statycznych  otrzymamy
M  ,  M

BV = B°+  J  [Dtyw+vx^t+rxPylds- rx  j  Pvds,
M°  Ma

(4- 9)  M

t- FP=t- (Fv°+   j  Pvds).
Ma

Zauważ my, że cztery  równania w  (4.5) są  liniowe,  a  tylko  dwa  kwadratowe  wzglę dem
miar  odkształ cenia,  natomiast  wszystkie  geometryczne  i  statyczne  warunki  brzegowe
są  liniowe  wzglę dem  ya/3  i  xa/ 5.  Stwarza  to  dobrą  prognozę  dla  przyszł ych  zastosowań
tych  zależ noś ci  do  zagadnień  zgię ciowych  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powł ok.

Rozwią zując  (4.5)  otrzymamy  odkształ cenia  oraz  naprę ż enia  w  przestrzeni  powł oki
zgodne  z  wię zami  K- L.  Poł oż enie powł oki  w  przestrzeni  okreś lone  jest  z dokł adnoś cią
do  jej  ruchu jako  ciała  sztywnego.  Wyznaczenie  obrotów  skoń czonych ii  wymaga  więc
cał kowania  ukł adu równań  (2.11), natomiast okreś lenie  pola przemieszczeń  jest  moż liwe
poprzez  rozwią zanie  ukł adów  równań  (2.5)  oraz  (2.13)  przy  (4.3)  i  (4.4).

5.  Klasyfikacja  uproszczeń  przy  ograniczonych  obrotach

W  ramach  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powł ok  zał oż yliś my,  że  odkształ cenia
w powł oce są mał e. Nie zakł adaliś my dotychczas ż adnych ograniczeń na parametry obrotu
skoń czonego  wł ókien materialnych powł oki.
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W wię kszoś ci zastosowań  technicznych konstrukcje powłokowe projektowane są  w taki
sposób,  by  moż liwość  wystą pienia  duż ych  obrotów  była  ograniczona.  Warto  wię c  roz-
waż yć  moż liwe  uproszczenia  zależ noś ci  nieliniowej  teorii  powłok  wynikają ce  z  konsek-
wentnych  ograniczeń  nakładanych na parametry  obrotu  skoń czonego  włókien material-
nych  powłoki.

W  literaturze powłokowej znane są  oryginalne klasyfikacje uproszczeń, zaproponowane
przez  MUSZTARI'EGO i  GALIMOWA  [51], KOITERA  [52] oraz  CHIENA  [53]. W  [51]  wprowa-
dzono ograniczenia składowych <pai <p  zlinearyzowanego  wektora obrotu $,  co umoż liwi-
ł o  wyróż nienie  trzech  wariantów  równań uproszczonych dla  „małego, ś redniego  i duż ego
zginania  (izgiba)".  W  [52] wyróż niono  cztery  warianty  równań przy  „infinitezymalnym,
umiarkowanie  małym, ś rednim  oraz  duż ym  wygię ciu  (deflection)"  poprzez odpowiednie
ograniczenia  składowych  <P oraz powierzchniowych  gradientów  przemieszczenia. Uprosz-
czenia  uzyskane  w  [53]  (por.  również  [54])  oparte  są   na  ograniczeniach przemieszczeń
oraz  ich pochodnych w  stosunku  do geometrii  powłoki  oraz zmiennoś ci  stanu odkształ-
cenia.  W  tych  oryginalnych  klasyfikacjach  nie pojawia  się   słowo  „obrót", gdyż  ani 3>,
ani przemieszczenia  lub  ich gradienty jako  takie nie opisują   obrotu skoń czonego włókien
materialnych  powłoki.

W  literaturze pojawiają   się   też prace, w których warianty  uproszczone wg powyż szych
zasad  nazywane  są   równaniami przy  „małych, ś rednich, duż ych etc. obrotach". Jednakże
takie  nazwy  nadawane  są   intuicyjnie,  bez  zdefiniowania  poję cia  „obrotu" który  ma  być
w jakimś  sensie  ograniczony.  Może  to prowadzić  do nieporozumień.

Poprzez  rozkład polarny gradientu  deformacji  (2.3) odkształcenia i  obroty elementów
materialnych  powłoki  zostały  całkowicie  rozdzielone.  W  p.  4  założ yliś my,  że odkształ-
cenia  są   małe.  Jest  wię c  rzeczą   naturalną   ograniczyć  teraz  parametry  wektora  obrotu
skoń czonego  J2,  tzn.  ką t  obrotu  co oraz  kierunek  osi  obrotu  okreś lony  przez  e.

W  ramach geometrycznie  nieliniowej  teorii  cienkich powłok  sprę ż ystych  moż na uż yć
małego  parametru  • &   do  nastę pują cej  klasyfikacji  obrotów  [5, 7]:

1) w <  O(&2)  —  małe  obroty

2) w• =  O{&)   —umiarkowane  obroty

3) co  =   <?()/#) —  duże  obroty

4) w >  0(1)  —skuń czone  obroty

Przypadek  małych obrotów  prowadzi  do  klasycznej  liniowej  teorii powłok.
Przy  założ eniu umiarkowanych  obrotów  otrzymamy

| fl |   =   0(0),   Si •  aa•   =  0 ( 0 ) ,  Q •  n =  0 ( 0 ) .

<pa  =   0(0),   <p  =   0(0),

/   1

to   =  l e ^> a + —  j
Powierzchniowe  miary  odkształcenia,  w  ramach  bł ę du  energii  odkształcenia  (4.1),

przyjmują   postać

(5.2)  y«s =  ^ - - y ^ + ^ J + ^  +
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~

Wprowadzając  (5.2) do zasady  pracy wirtualnej  (3.1) otrzymamy wektorowe  równania
równowagi  (3.4), gdzie

(5.3)  GNP

2

Odpowiednie  zależ noś ci w składowych w bazie  aa, n podano w  [8].
W  wielu  technicznie  waż nych  przypadkach  tylko  obroty  dookoła  stycznych  do Jt

mogą  być umiarkowane, podczas gdy obroty dookoła normali do Ji  są  małe, gdyż powłoki
są   na  ogół  znacznie  sztywniejsze  na  odkształcenia w swej  powierzchni,  niż na  odkształ-
cenia z powierzchni. W takim  przypadku  również  ę  =  O(#2) w (5.1)  i w ramach  tych
samych  oszacowań  zależ noś ci  (5.1) -  (5.3) moż na uproś cić odrzucając  człony podkreś lone.
Zauważ my, że dopiero w tym przypadku Q — d> + 0(?7#), czyli obrót skoń czony  pokrywa
się , z  obrotem  zlinearyzowanym,  stosowanym  w liniowej  teorii  powłok.

Przy  założ eniu  duż ych  obrotów  otrzymamy

<p = ()(/ # )  ^

Składowe tensora odkształcenia yap mają   pełną  postać  (2.5), natomiast dla  składowych
otrzymamy [7]

(5.5)  K«0  =   - ^

"2 (ytf ^~- Ą <P*<Pdbia)ifi~bja>la)  +

Wprowadzając  (2.5)  oraz  (5.5)  do  (3.1)  otrzymamy  wektorowe  równania  równowagi
(3.4), gdzie

(5.6)

-  +

- IM [   aa+

3  Mech. Teoret.  i  Stos.  2/80
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[f  1  ~

Jeż eli  dookoła  normali  dopuszczone  są   umiarkowane  obroty,  to  w  (5.4)2  95 =  (#)
i  w  zależ noś ciach  (5.5)  oraz  (5.6)  moż na  opuś cić  człony  podkreś lone  linią   cią głą.  Gdy
dookoła  normali  dopuszcza  się   tylko  małe  obroty  to  ę   — O(#2)  i  (2.5)  upraszcza  się
do  postaci

(5.7)  j y j  j

natomiast  w  (5.4)3  i  (5.5)  moż na  jeszcze  dodatkowo  opuś cić  człony  podkreś lone  linią
falistą .  Wprowadzając  tak uproszczone miary  odkształcenia powłoki do  (3.1) otrzymamy
(3.4),  gdzie

(5.8)  GN"  ^

J
Postać  równań  równowagi  w  składowych  w  bazie  aa,  n jest  oczywista.

6.  Ogólna  teoria  obrotów  skoń czonych  w powłokach

Przy  formułowaniu  udokładnionych zależ noś ci  nieliniowej  teorii  powłok  nie  wolno
już  stosować  wię zów K.- L, ponieważ nawet w opisie  deformacji  mogłoby to doprowadzić
do  zauważ alnych  bł ę dów.

Podczas  deformacji  powłoki jako  ciała  trójwymiarowego  wektory  bazy  przestrzennej
na  powierzchni  ś rodkowej  Jl  powłoki  w  konfiguracji  odniesienia  aa  =  (aa, n),  a —
=  1, 2, 3,  deformują   się   w wektory  bazy  przestrzennej  ua  na powierzchni odkształconej
Jl  =  %{M). W  szczególnoś ci,  wektor  a3  s  n  po  deformacji  przechodzi  w  wektor  a3,
który  nie jest  na  ogół   ani jednostkowym  ani prostopadłym do  Jt,  a3  #  n.  Wektory  aa

oraz aa  okreś lają   składowe przestrzennych  tensorów metrycznych aab  — aa-   ab  oraz aab  =
=   aaab.

Wektor  przemieszczenia  v  dowolnej  czą stki  powłoki ma  postać  szeregu

(6.1)  v  =   u+CP+...,  p  = «3- «  = ySaa
a+/3«,

gdzie,  w  ramach liniowego  przybliż enia,  wystę pują   dwa  niezależ ne parametry przemiesz-
czenia  «  i  p.

Teorię   deformacji  powłoki,  przy  założ eniu  liniowoś ci  przemieszczeń,  szczegółowo
podano  w  [5].  Tutaj  przedstawimy  niektóre  zależ noś ci  dotyczą ce  głównie  obrotowej
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czę ś ci  deformacji  [10],  które  uzyskuje  się analogicznie jak w p. 2, jedynie  zależ noś ci wy-
nikowe  są bardziej  skomplikowane.

N a  powierzchni  ś rodkowej  okreś lony  jest  ś cisły  tensor  gradientu  deformacji

(6.2)  G =  aa®a",  G'1  =  «0® aa,  '

poprzez  który  zdefiniowane  są miary  odkształ cenia powł oki

(6.3)

fi  =  ±- (GTI TkG- b2),  I   =   - fl3ifl

W  ramach liniowego  przybliż enia  (6.1)Ł  miary  odkształ cenia (6.3) są funkcjami  kwadra-

towymi  u i P oraz  ich  gradientów.  Jednakże  tylko  skł adowe yab  oraz  niaPi  =  - yÔ  +  71^

wystę pują  jako  niezależ ne,  natomiast  fi jest  wyraż alne  przez  y i n  oraz  T C 3 / 3 l =  y3 3 i / 3.

Stosując  do (6.2)  twierdzenie  o rozkł adzie polarnym  (3.1)  moż na  okreś lić  Lagrange'-
owską  przestrzenną  bazę  poś rednią  aa =  Uaa  i  zmodyfikowany  tensor  odkształ cenia
y =  U—l, poprzez  które  wyraż amy  tensor  obrotu  skoń czonego  R  oraz  wektor  obrotu
skoń czonego  ii   gł ównych  kierunków  odkształ cenia  wedł ug  nastę pują cych  wzorów:

(6.4)  R =  aa®aa  =

(6.5)  2*2 =  eabc(da  •  ab)ac  = aa

Zależ noś ci  te są niewymiernymi  funkcjami  u i  /?.
Róż niczkując  Q  otrzymamy  (2.11),  gdzie  teraz

(6- 6)  kp^e^iy^.^- A^Yaf,  Aeaf)  =  ^aBhyegyah.p,

natomiast  ( ).fl  jest  przestrzenną  pochodną  kowariantną,  obliczoną  na Jt  przy  pomocy
aab.  W szczególnoś ci  yafi;3  — n^  ̂+ b^y^Ą - b^y^,  co pozwala  rozwią zać  zależ ność (6.6)
wzglę dem  7rtB/9>  otrzymując

(6.7)  jr (o(J)  =- j(e3a!ikll  + emka)- ak- ~(b^y ̂ + bKpy><a)- baf1yi3  +

co  razem z  (2.12)2  daje  ś cisłe  wyraż enie  %(ap) poprzez  ii   oraz  yab.
Wprowadzając  (6.6)  do (2.14)  otrzymamy  trzy  ś cisłe  równania  cią gł oś ci  odkształ ceń

wyraż one  poprzez  yab  oraz  nia/ 1),  które  zapewniają  istnienie  parametrów  przemieszcze-
nia  H i fi.

W  rozważ anym  ogólnym  przypadku  deformacji  powł oki, prostokreś lna  powierzchnia
brzegowa  d&,  prostopadła do Jl  i  okreś lona  wektorem  p(s, £) =  r(s) + Cn(s),  deformuje

3*
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się   w  powierzchnię   d0>,  która  nie jest  na ogół   ani  prostokreś lna ani prostopadła do  Jt
wzdłuż krzywej  # =   %($).  W  otoczeniu  (6  dla wektora  wodzą cego  p  =  x(p)  mamy roz-
winię cie

(6.8)  p(s,  0  =   F

które  przybliża  di1  pewną   powierzchnię   prostokreś lna  okreś loną   przez  liniową   czę ść
(6.8).  Ortonormalna  trójka  wektorów  *, n,  v  deformuje  się   w  trójkę  ukoś noką tną  at =

=   t + ——, a3  — «+ / ?, «„  = 3t xa3  o  długoś ciach
as

at  =  \at\   = |/ l+ 2y„ ,  tf3  =   \h\ = |/ l+ 2y3 3,
( 6 9 ))  5,  -   \av\   -

gdzie yt t ł   y3 (,  y33  są   fizycznymi  składowymi odkształcenia na brzegu  powłoki. Wprowa-
dzając  wektor

(6.10)  am  =avxat  = afi3- 2y3tut,  am  =  a„a t,

moż na  pokazać,  że deformacja  wersorów  t, n, v w  «,,  a,„, a,, składa się   z  ich odpowied-
niego  rozcią gnię cia  (6.9)  i  (6.10)  oraz  dwóch  kolejnych  obrotów  skoń czonych.  Obroty
te  mogą   być  zastą pione  jednym  równoważ nym  obrotem  skoń czonym,  wykonywanym
przy  pomocy  tensora Rt  lub wektora  Qt,  okreś lanych  poprzez u  i  fS  zgodnie z  zależ noś-
ciami

(6.11)

Róż niczkowanie Qt  prowadzi  do zależ noś ci  (2.17), gdzie dla składowych kt otrzymano
ś cisłe wzory  poprzez  miary  odkształcenia yab  oraz

t  -   - -̂ =-   l /
avam  L  r

(6.12) 1

- knt  =  Ĵ
avut

Yabc  =   ya

Powierzchnię  prostokreś lna  okreś loną   przez  liniową   czę ść  (6.8)  moż na  zadać jedno-
znacznie zadając  wartoś ci u oraz fi na <€. W  [5] pokazano, że zadanie Qt  oraz ytt,  y3i,  y3z
lub  kt  oraz  yef,  y3 t,  y3 3  również  okreś la  tę  powierzchnię   w  sposób  uwikłany,  z dokład-
noś cią   do sztywnego przesunię cia  lub sztywnego ruchu w przestrzeni. W  ten sposób  rów-
nież  w  ogólnym  przypadku  deformacji  powłoki  zostały  sformułowane  kinematyczne
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i  deformacyjne  warunki  brzegowe,  umoż liwiają ce  formuł owanie  ogólnych  zagadnień
nieliniowej  teorii  powł ok  w  odpowiednio  zmodyfikowanych  zmiennych  niezależ nych.

Podane  tutaj  zależ noś ci,  wynikają ce  z  obrotowej  czę ś ci  deformacji,  są   trój wymiar owo
ś cisłymi  na  powierzchni  ś rodkowej  powł oki,  gdyż  uwzglę dnienie  wyż szych  wyrazów
rozwinię ć  (6.1)j  oraz  (6.8)  nie  zmieni  kierunku  a3  stycznej  do  zdeformowanego  wł ókna
materialnego obliczonej n a ^.  Stąd też odpowiednie wzory dla róż nych wariantów  uprosz-
czonych  wynikają   z  tych  zależ noś ci  jako  przypadki  szczególne.  W  szczególnoś ci,  ł atwo
zauważ yć,  że  nakł adając  wię zy  K- L  (tzn.  przyjmując  TC(a/5) =   %aP,  y3a  =  y3 3  =  7r3a  =  0,
a3  -   it)  z  tych  ś cisł ych  zależ noś ci  otrzymamy  odpowiednie  wzory  podane  w  p.  2.  Inne
uproszczenia  tych  zależ noś ci  dla  teorii  geometrycznie  nieliniowej,  dla  teorii  pierwszego
przybliż enia  powł ok  sprę ż ystych  oraz  przejś cia  graniczne  do  liniowej  teorii  powł ok  typu
Reissnera  i  klasycznej  liniowej  teorii  powł ok  dyskutowane  są   w  [5,  10].

7.  Uś ciś lone zależ noś ci  teorii  geometrycznie nieliniowej  dla  powłok  sprę ż ystych

Dwuwymiarowe  równania  ruchu  w  opisie  Lagrange'a  oraz  odpowiednie  warunki
brzegowe  i  począ tkowe,  spójne  z  (6.1)i,  moż na  uzyskać  albo  drogą   bezpoś redniego  cał-
kowania po gruboś ci powł oki lokalnych równań ruchu oś rodka cią głego w opisie  Lagrange'a
[55],  lub  stosując  zasadę   H amiltona  [5].  W  rezultacie  otrzymamy  nastę pują cy  ukł ad
równań  ruchu

(GMp)w- GN3  + l  =

gdzie

GN"  =  Qabaa,  Qab  -   Nab  +   (G ?A +  aacyc3X)  ,
( 7 - 2)  GM"  =   JiaPaa,  R"" =   M"? + (Gh  +  a'"yc3X)  KKp.

Tutaj  Nah,  Mah  i  Ka&   są   skł adowymi  Lagrange'owskich  sił   wewnę trznych  i  momentów

jgo  j  2s°  rzę du, / jest  wektorem  momentów powierzchniowych,  Qo,  Qi,  Q2  są   charakterysty-

kami  bezwł adnoś ciowymi  powł oki,  (  )  s  —-   oraz  G%n są   przestrzennymi  symbolami

Christoffela  na  Ji.
Rozkł adając  (7.1)  w  bazach  konfiguracji  odniesienia  aa,  konfiguracji  aktualnej  aa

lub też w bazie poś redniej  aa  uzyskano w  [5] pię ć róż nych postaci ukł adów równań cał kowi-
cie  wyraż onych  poprzez  wielkoś ci  Lagrange'owskie.  Każ da  z  tych  postaci  posiada  cechy
szczególne,  które mogą   mieć znaczenie przy  ich wykorzystaniu.  W  szczególnoś ci  skł adowe
równań  równowagi  (7.1)  w  bazie  aa  mają   postać

(7.3)
]/ '̂ P *  -  0,



186  W.  PlETRASZKIEWICZ

- = - / • - 0.

(7.3)

Jest  to  tzw.  mieszana  postać  równań  równowagi,  nie  zawierają ca  w  sposób  jawny
skł adowvych  gradientu  deformacji,  co predystynuje  tę   postać do  rozwią zywania  zagadnień
formuł owanych  poprzez  wielkoś ci  deformacyjne.

Podstawą   uś ciś lonych  wariantów  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powł ok  sprę ż ystych,
wychodzą cych  poza  pierwsze  przybliż enie  dyskutowane  w  p.  4,  musi  być  konsekwentnie
uś ciś lona  postać  funkcji  energii  sprę ż ystej  powł oki. Po  rozwinię ciu  trójwymiarowej  funkcji
energii  materiału  sprę ż ystego  w  szereg  wzglę dem  t.  i  odpowiednim  scał kowaniu  go  po
gruboś ci  otrzymamy  ś cisłą   dwuwymiarową   funkcję   energii  sprę ż ystej  powł oki  w  postaci
szeregu  nieskoń czonego  wzglę dem  potęg  (małej)  gruboś ci  powł oki.  Zakł adając  mał ość
odkształ ceń  i  wykorzystując  ś cisłe  oszacowania  skł adowych  stanu  naprę ż enia  podane
przez  Johna  [49],  moż na  oszacować  rzą d  wielkoś ci  wszystkich  czł onów  tego  szeregu
nieskoń czonego.  W  wyniku  otrzymano  [5,1] nastę pują cą   postać  uś ciś lonej  funkcji  energii
sprę ż ystej  powł oki

\ ~i  h  a,  I   "  h2

t  —J  J,  \  IZ

gdzie  H  jest  ś rednią   krzywizną   powierzchni'  Jt,  k2  =  5/6,  I 2  — 7/10-  natomiast  tensory
sprę ż ystoś ci,  w  przypadku  materiału izotropowego,  okreś lone  są   przez  (4.2)  oraz

(7.5) ^

Li"3"  =  - jfĄ - r- d"1-1 —v  J  2(1+ )̂

Skł adowe  Tc(ajS)  moż na  wyrazić  przez  xap  otrzymując

(7.6)

Jeż eli  wprowadzimy  (7.6)  do  (7.4)  ł atwo  zauważ yć,  że  w  ramach  bł ę du  O(Eh7]2& 2)  za-
leż noś ć  ta  rzeczywiś cie  zredukuje  się   do  energii  sprę ż ystej  (4.1)  teorii  pierwszego  przy-
bliż enia.

Wyraż enie  (7.4)  moż na  nazwać  konsekwentnym  drugim  przybliż eniem  do  energii
odkształ cenie  powł oki.  Uś ciś la  ono .wyraż enie  (4.1),  zachowując  w  sposób  konsekwentny
również wszystkie czł ony  drugorzę dne, ujmują ce  dodatkową   energię   sprę ż ystą   od ś cinania,
od  zmiany  krzywizny  wynikają cej  ze  ś cinania  oraz  dodatkową   energię   sprę ż ystą   od  róż-
nych sprzę ż eń  mię dzy odkształ ceniami bł onowymi, gię tnymi, ś cinają cymi  a  także poprzecz-
nymi,  uję tymi  w  zmodyfikowanych  tensorach  sprę ż ystoś ci  H i H , .
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W  wielu  pracach  oraz  monografiach  proponuje  się  uś ciś loną  teorię  opartą  o  trzy
pierwsze  czł ony w wyraż eniu  (7.4). Jest jednak  oczywiste,  że  dla  powł ok  o sł abej  anizo-
tropii  uwzglę dnienie  tylko  jednego  spoś ród  pię ciu  czł onów  dodatkowych  nie  może pro-
wadzić  do wyników globalnie  dokł adniejszych  od uzyskiwanych  z  teorii  pierwszego  przy-
bliż enia,  aczkolwiek  dla  wybranych  zadań  i  w  niektórych  obszarach  powł oki  wyniki  te
mogą  rzeczywiś cie  okazać się bliż sze rozwią zaniu  trójwymiarowemu.  Jednakże  dla innych
zadań lub w innych obszarach taka „uś ciś lona" teoria może prowadzić nawet do wyników
gorszych  od  uzyskiwanych  z  teorii  pierwszego  przybliż enia.

Róż niczkując  wyraż enie  (5.7)  wzglę dem  odpowiednich  powł okowych  miar  odkształ-
cenia  otrzymamy  uś ciś lone  równania  konstytutywne  wraz  z  oszacowaniem  ich  bł ę du
[U] , np.

(7.7)  N#  £ £ * " " [ +   f ( 2 f f ) ]   +

Równania  konstytutywne  mogą  być  wykorzystane  do  sformuł owania  uś ciś lonej  geo-
metrycznie nieliniowej  teorii powł ok w miarach odkształ cenia y„ 6oraz K(a/ )).  Rzeczywiś cie,
podstawiając  je do (7.3), oraz dokonując  odpowiednich oszacowań  i uproszczeń  [5] otrzy-
mamy  sześć  równań  wzglę dem  yab  i  7T(a/3),  które  uzupeł nione o  trzy  warunki  cią gł oś ci
odkształ ceń wynikają ce  z uproszczenia  (2.14) i (6.6) okreś lają  dziewięć  równań  wzglę dem
dziewię ciu  niewiadomych  skł adowych  miar  odkształ cenia.  Odpowiednie  deformacyjne
warunki  brzegowe  wynikają  z  uproszczenia  zależ noś ci  (6.12),  natomiast  uś ciś lone  natu-
ralne warunki  statyczne,  energetycznie  spójne  z  deformacyjnymi,  nie zostały jeszcze  dla
tego  ogólnego  przypadku  skonstruowane.

8.  N iektóre problemy  teoretyczne wymagają ce  dalszych  badań

Wyniki  referowane  w  niniejszej  pracy  wył aniają  szereg  dalszych  problemów  o  cha-
rakterze  podstawowym,  dokł adniejsze  zbadanie  których  może  doprowadzić  do  interesu-
ją cych  poznawczo  i  waż nych  praktycznie  wyników.  Wskaż my  tutaj  na  niektóre  z  tych
problemów  do  rozwią zania  w  przyszł oś ci.

Przy  znanych  wartoś ciach  parametrów  przemieszczenia  wyznaczanie  miar  odkształ-
cenia,  parametrów  obrotu  skoń czonego,  wektora  zmiany  krzywizny  oraz  parametrów
deformacyjnych  brzegu  sprowadza  się do operacji  róż niczkowania.  Znacznie trudniejszym
jest  zadanie  odwrotne — wyznaczenie  skł adowych  przemieszczenia  gdy  znane  są  skł a-
dowe miar odkształ cenia lub nawet wyznaczenie  parametrów obrotu skoń czonego. W  za-
gadnieniach  nieliniowej  teorii  powł ok  problemy  te  sprowadzają  się  do  rozwią zania
ukł adu  równań  róż niczkowych.  Struktura  równań  (2.11)  jest  analogiczna  do  równań
ruchu ciała sztywnego  dookoła punktu stał ego i na drodze wykorzystania  wyników uzyska-
nych  w  mechanice  analitycznej  [71]  moż na  spodziewać  się  rozwią zania  tego  zadania
również  dla powł ok.

W  ramach  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powł ok  nie  zostały  dotychczas  podję te
problemy  wydzielenia  osobliwoś ci  rozwią zań  zwią zane  z  obcią ż eniem  skupionym  lub
osobliwoś cią  geometrii  powł oki, jak  też  zwią zane  z tym  zagadnienia  rozwią zań  powł ok
o  obszarach  wielospójnych.
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W  zagadnieniach  liniowej  teorii  powłok  rozwią zania  takie  są   konstruowane  [56,  57]
poprzez  całki  krzywoliniowe,  zawierają ce,  pochodne przemieszczenia  i  zlinearyzowanego
wektora  obrotu. Wydaje  się  wię c, że korzystając  z zależ noś ci  teorii obrotów skoń czonych
na  brzegu  powłoki  moż naby  uzyskać  podstawowe  zależ noś ci  niezbę dne do  poprawnego
formułowania  i  rozwią zywania  tego  typu  zagadnień  również  w  ramach nieliniowej  teorii
powłok.

Uzyskanie  rozwią zania  numerycznego  podanych  tu  zależ noś ci  geometrycznie  nie-
liniowej  teorii  powłok  na  ogół   wymaga  zastosowania  metod  numerycznych  opartych
0 wariacyjne  sformułowanie  zagadnienia. W literaturze jest wiele rozwią zań  analitycznych
1  numerycznych,  opartych  o  zasady  wariacyjne,  uzyskanych  głównie w  ramach  najprost-
szego  wariantu  teorii  powłok  typu  Donnella- Musztari- Własowa, np.  [58 -  61].  Celowym
jest  jednak  opracowanie  róż nych  zasad  wariacyjnych  w  ramach  mniej  ograniczają cych
założ eń  geometrycznie  nieliniowej  teorii  powłok przy umiarkowanych, duż ych oraz skoń-
czonych obrotach. Chodziłoby tu nie tylko  o skonstruowanie zasad wariacyjnych  okreś la-
ją cych  stacjonarność  funkcjonału  [70, 72], lecz  głównie  o skonstruowanie  ekstremalnych
zasad  dualnych  i  podanie  zakresu  ich  stosowalnoś ci.  Mogą   tu  być  pomocne niektóre
wyniki  uzyskane  ostatnio  w  nieliniowej  teorii  sprę ż ystoś ci  [62 -  65].

Dotychczas  znane  rozwią zania  zadań  nieliniowej  teorii  powłok  sprę ż ystych  oparte
są   o warianty  równań,  w których  czę ść  obrotowa  deformacji  została z góry  ograniczona.
Przykład  nieliniowej  deformacji  wycinka  kuli  podany w  [66] wskazuje,  że uzyskane w ten
sposób  rozwią zanie  może  okazać  się   niespójnym  z  przyję tymi  założ eniami wyjś ciowymi.
Celowe  jest  wię c  wykonanie  szeregu  testowych  przykładów  numerycznych  dla  prostych
geometrii  powłok  (np.  czasza  kulista,  cylinder,  stoż ek  etc.)  opartych  o  pełne  równania
teorii  geometrycznie  nieliniowej  oraz  o  równania  przy  ograniczonych  obrotach.  Dla
najprostszych  zadań  jednowymiarowych  celowe  byłoby  również  wykonanie  obliczeń,
przyjmując  kolejno  w, albo  Q  i  ya?  lub  też yK|3  i  %  ̂jako  zmienne niezależ ne oraz prze-
dyskutowanie  zalet  i  wad  rozwią zania  przy  róż nych układach  zmiennych oraz  powią zań
mię dzy  nimi.

W  dotychczasowej  literaturze  warunki  ograniczają ce  parametry  zwią zane  z obrotem
elementów materialnych zawsze były stosowane jedynie  w ramach teorii małych odkształ-
ceń.  Poprzez  rozkład  polarny  (2.3)i  odkształcenie  i  obrót  zostały  ś ciś le  rozdzielone.
Istnieje  wię c  moż liwość  zbudowania  również  konsekwentnie  uproszczonej  teorii  umiar-
kowanych  lub  duż ych  odkształceń przy  ograniczonych obrotach.

W  ramach  teorii  drugiego  przybliż enia  interesują ce  byłoby  okreś lenie  warunków
dodatkowych,  przy  których  tylko jeden  spoś ród  pię ciu członów drugorzę dnych  wystarcza
do  uzyskania  wyników uś ciś lonych  w stosunku do teorii pierwszego  przybliż enia. Dotyczy
to  w  szczególnoś ci  warunków,  przy  których  wystarcza  uwzglę dnienie  tylko  dodatkowej
energii  sprę ż ystej  od  ś cinania,  gdyż  takie  właś nie  uś ciś lone  warianty  są   najczę ś ciej  sto-
sowane.
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P  e 3 K>  M e

HEKOTOPBIE  IIPOEJIEMBI   HEJIHHEHHOH  TEOPHH  OBOJIO^EK

B  paGoTe  flaH  o63op  HeKOToptix flocTH>KeHHH B HeuKHeftHoft  TeopHH o6ojioyeK  nonyqeH H bix  B  n e-

pnofl  1975—1978,  c  OCO6OH  CCMJIKOH  Ha pesyjitTaTbi  nojiytienHbie  aBTopoM.  B  pamitax  HejiHHeftHoii

TeopHH  TOHKHX  o6ojio*ieK  paccMOTpeHbi  cjieayiomHe  npo6jieMbi:  TeopHH KOH e^stix  noBopoTOB,  pa3Hbie

reoirteTpntiecKHX  KpaeBbix  ycnoBini  a  SH eprem^ecKH  coraaccoBaH H tix  cTaTK^ecioix  rpaHHxrHbix

pa3Hbie  npeflCTaBjieHHH  ocHOBHbix  ypaBHeHHH  B JlarpanweBOM,  onucaiiHH  H H X ynpomeH ne

B  cjiyqae  Majioii  ynpyroft  fledpopMaiiHH,  a TaioKe  B cn yiae  flonojiHHTejiBHoro  orpaHH^ieHHH  noBopoTOB.

C(popMyjinpoBaHbi  ocuoBHbie  3aBHCHMOCTH oSmeft  Teoproi  KOHe*lHbix  nosopoTOB  B  oSojiotlKax.  r ipH -

Be^eHa  yio^nieHHaH  (popiwyna  BToporo  npn6jiH>KeHna  K  ynpyro ii  aneprHH  fledoopMaiiHH  o6ojiotiKn

H cooTBeTCTBeiiHLie  yTOTmeHHbie  flByxMepHbie  ypaBHeHHH paBHOBecHH H  onpeflejiJiiomHe

B  saKJnotieHHH  o6cyH<AeHH  HeKOTopŁie  HepemeHHbie  npoGjieMbi  HejiHHeiiHofi  i e o p nn  o6ojiOTeK.

S u m m a ry

SOME  PROBLEMS  OF  THE  NON- LINEAR  THEORY  OF  SHELLS

The paper contains a revue of some advances  in the non- linear theory of shells in the period 1975—- 1978

with  particular  reference  to  the new  results  obtained  by  the author.  Within  the non- linear  theory  of  thin
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shells the following topics are discussed:  the theory of finite  rotations, various  forms of geometric boundary
conditions  and  energetically  compatible static boundary  conditions, various  representations  in the Lagran-
gean  descrioption and  the consistent simplification  of  the equations  in  the case  of  small  elastic strain and
for  additionally  restricted  rotations. Basic  relations  of  the general  theory  of  finite  rotations  in shells are
presented. A  consistent second  approximations refined  two- dimensional equilibrium  equations and consti-
tutive relations are presented. Finally, some unsolved problems of  the non- linearJheory of shells are pointed
out.
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