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1. Wstęp

W  pracy  [2] przedstawiono  oryginalną   modyfikację   zastosowania  metody uś redniania
poprawek  funkcjonalnych  do  przybliż onego  rozwią zywania  równania  róż niczkowego
typu  parabolicznego  opisują cego  nieizotermiczny  przepływ  cieczy  newtonowskiej. Umo-
ż liwia  ona  aplikację   wymienionej,  analitycznej  metody  przybliż onej  rozwią zania  równań
róż niczkowych  bez  koniecznoś ci  wprowadzania  poję cia  „gł ę bokoś ci  wnikania  ciepł a"
(np.  przy  rozwią zywaniu  równania  przewodnictwa  cieplnego).  Tę   konieczność  ominię to
w pracy  [2] przez wykorzystanie  do obliczania wartoś ci począ tkowych  (stałych całkowania)
warunku polegają cego  na spełnieniu postulatu minimum całki z kwadratu  odchylenia.

W  pierwszej  czę ś ci  niniejszej  pracy  przedstawiono  propozycję   zastosowania  metody
uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  w  obrazie  przekształ cenia  całkowego  Laplace'a.
Wykazano,  że w ten sposób  eliminuje  się  konieczność wyznaczania wartoś ci  począ tkowych
z  dodatkowych  postulatów.  Powracając  nastę pnie  do  dziedziny  oryginału,  otrzymano
poszukiwane  pole  temperatury  w  ustalonym,  laminarnym  przepływie  nieś ciś liwej  cieczy
newtonowskiej  przez  prostoosiową   rurę   kołową ,  w  pierwszym  i  drugim  przybliż eniu.
Podano również  sposób  konstruowania dowolnego,  / j- tego  przybliż enia.

W  drugiej  czę ś ci  pracy  przedstawiono  odmienny wariant  zastosowania  metody uś red-
niania  poprawek  funkcjonalnych  do  tego  samego  zagadnienia  brzegowego,  w  którym
wykorzystano,  do  wyznaczania  wartoś ci  począ tkowych,  postulat  minimum  całki  z  od-
chylenia.  Wykazano,  że  w  obu  przypadkach  otrzymuje  się   identyczne  postacie  funkcji
przybliż onej  opisują cej  pole  temperatury.  W  ten  sposób  udowodniono, że  zastosowanie
metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  w  obrazie  przekształ cenia  całkowego
Laplace'a  determinuje  automatycznie  wybór  kryterium,  z  którego  należy  wyznaczyć
wartoś ci  począ tkowe  w  przypadku  nie  stosowania  transformacji  Laplace'a.  W  oparciu
o  konkretny  przykł ad  liczbowy  wykazano,  że  zastosowana  w  pracy  modyfikacja  metody
uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  daje  wysoki  stopień  aproksymacji  rozwią zania
dokł adnego już  w  drugim  przybliż eniu.

Nastę pnie  porównano  rozwią zanie  przybliż one  równania  róż niczkowego  omówionego
w  pracy  [2] w  przypadkach,  gdy  do wyznaczania  wartoś ci  począ tkowych  stosuje  się   dwa
kryteria,  a  mianowicie:  postulat  minimum  całki  z  odchylenia  oraz  warunek  minimum
całki  z  kwadratu  odchylenia.  Stwierdzono,  że  nieco  wyż szy  stopień  dokładnoś ci  apro-
ksymacji  otrzymuje  się   w  przypadku  zastosowania  postulatu  minimum całki  z  kwadratu
odchylenia.
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Oznaczenia

a  =  współczynnik  wyrównania  temperatury,

A  =   RVTPe  parametr

C  stała
d  ś rednica  rury

N u  liczba  Nusselta  (4.3),
p  zmienna  zespolona,

w •  R  a

p e  a=   liczba  Pecleta,
a

9i(X),q2(X),  • • • ,9,iW  współczynniki  funkcyjne  (parametry  swobodne),
qs  strumień  ciepła  na  ś ciance  rury,
q*  bezwymiarowy  strumień  ciepła  na  ś ciance  rury,

r  współ rzę dna  promieniowa,
R  promień  rury,
t  temperatura,

ts  temperatura  ś cianki  rury,
t0  temperatura  począ tkowa,

T  =  —  bezwymiarowa  temperatura,

w(q)  prę dkość  lokalna  cieczy,
w  prę dkość  ś rednia,
x  współ rzę dna  osiowa,

1  x
X  — —  —  bezwymiarowa  współ rzę dna,

.iTC  iV

Xx  =   2X  bezwymiarowa  współ rzę dna,

V( = —•   osiowy  gradient  temperatury  na  ś ciance  rury,

G  = —- 5-   bezwymiarowa  temperatura,
A

0  temperatura  ś rednia,
/ •

Q =  —  bezwymiarowa  współ rzę dna  promieniowa.
K

2.  Przedstawienie  proponowanej  modyfikacji

Jak  wiadomo  [1, 2],  metoda  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  jest  analityczną,
wewnę trzną   metodą   przybliż oną   rozwią zywania  równań  róż niczkowych,  cał kowych
i  róż niczkowo- całkowych,  której  idea  przewodnia  polega  w  ogólnoś ci  na  zastą pieniu
samej,  poszukiwanej  funkcji  (lub  jej  pochodnej),  cią głej  w  pewnym  obszarze,  przez  jej
ś rednią   całkową   w  tym  obszarze.  Omawiana  metoda wykazuje,  w  porównaniu  z  innymi
analitycznymi  metodami przybliż onymi,  nastę pują ce  zalety:
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a)  wzglę dna  ł atwość  wyznaczania  funkcji  aproksymują cej  rozwią zanie  ś cisłe,

b)  moż liwość  wyznaczania  dowolnego, rc- tego przybliż enia.  Warto  przy  tym  dodać,
że  wyznaczona  w  pierwszym  przybliż eniu  funkcja  aproksymują ca  nie  ulega  zmianie przy
konstruowaniu  nastę pnego  przybliż enia  (podobnie  w  metodzie  Kantorowicza,  zmody-
fikowanej  przez  Kerra  [3]),

c) eliminuje  intuicyjny  wybór  funkcji  aproksymują cej  rozwią zanie  ś cisłe.

Poniż ej  przedstawiono  ideę   przewodnią   proponowanej  modyfikacji  zastosowania
metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  na  przykładzie  równania  róż niczkowego,
opisują cego  pole  temperatury  w  ustalonym,  laminarnym  przepływie  nieś ciś liwej  cieczy
newtonowskiej  przez  prostoosiową   rurę   kołową .  To  równanie  otrzymuje  się   z  ogólnych
równań  opisują cych  ruch cieczy  lepkiej  [4, 5], tj.  równania  energii, pę du  i  cią głoś ci,  przy
nastę pują cych  założ eniach  upraszczają cych:

1) nieś ciś liwa  ciecz newtonowska  przepływa  ustalonym  ruchem laminarnym przez prosto-
osiową   rurę   kołową ,
2) własnoś ci fizyczne  (rj,  X,  Q, C)  cieczy nie zależą   od temperatury,
3) brak jest wewnę trznych ź ródeł  ciepła  (pomija  się  dysypację  energii przepływają cej  cieczy,
wywołaną   tarciem  wewnę trznym),

4) przepływ  ciepła  w  kierunku  promieniowym jest  znacznie intensywniejszy  niż przepływ
ciepła w  kierunku  osiowym,

5) pomijamy  wpływ  pola  jednostkowych  sił   masowych.
Przedmiotowe  równanie  róż niczkowe  przyjmuje  w  omawianym  przypadku  postać  [2]:

zaś  warunki  brzegowe  zapisują   się   nastę pują co:

(2.2)  J f < 0,  0 <  g  <  1 => f  =  r0

(2.3)  X  >  0,  Q =  I   =>  t  =  ł o+AX

(2.4)  X>0,  g  =  0 = > - ^ - =0

Przeję cie  warunku  brzegowego  w  postaci  (2.3)  wynikł o  z  koniecznoś ci  porównania
otrzymanego  poniż ej  rozwią zania  przybliż onego  z  rozwią zaniem  ś cisłym,  zawartym
w  pracy  [7].

Równanie róż niczkowe  (2.1) wraz z warunkami brzegowymi  (2.2), (2.3), i (2.4) poddane
zostanie  przekształ ceniu  cał kowemu  Laplace'a  po  zmiennej  bezwymiarowej  X.  Po  jego
wykonaniu,  transformaty  współczynników  funkcyjnych  q1}  q2,  • • •  zostaną   wyznaczone
za  pomocą   metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych.  Warto  tutaj  zaznaczyć,  że
omawiana  metoda nie była dotychczas  stosowana  w  podobnym  przypadku.  W  dostę pnej
dla  autorów  literaturze z  tego  zakresu  wykorzystano  wprawdzie  transformację   Laplace'a,
ale przekształ cone równanie  rozwią zywano  nastę pnie metodą  Galerkina  [6, 7, 8, 9]. Po raz
pierwszy  zaproponował   powyż szą   technikę   WEIN ER  [6]  do  przybliż onego  rozwią zania
równania  przewodnictwa  cieplnego.  Ten  sam  tok  postę powania  stosowano  nastę pnie
w  pracach  [7, 8, 9].
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Po  wyznaczeniu  za  pomocą   omawianej  metody  współ czynników  funkcyjnych  w dzie-
dzinie  obrazu  przekształ cania  cał kowego  Laplace'a,  zastosujemy  nastę pnie  odwrotne
przekształ cenie  Laplace'a  otrzymując  poszukiwane  rozwią zanie  przybliż one  w  dziedzi-
nie oryginału. Warto już w tym miejscu podkreś lić, że zastosowanie  transformacji  Laplace'a
do  omawianego  zagadnienia  umoż liwi  wyznaczenie  współczynników  funkcyjnych,  a  na-
stę pnie pola  temperatury  bez  koniecznoś ci  okreś lania  wartoś ci  począ tkowych  z dodatko-
wych  postulatów.

Po  wykonaniu  przekształ cenia całkowego  Laplace'a  równanie  (2.1) przyjmuje  postać:

Q  8,

zaś  warunki  brzegowe  (2.3)  i  (2.4) zapisują   się   nastę pują co:

t0  ,  A
(2.6)

(2.7)

T(Q,P)

=  o
0 = 0

Izie:

(2.8) t(e,p). =

Równanie  róż niczkowe  (2.5)  przy  warunkach  brzegowych  (2.6)  i  (2.7)  rozwią zane
zostanie  za  pomocą   metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych.  Zgodnie  z  jej  ideą
przewodnią,  aproksymuje  się   równanie  (2.5)  w  pierwszym  przybliż eniu,  nastę pują cym
równaniem:

(2.9)  2(1 - Q2)pq%  - 2(1 -

gdzie:

(2.10)  qx  . tt-   Qdo.

Po  dwukrotnym  scał kowaniu  równania  (2.9) wzglę dem  zmiennej  g  otrzymuje  się   pier-
wsze przybliż enie  pola  temperatury w postaci:

h =  {^e2- Y

Wystę pują ce  w  równaniu  (2.11)  transformaty  współ czynników  funkcyjnych
qi3  wyznacza  się  w oparciu o warunki brzegowe  (2.6) i  (2.7).  Otrzymujemy:

(2.12)
Ł.i  =  0

-   =  1<L  +  sL
P  "

3  _
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Podstawiając  (2.12)  do  (2.11)  znajdziemy

( 2 . 1 3)  h  =  i ( i - * ) ? 4 2 i  4 4

Celem  wyznaczenia  niezdeterminowanej  transfomaty  współczynnika  funkcyjnego  qt

podstawiamy  (2.13)  do  (2.10).  Po  wykonaniu  całkowania  (2.10)  oraz  po  pewnym  upo-
rzą dkowaniu  otrzymuje  się :

1
- r-

(2.14)  ft  -

Nastę pnie  podstawiamy  (2.14)  do  (2.13)  uzyskując  pierwsze  przybliż enie  pola  tem-
peratury w płaszczyź nie obrazu przekształcenia Laplace'a:

I

Powracając  za  pomocą   tablic  transformat  [10]  do  dziedziny  oryginału  otrzymujemy
poszukiwane  pole  temperatury  cieczy  w  pierwszym  przybliż eniu:

(2.16)  tt(sX)c  -

W  celu  podwyż szenia  stopnia  dokładnoś ci  otrzymanego  rozwią zania  przybliż onego,
rozwią ż emy  równanie  (2.5)  w  drugim  przybliż eniu.  Jego  konstrukcja  w  płaszczyź nie
obrazu  przekształ cenia  całkowego  Laplace'a  za  pomocą   metody  uś redniania  poprawek
funkcjonalnych  wykazuje  odmienne cechy w  porównaniu z przypadkiem,  kiedy wykorzy-
stuje  się   metodę   Galerkina.  Zasadnicza  róż nica  wynika  z  odmiennej  techniki  konstru-
owania  rozwią zań  przybliż onych  w  wymienionych  metodach.  W  szczególnoś ci:  w  me-
todzie  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  każ de  nastę pne  przybliż enie  buduje  się
zawsze w  oparciu  o przybliż enie  poprzednie  [1,  2].

Zgodnie z ideą   przewodnią   omawianej  metody, równanie  (2.5) przyjmuje  w  przypadku
drugiego  przybliż enia,  w płaszczyź nie obrazu przekształcenia Laplace'a, postać:

przy  czym  transformata  pochodnej
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Uwzglę dniając  (2.16)  w  (2.18),  a  nastę pnie  podstawiając  otrzymane  wyraż enie  do  (2.17)

znajdziemy:

Po  dwukrotnym  scał kowaniu  równania  (2.19)  wzglę dem  zmiennej  Q  otrzymuje  się

drugie  przybliż enie  pola  temperatury  w  płaszczyź nie  obrazu  przekształ cenia  całkowego

Laplace'a:

(2.20)  7am2*.n  „2_  1  „ 4\   ,  A  I 1  / J _ „ 2_ J _ „ 4_  1  ntj_  1  „8

Wystę pują ce  w  równaniu  (2.20)  transformaty  współ czynników  funkcyjnych  q22  i #23

wyznacza  się   z warunków  brzegowych  (2.6)  i  (2.7). Po podstawieniu  wyznaczonych  tran-

sformat  do (2.20)  otrzymujemy:

1  4

8

Zgodnie  z  ideą   przewodnią   omawianej  metody,  transformatę   współ czynnika  funkcyj-

nego q2  wyznacza  się  z nastę pują cego  wyraż enia  [1,  2]:

(2.22)  q2  =

Podstawiając  (2.21)  oraz  (2.14)  do  (2.22)  otrzymuje  się   po  scał kowaniu  każ dorazowo
jedno  równanie  algebraiczne,  którego  rozwią zanie  determinuje  ostatecznie  współczynnik
q2-   Fakt  ten  stanowi  poważ ną   zaletę   metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych
w  porówaniu  z  innymi  metodami  przybliż onymi,  które —  zastosowane  w  podobnym
przypadku — wymagają   rozwią zania  ukł adu  równań  algebraicznych.

W  rozważ anym  przypadku  drugiego  przybliż enia  pola  temperatury  transformata
współczynnika  funkcyjnego  q2  przyjmuje  postać:

(2.23,
6 .7  1  '  160



M ETODA  UŚ REDN IAN IA  POPRAWEK  FUNKCJONALNYCH  77

Podstawiając  (2.23)  do  (2.21)  otrzymuje  się   drugie  przybliż enie  poszukiwanego  pola
temperatury  w  płaszczyź nie  obrazu  przekształ cenia  całkowego  Laplace'a.  Dokonując
nastę pnie  przekształ cenia  odwrotnego  znajdziemy  w  rezultacie  poszukiwane  pole  tempe-
ratury w drugim przybliż eniu.  Realizując  przekształ cenie odwrotne posłuż ono się  tablicami
transformat  [10], otrzymując  ostatecznie:

(2.24)  t2(Q,X)  =   t

•i on

- 320

Konstrukcja  / j- tego  przybliż enia  w  dziedzinie  obrazu  przekształ cenia  całkowego
Laplace'a  przyjmuje,  dla  rozważ anego  przez  nas  równania  (2.5), postać

Do  wyznaczania  transformaty  współ czynnika  funkcyjnego  7}n wykorzystuje  się ,  zgodnie
z ideą   metody  uś redniania poprawek  funkcjonalnych  [1], wyraż enie:

(2.26)  qn**

Tok postę powania przy wyznaczaniu kolejnych  przybliż eń jest analogiczny, jak  w przy-
padku  przybliż enia  drugiego.

3. Zastosowanie postulatu minimum całki  z odchylenia do wyznaczania wartoś ci począ tkowych

W  celu  wykazania  pewnych  zwią zków  pomię dzy  wynikami  uzyskanymi  za  pomocą
technik  wykorzystują cych  transformację   Laplace'a  oraz  technik  posługują cych  się   wy-
znaczaniem  wartoś ci  począ tkowych  z  dodatkowych  postulatów,  przedmiotem  naszych
rozważ ań  bę dzie  ponownie  równanie  róż niczkowe  (2.1)  wraz  z  warunkami  brzegowymi
(2.2),  (2.3) i  (2.4).

Zgodnie  z  ideą   przewodnią   metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  [1,  2]
aproksymujemy  równanie  (2.1),  w  pierwszym  przybliż eniu,  nastę pują cym  równaniem:

(3.D

przy  czym współ czynnik funkcyjny  qL (X)  okreś la  wyraż enie:

(3.2) /

o
Całkując  równanie  (2.1) dwukrotnie po zmiennej Q otrzymuje  się  pierwsze  przybliż enie

poszukiwanego  pola  temperatury:

(3- 3)  tl(o,X)=
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Po uwzglę dnieniu  w równaniu  (3.3) warunków  brzegowych  (2.3) i (2.4)  znajdujemy:

(3.4)  h(Q,X)  -   - 1(1 - )̂ ? 1( Z ) - 1 (1  - Q

2)qi{X)+AX+t0.

W  celu wyznaczenia  niewiadomej  qy(X) podstawiamy  (3.4) do wyraż enia  (3.2). Po wyko-
naniu cał kowania tego ostatniego otrzymuje  się , podobnie jak w pracy  [2], jedno  równanie
róż niczkowe  zwyczajne,  z  którego  wyznacza  się  q^X). W omawianym  przez  nas przy-
padku  ma ono postać:

(3.5)  q1(X) + 6qt(X) = 6A.

Równanie  (3.5) daje  się  ł atwo cał kować  [12] i w rezultacie  otrzymuje się :

(3.6)  qL (X)  =  A. + Cexp( - 6X).

Stałą   cał kowania C w równaniu  (3.6)  wyznaczymy  z postulatu  minimum  cał ki  z  od-
chylenia.  Jako  odchylenie  przyjmujemy  w  naszym  przypadku,  podobnie jak w  [2,  3],
wyraż enie:

(3.7)  8=t(Q,O)- t„(Q,O).

Wymieniony  postulat przyjmuje  zatem postać:

(3.8)  J J  [t(g, 0)~t1(e,  0)]dS =  minimum.
s

Załóż my  ponadto, że wyraż enie  (3.8) osią ga  minimum  absolutne,  które  jest  równe

zeru. Uwzglę dniając  w (3.8) warunek brzegowy  (2.2) i wyraż enie  (3.4), otrzymamy:

(3.9)  J  [ l ( i  - e2 ) 9 l ( o ) - l (i  - e*)gt(0)\QdQ  = o.
0  L  J

Po wykonaniu  cał kowania  (3.9)  otrzymuje  się  jedno  równanie  algebraiczne, z którego
znajdujemy:

[# ,(0) =  A + C = 0 => C =  - A,  czyli

Zatem  pierwsze  przybliż enie  poszukiwanego  pola  temperatury  cieczy  opisuje  osta-
tecznie  funkcja:

(3.ii)  tx(8,x)  =   to+Ax+~

Zgodnie z ideą   stosowanej  metody,  równanie  (2.1) aproksymuje  się  w drugim  przy-
bliż eniu  równaniem:

gdzie:

(3- 13)
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Podstawiając  (3.11) do  (3.12), a nastę pnie całkując dwukrotnie to ostatnie po zmiennej
g, otrzymuje się :

(3.14)  fefe,*)

lub  po wykorzystaniu  warunków  brzegowych  (2.3)  i  (2.4):

(3.15)  t2(Q,X) =  6A^(~6

]T(1 ~^^x) ~ y

Podstawiając  nastę pnie wyraż enie  (3.11) i  (3.15) do (3.13) i wykonując  przepisane cał ko-
wanie  tego  ostatniego  otrzymuje  się  jedno  równanie  róż niczkowe  zwyczajne,  które po
uporzą dkowaniu  przyjmuje  postać:

69
(3.16)  q2(^) + 6q2(X)=  - —  / fexp(- 6X).

Równanie  (3.16) daje  się   ł atwo scał kować  [11] i jego rozwią zanie ma postać:

(3.17)

Stałą   cał kowania  C w  równaniu t(3.17)  wyznacza  się , podobnie jak dla pierwszego
przybliż enia,  ż ą dając  spełnienia  postulatu  minimum  całki  z  odchylenia.  Warunek ten
przyjmuje  postać:

=  o.

Warunek  (3.18)  dostarcza  jednego  równania  algebraicznego, z którego  wyznacza się
niewiadomą   q2(0).  W naszym  przypadku  otrzymamy:

(3- 19)

a  stąd

(3.20)  q2{X) =A\^-   |pSr)exp(- 6X).

Podstawiając  (3.20)  do  wyraż enia  (3.15)  otrzymujemy  ostatecznie  drugie  przybliż enie
poszukiwanego  pola  temperatury  cieczy:



80  Z.  NOWAK,  K.  RUP

(3.21)  r a( e , *)  =

187  ,.  ^  5
- g8)  e xp ( - 6J)  +

320  V1  *  '  '  24  V i  c  '  128

69  2  69
40  160

Ogólnie,  w  n- tym  przybliż eniu,  aproksymuje  się  równanie  (2.1),  w  metodzie  uś redniania
poprawek  funkcjonalnych,  nastę pują cym  równaniem:

przy  czym:
i

(3.23)  qn(X) -   2 J  - |£ed& - ^  (Z).
o

Warto  tutaj  wyraź nie  podkreś lić,  że  wyraż enie  (3.23)  dostarcza  dla  każ dego  przybli-
ż enia  tylko jednego  równania róż niczkowego  zwyczajnego,  podczas  gdy,  np. w  oryginalnej
metodzie Kantorowicza,  otrzymuje  się  w  podobnym  przypadku  ukł ad  równań  róż niczko-
wych  zwyczajnych.

4.  Dyskusja

Porównując  odpowiednio funkcje  przybliż one:  (2.16)  i  (3.11)  oraz  (2.24)  i  (3.21) moż na
stwierdzić,  co  nastę puje:  1°  zastosowanie  począ tkowo  transformacji  cał kowej  Laplace'a
do równania róż niczkowego  liniowego,  a nastę pnie metody uś redniania poprawek  funkcjo-
nalnych  w  obrazie  przekształ cenia  Laplace'a  daje  identyczne  wyniki,  jak  w  przypadku
zatosowania  metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  bez  wykorzystania  transfor-
macji  Laplace'a,  ale pod  warunkiem,  że stałą cał kowania  (wartość  począ tkowa)  wyznacza
się z postulatu minimum cał ki  z odchylenia  (3.7). Innymi sł owy,  przekształ cenie  Laplace'a
determinuje  wybór  kryterium,  z  którego  jest  wyznaczona  stała  cał kowania  dla  danej me-
tody  przybliż onej.  Tak  np.  dla  metody  G alerkina  lub  Kantorowicza  wymienioną  stałą
wyznacza,  w  podobnych  przypadkach,  zastosowanie  przekształ cenia  Laplace'a  lub  po-
stulat  minimum cał ki  z  kwadratu  odchylenia  [7, 9,  12];

2°  zastosowanie  przekształ cenia  Laplace'a,  a  nastę pnie  metody  uś redniania  poprawek
funkcjonalnych  lub  innych  metod  (np.  Galerkina  lub  Kantorowicza)  uł atwia  wprawdzie
tok  obliczeń, ale jest moż liwe jedynie  w przypadku  zagadnienia brzegowego lub  począ tko-
wego, opisanego  liniowymi  równaniami  róż niczkowymi;

3°  wymienione  w  punkcie  2°  ograniczenie  nie wystę puje  przy  zastosowaniu  techniki  wy-
korzystują cej  metodę  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych,  gdy  stałą  cał kowania  wy-
znacza  się  z postulatu  minimum cał ki  z odchylenia  (3.7);

4°  stosując  metodę  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych  moż na  stałą  cał kowania  wy-
znaczyć  oczywiś cie z innych kryteriów,  np. z postulatu minimum cał ki  z kwadratu  odchy-
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lenia  [2, 3,  12], Przy  zastosowaniu  innych metod przybliż onych  wykorzystano  w podob-
nych przypadkach  również  metodę  kolłokacji  na brzegu  [13];
5° wybór jednego z przytoczonych kryteriów  do wyznaczania stałej całkowania ma istotny
wpływ na stopień  dokładnoś ci koń cowego  rozwią zania  przybliż onego.  Dla potwierdzenia
tego  faktu  przedstawiamy  poniż ej  rozwią zanie  przybliż one  równania  róż niczkowego,
opisują cego  podobny, nieizotermiczny przepływ cieczy w rurze kołowej, o postaci:

1  d  I   dT\   a  2\  dT

(41)  ^—\ 8~ z,—  —  =  \ \~Q)
Q  OQ \   oc> I   dXx

ale przy nastę pują cych  warunkach  brzegowych:

(4.2)  Xt  <  0,  0 <  Q <  1 * .  T -   0,

(4.3)  Xx  >  0,  1  Q = 1 =*•   T =  1,

(4.4)  Xt>0,  e  = 0 => - y-   = 0.

Zgodnie  z  ideą   przewodnią   metody uś redniania  poprawek  funkcjonalnych,  aproksy-
mujemy  równanie  (4.1) nastę pują cym  równaniem w pierwszym  przybliż eniu:

(4"5) j{
gdzie:

J
i

J
Całkując  równanie  (4.5) dwukrotnie  po zmiennej  g  otrzymujemy,  po uwzglę dnieniu  wa-
runków brzegowych  (4.3) i  (4.4), pierwsze  przybliż enie  pola temperatury:

(4.7)  A  = - i - (i  - e

4 ) ? 1 ( i o -   ~ ( i  - e2ki(Xi)+1.

Podstawiając  (4.7)  do  (4.6)  otrzymuje  się,  po  wykonaniu  przypisanego  całkowania,
jedno  równanie  róż niczkowe  zwyczajne  w postaci:

(4.8)  ^JiWł ftW  =  0,

którego całka ogólna  wynosi:

(4.9)  gt(X0  = C3exp(- 12Zx).

Stała  całkowania  C3  wyznaczymy,  podobnie  jak  poprzednio, z  postulatu minimum
całki z odchylenia, czyli  z  warunku:

(4.10)  J  J  [T(g,  0) -   1\ {Q, 0)]dS  =  minimum.
s

Zakładają c,  podobnie jak  poprzednio, że wyraż enie  (4.10) jest równe zeru, otrzymuje-
my:

(4.11)  J  ^• (l- e4- )q1(0)- ~(l~Q2)qt(0)+l\edQ  = 0,

6  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/80
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a  stą d:

(4.12)  ^ (0)  =  C3  =  12.

Zatem  pierwsze  przybliż enie  pola  temperatury  cieczy  ma,  w  omawianym  przez  nas

zagadnieniu  brzegowym,  postać:

(4.13)  7i(e, *i)  = ~ ^ ( l - e4) e xp f- 12Z1) - 3 ( l -e

2) e xp ( - 12 Î )  + l.

Postę pując  podobnie  jak  w  przypadku  wyznaczania  pierwszego  przybliż enia,  otrzy-
mamy nastę pują cą  postać drugiego  przybliż enia  pola  temperatury  cieczy:

(4.14)  T2{q,X1)  =

207
"W 10

exp(- 12Zr) +

| R=O

0,8

0,6

0.4

0.2

U  0,05  0,10  0,15  0,20  0,25  .0,30  ±£_
Fed

Rys. 1. Rozkł ad bezwymiarowej  temperatury cieczy  wzdł uż osi rury  1 —rozwią zanie  ś cisłe  [4], 2 — wy-
raż enie  (4.13) 3—wyraż enie  (4.14), 4 — wyraż enie  (4.15)

W  pracy  [2]  rozwią zano  równanie  (4.1)  przy  identycznych  warunkach  brzegowych,
również  za  pomocą  metody  uś redniania  poprawek  funkcjonalnych.  Do  wyznaczania
wartoś ci  począ tkowych  zastosowano  jednak  warunek  polegają cy  na  speł nieniu postulatu
minimum  cał ki  z  kwadratu  odchylenia.  Otrzymano nastę pują cą  postać  drugiego  przybli-
ż enia  pola  temperatury  cieczy:

\

\

\

\

_ —

—

—- /
2

4

•   • * *

(4.15)
15 50 i90]

I
(1 - e4) -

7581 J
( i- e*)'

N a rys,  1 porównano przebieg zmian bezwymiarowej  temperatury cieczy w osi rury ko-
ł owej w/g zależ noś ci  (4.13) (4.14) i  (4.15) z rozwią zaniem  ś cisł ym znalezionym w pracy [4].
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5.  Przykł ad  liczbowy

W  celu  zilustrowania  przeprowadzonych  rozważ ań  oraz  przeprowadzenia  pewnych
porównań  otrzymanych  rozwią zań  przybliż onych  z  wynikami  rozwią zania  ś cisłego,
wykonano  przykł ad  liczbowy.

Jak  wiadomo,  strumień  ciepły  na  ś ciance  rury  moż na  wyznaczyć  z  zależ noś ci  [4,  5,
7]:

(5- 1)
X  8t

* • - - * • • 8= 1

Podstawiając  do  (5.1) wyraż enie  (3.21)  otrzymamy, po prostych przekształ ceniach:

(5.2)  «*- - #-]

N a  rys.  2  porównano  zależ ność  (5.2)  z  rozwią zaniem,  znalezionym  w  pracy  [7]. Jak
widać,  uzyskano  już  w  drugim  przybliż eniu  wysoki  stopień dokładnoś ci.

0,6
q*

0,4

0,2

0  0,4  0,8  1,2  1,6  1JL
Pe  R

Rys.  2.  Przebieg  zmian  wartoś ci  strumienia  ciepła  na  ś ciance  rury  przy  jej  liniowym  wzroś cie  tempera-

tury  1 —  rozwią zanie  otrzymane  w  pracy  [7]  2 —  rozwią zanie  otrzymane  w  niniejszej  pracy

—  /
— 2

Liczbę   Nusselta,  charakteryzują cą   proces  wymiany  ciepła,  moż na  zapisać  w  postaci
[4, 55 7J:

(5.3)

Izie:

(5.4)

187
320

Nu  =
©- es



84  Z.  NOWAK,  K.  RUP

Bezwymiarową   temperaturę   ś rednią   O  w  wyraż eniu  (5.3)  wyznaczono  z  zależ noś ci:

(5.5)

otrzymując  ostatecznie:

(5.6) 6(X) -  X+ I L  + ( ^  + -f

Ponieważ  bezwymiarowa  temperatura  ś cianki  rury  wynosi

(5.7)  @|e = i = 0 s  =  *

zatem  wyraż enie  (5.3) moż na przepisać  w postaci:

1-1  —  +  ^ r -
(5.8)  Nu  =  —

91  253

Graniczna  wartość  liczby  Nu  wynosi

(5.9)  lim N u  =  4,363636...

i pokrywa  się  dokł adnie z wynikiem analitycznych obliczeń ś cisłych  [4, 5, 7].

6.  Wnioski

1° Przedstawiona w niniejszej  pracy  oraz w  rozprawie  [2] modyfikacja  metody uś redniania
poprawek  funkcjonalnych  umoż liwia  rozszerzenie jej  zastosowania  w  zagadnieniach kon-
wekcji  wymuszonej  i  przewodzenia  ciepła.
2°  Zastosowanie metody uś redniania poprawek  funkcjonalnych:

a) eliminuje  intuicyjny  wybór  postaci funkcji  aproksymują cych,
b)  umoż liwia  łatwiejszy  dobór  odpowiednich  funkcji  przybliż onych  w  porównaniu

z  innymi, analitycznymi  metodami  przybliż onymi.

3°  Zastosowanie  omawianej  metody  w  obrazie  przekształ cania  cał kowego  Laplace'a:
a)  eliminuje  koniecznoś ć,  wyznaczania  wartoś ci  począ tkowych  z  dodatkowych  po-

stulatów,

b)  determinuje  wybór  kryterium,  z  którego  należy  wyznaczyć  wartoś ci  począ tkowe
w  przypadku  niestosowania  transformacji  Laplace'a.  Jest  nim  postulat  minimum  całki
z odchylenia.

4°  W  przeliczonym  w  p. 4  przykładzie wyż szy  stopień  dokł adnoś ci aproksymacji  rozwią -
zania  ś cisłego  uzyskano  przez  zastosowanie  do  wyznaczenia  wartoś ci  począ tkowych  po-
stulatu  minimum  całki  z  kwadratu  odchylenia.
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P  e  3  IO  M  e

ITPH M EH EH HE  M ETODA  OCPEflH EH HH  <J>yHKUHOHAJILHBIX  riOITPABOK

B  OBJTACTH  ITPEOEPA3OBAHHH  JIAITJIACA

npeflnowena  pafioTa  HBjMeTCH  npoflon>i<eHneM   MoflndpHKaiWH  MeTo â  ocpeflHeHUH

nonpaBOK,  H3JK»KeH0M   B  paSoTe  [2].  3flecs  npHMeiieiro  OTOT  rrpH6nH>KeHHWH   M&TOP, B

npeo6pa3OBaHnn  Jlannaca,  m o  iłCKJiio^iHJio HeoSxoflnMOCTL  onpeflejieHHH  na^ajiKKbix  3HaMeHHH.

TpeSoBanHH.  KpoMe  sToro  yi<a3aHO,  ^ITO  npHMeHeHHe Merofla  ocpeflHeHHH 4>yHi<i(HO-

nonpaBOK  B  oG jiacm  rrpeo6pa3OBaHHH  Jlaroiaca  onpeflenaeT  aBTOMaTprqecKHii  Kpurepnii  H3

KOToporo Haflo  onpe,n;ejiHTb  Ha^anŁiryio  BenHHHHy npw  ncnojib3OBaHHH  3Toro  iweTofla  MHHyn  HHTerpanb-

npeo6pa3OBaHHH.

B  o6cy>KfleimoM   cny^iae  TpeSoBaroie  MHHHMYM  HHTerpana  H3 OTKnoneHHH aBJineiCH  STUM  Kpme-

.  IIpM6jiH>KeHHbie  pe3yjibTaTw  pac^ieTa  cpaBHeHO  c  To^mbiM   peiueHHeM.  AHanro

pernemtH  BO BTOPOM  npH6jiH>KeHnn  noKa3ajij  tiTO  OHH  xopouio  coraacyioTCH  c TO t̂Hbimn

KpoMe Toro  cpaBHeito npH6jiHH<eHHwe peiaenna, HaHfleiibi  B HacTOHineft pa5ote  H paSoTe  [2], B  KOTOPHX

npHMeneno  flBa  pa3JiiWHbix  Tpe6oBaHHH, a  niweHHo:  MHHIIMY M  rorrerpajia  H3  oTKJioHennji  n  MKHmwyM

HHTerpana  H3 KBaapaTa  oTKnoneHHH.  Bo  BTOPOM  cnyuae  noJiy^ieHo  noBbiuieHHyio  Tô iHOCTb anpoKCHiwa-

S u m m a ry

APPLICATION  OF LAPLACE  TRANSFORM   TO  THE  METHOD OF AVERAGING  OF
FUNCTIONAL  CORRECTIONS

This  paper  constitutes  an  extension  of  the averaging  method  of  functional  corrections  discussed  and
applied  in  [2] to a  differential  parabolic  equation  of  transport  phenomena. The method  in  consideration
is here used  in  the region  of  Laplace  transform.  The procedure  makes  it  possible to determine the  initial
values without  using  additional  conditions.  Morever  it  is  shown  that such  an  application  of  the method
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discussed  determines in a  natural way  the condition from which  the initial values are to be found  when the
Laplace transform is not being employed. In the case discussed  it is the condition of the minimum of integral
deviation.

I t was  pointed out in a numerical example  that a very good accuracy of the trial solution already  in the
second approximation step was obtained.

Besides, different  trial solutions of the equation discussed  in the paper  [2] were compared when choosing
two  conditions for determinating  the initial values  i.e. the condition of the minimum of integral  deviation
and that of the minimum of integral quadratic deviation. It was  pointed out that the second condition gives
a better accuracy of the trial solution with respect  to the exact one.

INSTYTUT  APARATURY  PRZEMYSŁOWEJ I   ENERGETYKI
POLITECHNIKA  KRAKOWSKA

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  21  sierpnia  1978  roku.


