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1.  Wstęp

Drgania  lini i wał ów z uwzglę dnieniem  asymetrii  sztywnoś ci  gię tnej  i. podatnoś ci  funda-

mentów  rozpatrywano  w  pracach  [1],  [2]  i  [3] przy  zał oż eniu, że  wymuszenia  mogą  być

traktowane jako  siły  skupione.  D rgania wymuszone  podatnie  podpartych  asymetrycznych

wał ów  przy  obcią ż eniach  rozł oż onych  nie  były  dotychczas  analizowane  w  literaturze.

Zagadnienie  to  rozpatrzono  poniż ej,  przy  czym  do  rozwią zania  wykorzystano  funkcje

wł asne  drgań.  Przyję to,  że  funkcje  wł asne  drgań  podatnie  podpartego  asymetrycznego

wału  są  znane. Sposób  ich  wyznaczenia  przedstawiono  w  pracach  [4]  i  [5]. W  niniejszej

pracy  rozpatrzono także przypadek  wymuszeń  skupionych.  • ,

2.  Drgania  podatnie  podpartego  asymetrycznego  wału  przy  obcią ż eniach  rozł oż onych

Obliczeniowy  schemat rozpatrywanego  ukł adu przedstawiono  na rys.  1. Zachowuje  się
oznaczenia  i  zał oż enia, jak  w  pracy  [5]. Przyjmuje  się, że na pierwszy  odcinek  wał u. działa
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Rys.  1.

w pł aszczyź nie xlx,  x12  obcią ż enie rozł oż one q12(x,  t)  i drgania tego  odcinka w ruchomym

ukł adzie  współ rzę dnych  xxi>  x12,  xi3  opisują  się  niesprzę ź onymi  równaniami:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Si»i - £ i«?»i  = 0,  O -   - jf,  ( )' -   - gj-»

=  Q.12,

$M- cyu  -  o.
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N a  skutek  podatnoś ci  konstrukcji  podpierają cej  mogą  wystą pić  sprzę ż enia  pomię dzy
drganiami  uixu  uix2>  uix3  oraz w«4.

Warunki,  jakie  speł niają  macierze  podatnoś ci  dynamicznej  konstrukcji  podpierają cej
w  poszczególnych  przypadkach  sprzę ż eń,  omówiono  w  pracy  [3]. Rozpatrując  ogólny
przypadek  drgań  wymuszonych  przy  sprzę ż eniach  pomię dzy  w/w drganiami  zakł ada się,
że  znane  są  czę stoś ci  niethimionych  drgań  swobodnych  ukł adu  a>k i  funkcje  ufcg\x),

stanowią ce  skł adniki  funkcji  wł asnych  drgań  podatnie  podpartego  asymetrycznego  wału
[5]

(2.5)  u$a=£u%i\  a = 1 , 2 , 3 , 4,  fc= l,2,  . . ..  i = 1 , 2.
li=- r

Jak  ukazano w pracy  [4], w ogólnym  przypadku  sprzę ż eń  drgania  swobodne  podatnie

podpartego  asymetrycznego  wału  opisują  się zależ noś ciami

(2.6)  «»*(*, O

w  których  funkcje  czasu  T ^ 1 ' "  są identyczne dla wszystkich  sprzę ż onych  drgań  uixa(i  =
=  ł , 2 ,a =  l , 2 , 3 , 4 ),  gdyż  wpł yw  parametrów  ukł adu  i  sprzę ż eń  na amplitudy  drgań
uwzglę dniają  funkcje  ufx't  [4],  [5],

Funkcje  T (S' '* ) są rozwią zaniami  równań

(2.7)  T<fc"" + (a),+iMft) 0)
2T^")  -   0,  k =   1, 2, ...,  p = 0, ± 1 , ± 2, ...,  ±r.

Dzię ki  istnieniu  sprzę ż eń  pomię dzy  drganiami  stałe  rozwią zań  równań  (2.7)  wyzna-
czono w pracach  [4] i  [5] z warunków  począ tkowych,  okreś lają cych  w chwili  t =  0  jedynie
stan  odkształ ceń  gię tnych  wału w pł aszczyznach  xu,  xt  2.

G dy znany  jest stan obcią ż eń wału w pł aszczyznach xix,  xi2(qi2(x,  t) ^0,  q22(x,  i) =
=  0), również poszukiwać  bę dziemy  drgań wymuszonych  wału w postaci  (2.6),  dokonując
rozkł adu  funkcji  ql2  w szereg wedł ug ukł adu funkcji  wł asnych  drgań  gię tnych  pierwszego
odcinka w pł aszczyź nie Xn,  x12:  : •

(2.8)  q12(x,  t) =
k

Mnoż ąc  (2.8)  przez  u 2̂  i  cał kując  obustronnie  otrzymane  równanie  po x w  przedziale
[0/ j]  otrzymuje  się z  uwzglę dnieniem  (2.5)  i  ortogonalnoś ci  funkcji  ufx2°

j  2  [u[* xf(x)]2dx
;  ,  0  ł i=— f  li  .  . ,

Podstawienie  (2.6) dla a = 2 oraz (2.8) do  równania  (2.2) daje  dla każ dego  k i [x rów-
nanie:

/ o
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Uwzglę dniają c,  że zachodzi  relacja  [5]

/o  ( »W  , /  Eh \  (MU

otrzymuje  się  równania

(2.12)  *

z których  dla  (co^/ woo)  ^  0 wynika

S( 2 J 3 )

Rozpatrywany  ukł ad jest traktowany jako  liniowy,  zatem zgodnie z zasadą  superpozycji
drgania  wału  w  przypadku  wystę powania  dodatkowych  obcią ż eń  rozł oż onych  qn(x,  t),
q13(x,  t)  i  q1A(x>  0  w  równaniach  (2.1),  (2.3)  i  (2.4)  okreś lone  są  zależ noś ciami  (2.6)
i  wyraż eniem

4

(2.14)  7CI(I/O-  = £  rg• «.

Funkcje  T^ ' '1)  są  rozwią zaniami  równań

Qi

(2.15)

w  których  qf£  wynoszą:

(2.16) a  = 1 , 2 , 3 , 4.

G dy  drugi  odcinek  wału  również  poddany  jest  wymuszeniom  rozł oż onym, to  należ y,
podobnie  dodać  do  funkcji  rik'M>  odpowiednie  czł ony.  Przykł adowo,  jeś li  pł aszczyzna
Xt ,  X3  jest  pozioma  i  wał  przedstawiony  na  rys.  1 znajduje  się  w  polu  sił   wywierają cych
na  jednostkę  dł ugoś ci  i- tego  odcinka  pionowe  obcią ż enia  Qt(x,t)  =  const,  to  drgania
ż - tego  odcinka  oraz  funkcje  T(* lł rt  moż na  przedstawić  w  postaci  (2.6)  i

(2.17)  &

W  celu  wyznaczenia  poszczególnych  funkcji  T^ ' r t  (2.17)  należy  odnieść  obcią ż enia  Qi

do  ruchomych  ukł adów  współ rzę dnych  obu  odcinków  wał u. Jeś li  ruchomy  ukł ad  współ-
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rzę dnych x21,  x21,  x23  drugiego  odcinka jest obrócony w kierunku wirowania  wału o  ką t

<52 wzglę dem ruchomego ukł adu współ rzę dnych xil,x12,xl3  pierwszego  odcinka i w  chwili

t  =  0 oś x12  jest zwrócona pionowo w  dół,  to przy prę dkoś ci ką towej  wirowania  wału co0

obcią ż enia  rozł oż one w ruchomych ukł adach współ rzę dnych wynoszą   w  dowohiej  chwili  t:

2 i 2  Q i 0 ,  # 13

q22  =  Q2cos(a>Qt+d2),  q23  = —  Q2siti(o)ot+d2).

Funkcje  - cf  ̂ są   zatem rozwią zaniami równań

(2.19)  Cg- rt +  (cok+fi<Oo) 2r\ k^ = - ~ -   «g>,  f-   1.2.  «  =  2, 3

w  których  ^  są   zgodnie  z  (2.16)  i  (2.18)  nastę pują cymi  funkcjami  czasu:

' i

l ^  =  QiCOScM —Ji—;

0  (!= - /•   0 p= >—r

fu2%dx
(2.20)  gfe'  =  Q2cos(coof + ó2) - j—5-   ,

0  fi  =  - r

W  celu  uwzglę dnienia  tł umienia wewnę trznego  w  wale  oraz w  filmie  olejowym  łoż ysk

i  w  konstrukcji  podpierają cej  wał   wykorzystać  moż na  pewne  relacje,  dotyczą ce  drgań

swobodnych  ukł adu  niezachowawczego  [5]. W  pracy  [5]  zał oż ono,  że  tł umione  drgania

swobodne  podatnie  podpartego  asymetrycznego  wału  mogą   być  opisane  zależ noś ciami

(2.6), w  których  funkcje  ufx'^  są   wyznaczane jak  dla  ukł adu  zachowawczego,  natomiast

funkcje  T<* tW  są   przy  zastą pieniu  czę stoś ci  cok  zespolonymi  czę stoś ciami  a>k  =  cok+jook

drgań  swobodnych  ukł adu z  tł umieniem rozwią zaniami  równań:

(2.21)  t< *^+ 2Sl t T<*'«+  Kwk+fiw0)
2+El] T*">   -   0.

Przyję cie  analogicznego  założ enia w  odniesieniu  do  opisu  drgań  wymuszonych  przy
wykorzystaniu  funkcji  własnych  prowadzi  w  przypadkach  rozpatrywanych  w  niniejszej
pracy do zastą pienia  (2.12) równaniem

(2.22)  l

i  do  wprowadzenia  podobnych  zmian  w  równaniach  (2.15),  (2.19).
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3.  D rgania  podatnie  podpartego  asymetrycznego  wału  przy  wymuszeniach  skupionych

Wykorzystanie  funkcji  wł asnych do opisu  drgań  podatnie podpartego  asymetrycznego
wału przy wymuszeniach  skupionych nie róż ni się w istotny sposób  od podobnego  zagad-
nienia przy  obcią ż eniach  rozł oż onych.  Przykł adowo, jeś li  nie wystę pują  obcią ż enia  rozł o-
ż one i w pł aszczyź nie xllf  xl2  działa w punkcie x = i prostopadle do osi wału siła skupiona
fi2(t),  to równanie  (2.2) przyjmuje  postać:

(3.1)  (eAWh^- alu^+foU^  + iEIz)  ̂ =  £(*- £>/&(*),

gdzie  <5  oznacza dystrybucję  D iraca. Poszukując  drgań  wymuszonych  wału w postaci  (2.6)
należy  rozł oż yć  funkcję  8(x- C)fi2(t)  w szereg  wedł ug  ukł adu  funkcji  wł asnych  drgań
gię tnych pierwszego  odcinka w pł aszczyź nie x11}  x12:

(3.2)

Zważ ywszy, że

(3- 3)
6

otrzymuje  się w odróż nieniu od (2.9)

(3.4)  giV = fUt
J  Z  [u^(x)fdx

• O  / »—c

Funkcje  T<*' / ' ) są rozwią zaniami równań (2.12) (lub  (2.22) przy  uwzglę dnieniu  tł umienia
w ukł adzie), do których należy podstawić  (3.4).

Rozpatrzenie w oparciu o zasadę  superpozycji  przypadków  dział ania wię kszej  liczby
sił   skupionych  lub równoczesnego  wystę powania  obcią ż eń  skupionych  i  rozł oż onych
nie nastrę cza trudnoś ci.

4.  Uwagi  koń cowe

Drgania  wymuszone  bardziej  zł oż onych  ukł adów  z  asymetrycznymi  wał ami  (np.
ukł adów  rozpatrywanych w pracach  [1] i  [2]) mogą  być wyznaczane analogicznie jak  w p.
2  i 3 niniejszej  pracy.  Przedstawione w p. 3 podejś cie  stanowi  alternatywny  sposób roz-
wią zania  zagadnienia  drgań  podatnie  podpartych  asymetrycznych  wał ów  przy  wymu-
szeniach skupionych w stosunku  do  metody  opisanej w pracy  [1]. W  metodzie tej stosuje
się macierze przejś cia,  odnoszą ce się do poszczególnych  odcinków  obliczeniowych.  Biorąc
pod  uwagę,  że wymaga  się przy  tym dokonania podziału wału  (linii  wał ów) na odcinki
obliczeniowe  m.in. w miejscach  dział ania sił  skupionych, wykorzystanie  funkcji  wł asnych
do analizy  drgań wymuszonych  może się okazać bardziej  celowe w przypadkach  wystę po-
wania  sił  skupionych  w  odpowiednio  licznych  przekrojach  wał u.
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P  e 3 so  M e

O  HCIIOJ1B3OBAHHH  COECTBEHHfclX  OOPM   flJM  OIIHCAHHJI   BLIHY>KflEHHLI X
KOJIEEAHHH  ACHMMETPHtffiCKH X  BAJIOB  HA  nOflATJTHBLIX

P a6oTa  KacaeTCH  BbiHy>Kflemibix  H 3rii6H biXj  npoflOJiBHbix  H  K P VT H I I L H M X  K on e6am r ii
H3rH6HOH  >KeCTKOCTH,  OnHCaHHWX  HeCOnpHHCeHHBIMH  JIHHeHHblMH

B  TjaCTHBIX  np0H 3B0^H bIX.  YHHTblBaeXCH  COnpflHCeHHJI  MeHCfly  KOJieSaHHHMH BCneflCTBHe
noflKpenjieHHH  Bana  H TpeHHe  B  cHCTewe.  PacciwaTpHBaeTCH  cjiyqaa  pacnpeflejieHHbix

H  cocpe#oToqeHHbix  B03MymeHHH.  PeuieHHa  npeflcraBJMeTCH  n pa  noiwomH  pa3JioH<eiiHH  B  pnflw  no
co6cTBeHHbiM   4>opMaM.

S u m m a ry

USE  OF MODES FOR DESCRIPTION  OF FORCED VIBRATION S  OF FLEXIBLE SUPPORTED
ASYMMETRICAL  SHAFTS

The  paper deals with flexural,  longitudinal and torsional forced vibrations  of a shaft  with an asymmetry
of  a  flexural  rigidity,  being  governed  by  non- coupled  linear  partial  differential  equations. The  couplings
between vibrations  due to  the flexibilit y  of  the shaft  support as well as  a damping  in the analysed  system
are taken into account. The cases of distributed and discrete loadings are considered. Solutions are expressed
in  terms  of  the  normal  modes.
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