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1.  Wstęp

Obiektem  badań  teoretycznych  jest  zachowawczy,  nieliniowy  ukł ad  dwumasowy
(rys.  1), którego  ruch wymuszony  został  obcią ż eniem  nieokresowym  o znanym  przebiegu
czasowym,  tj.  o znanym kształ cie  impulsu.

p( t )

a  ., o
Rys.  1.

Ukł ad  taki  może być  modelem  dynamicznym  róż nych urzą dzeń  technicznych  pracują-
cych  udarowo.  Uderzenia wystę pują ce  w  eksploatacji  urzą dzeń  technicznych mogą   służ yć
z jednej  strony jako  sposób  przekazywania  energii  np. mł oty,  z drugiej  strony  są   ź ródłem
niepoż ą danych  nadmiernych  sił   działają cych  na  elementy  konstrukcji.

W  pierwszym  przypadku  celem  dział alnoś ci konstruktora jest  optymalizacja  przekazy-
wania  energii  przez  odpowiedni  dobór  parametrów  ukł adu,  zaś  w  drugim  minimalizacja
skutków  uderzenia.  Stąd  też  analiza  dynamiki  ukł adów  uderzeniowych,  zwłaszcza  nie-
lin iowych—  bliż szych  rzeczywistoś ci,  jest  zagadnieniem  technicznie  waż nym.  Ukł adom
nieliniowym  o  dwu  stopniach  swobody  poś wię cono  szereg  prac  m.in.  [2],  [6],  [7],  [10],
[11],  [12],  [13],  [14], w których rozwią zano  zagadnienie drgań swobodnych przy warunkach
począ tkowych  Xj(0)  =   xu  x2(G)  =  x2,  xx(0)  =   x2(0)  -   0,  albo  też  zagadnienie  drgań
wymuszonych  harmonicznie.  Jak  wiadomo  [3] warunki  począ tkowe  mchu  wzbudzonego
uderzeniami moż na formuł ować  dwojako.

Pierwszy  sposób,  matematycznie  prostszy,  polega  na  tym,  że  obcią ż enie  traktuje  się
jako  impulsowe  (w  sensie  D iraca)  i  wtedy  analiza  ruchu wymaga  tylko  opisu  drgań  swo-
bodnych  przy  okreś lonych  prę dkoś ciach  począ tkowych.  Sposób  ten  moż na  stosować
gdy  dł ugotrwał ość  obcią ż enia  jest  mała  wobec  najkrótszego  okresu  drgań  własnych.
Gdy warunek  ten nie jest speł niony, stosuje  się  drugi  sposób. Wymagana  tu jest  znajomość
czasowego  przebiegu  obcią ż enia, czyli  kształ tu impulsu  siły uderzenia. Obliczenia  rozdziela
się  na  dwa  etapy.

W  pierwszym  etapie  bada  się   ruch  wymuszony  siłą   o  znanym  przebiegu  czasowym
i  zerowych  warunkach  począ tkowych,  celem okreś lenia  stanu kinematycznego w  koń cowej
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chwili  obcią ż enia. Te dane  służą  jako  warunki  począ tkowe  dla nastę pują cej  potem  auto-
nomicznej  fazy  mchu.  Zauważ my,  że najwię ksze  przemieszczenia  (odkształ cenia) mogą
wystą pić  zarówno  w pierwszej  jak i  drugiej  fazie  ruchu,  czego  nie da się  rozstrzygnąć
na gruncie metody  pierwszej.

W  tym sensie  drugi  sposób podejś cia  jest ogólniejszy, a zarazem prowadzi  do wyników
dokładniejszych. Wymaga  on jednak  znajomoś ci  kształ tu impulsu  obcią ż enia, który  zależy
od szeregu  czynników, przede wszystkim od geometrii  powierzchni  styku  oraz  sprę ż ystych
lub  sprę ż ysto- plastycznych  własnoś ci  zderzają cych  się  ciał.

W  przypadku  uderzenia  ciał   sprę ż ystych,  zagadnienie  stykowe  opisuje  się  znanymi
wzorami  Hertza  lub  ogólniejszymi  Sztajermana.  Chcąc rozwią zać  zagadnienie  uderzenia
dwóch ciał  sprę ż ystych, z których jedno  (bijak)  jest swobodne, zaś  drugie  (ciało uderzone)
jest podparte w okreś lony  sposób,  trzeba  badać  ukł ad  złoż ony co najmniej z dwóch  mas,
pomię dzy  którymi  zachodzi  oddziaływanie  typu  Hertzowskiego.

Ten  sposób  uję cia  zagadnienia  reprezentowany  jest  w p. 4 niniejszej  pracy.

Nieliniowość  typu  Hertzowskiego  sprawia  szczególnie  dużo  kł opotów  przy  próbach
analitycznego  rozwią zania  zagadnień  dynamicznych. Aby  uniknąć  dodatkowych  kompli-
kacji,  przyję to  warunki  począ tkowe  jak przy  obcią ż eniu  impulsowym,  czyli  według  spo-
sobu  pierwszego.

W  p. 3 przeprowadzono  obliczenia  według  sposobu  drugiego,  w  szczególnoś ci dla
trójką tnego  impulsu  obcią ż enia.  Ponadto przyję to,  że wię zy  nał oż one na ciało  uderzone
mają   charakterystykę   nieliniową   typu  Duffinga.

W  p. 2 wyprowadzono  ogólne  równania  i wzory  dla dowolnego  sposobu  obcią ż enia
i  dowolnego  typu  nieliniowoś ci  charakterystyk  sprę ż yn.

Rozwią zanie  nieliniowe  ukł adu  równań  ruchu  uzyskano  stosując  metodę   optymalnej
linearyzacji,  po uprzednim  wprowadzeniu  współ rzę dnych  głównych.

Wyniki  obliczeń  zostały  zilustrowane  wykresami  współczynników  uderzenia,  które
uzyskano  drogą   rozwią zań  numerycznych z pomocą  komputera.

2.  Linearyzacja  ukł adu  zachowawczego  o dwu stopniach  swobody  wzbudzonego  uderzeniowo

Rozpatrywać  bę dziemy  ukł ad  przedstawiony  na rys.  1 obcią ż ony w ten  sposób, że na
masę   irij,   działa  siła o znanym  przebiegu  czasowym  P(t) dla te  [0,  T ] ,  która  równa się
zero dla t > %.  Siły sprę ż ystoś ci fi(x1- x2),f2(x2)  są  na  ogół  nieliniowymi,  nieparzystymi
funkcjami  odkształ cenia sprę ż yn,  które  moż emy  przedstawić  jako  sumę   skł adnika  linio-
wego, i nieliniowego  pisząc w postaci:

(2.1)  fi(x1- x2)=   (.Xi- x2)ki- Si(xl- x2),

(2.2)  f2(x2)=k 3x2S(x2) l

(2.3)  SixJ- S^Xi- Xz)  m  S2(Xl- x2).

Równania ruchu ukł adu w przedziale czasu  /  e [0, oo] po  uwzglę dnieniu  (2.1 -  2.3) moż emy
napisać

S
=  S2(x1- x2),

z  zerowymi  warunkami  począ tkowymi,  gdzie  H(t)  jest  funkcją   skokową   Heaviside'a.
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Przekształ cimy te równania wprowadzając  współ rzę dne  główne qx,  q2  ukł adu liniowego

(to  jest  w  równaniach  (2.4)  przyjmujemy  St  =  S2  =   P  =  0).  Mię dzy  współ rzę dnymi;

naturalnymi  xu  x2,  a  współ rzę dnymi  głównymi  qlt  qz  zachodzą   znane  zależ noś ci  [5],

[8],  [16]

gdzie

(2.6)  « - _  '  "  '

Współczynniki  postaci  drgań  własnych  ukł adu  liniowego  gu  Q2  okreś lone  są   wzorami

(2.7)  ffi  -   —  '

(2.8)  0 2 -   —

są   kwadratami  czę stoś ci  drgań  własnych  układu  liniowego  [3]

m1m2

Róż niczkowe  równania  ruchu, we  współ rzę dnych  głównych  mają   postać:

(  '  '  ?2- +«829a  =  - *a(3i.«i)+ ffa(0[H (0- 5( t - r ) ].

0(,  / / ;,  i  =  1,2  wyznaczono  obliczając  pracę   uogólnionych  sił   51 ;  S2,  P(t)  na  odpo-
wiadają cych  im przemieszczeniach wirtualnych  dxt,  dx2

®i(<łu<l2)   =   ^[Ś i(gi,q2)  +  QiS2(q1,q2)]

H , ( 0 = A ( P ( f ) ,  i  = 1 , 2 .

Aż eby  rozwią zać  nieliniowe  równania  (2.10)  linearyzujemy  je  postę pując  podobnie
jak  w  metodzie  Panowki —  róż nica  polega  na  tym,  że  w  metodzie  przedstawionej  w  [7],
[8] przeprowadzono  linearyzację   we  współ rzę dnych  naturalnych,  natomiast tu  przeprowa-
dzamy  linearyzację   we  współ rzę dnych  głównych.  Oznaczmy  siły  sprę ż ystoś ci  dla nielinio-
wego ukł adu równań  (2.10)  odpowiednio  przez

(2.12)  Fl{q1,ą 2)  =   wlią i- <I>l(ql,ą 2),  i  = 1 , 2 .

N ieliniowe  wyraż enia  (2.12)  zastę pujemy  wyraż eniami  liniowymi

(2.13)  Ft  =  wU>,  i  = 1 , 2

z  odpowiednio  dobranymi  czę stoś ciami  wx,  m2  zastę pczego  ukł adu  liniowego.
N iech

r„i   =   Ft  - F*,  i  =   1.  2

oznacza  róż nice  mię dzy  funkcjami  nieliniowymi  (2.12)  i  liniowymi  (2.13),  zaś

(2.14)  mot  =  rulqt  =   jĄ - r p fft ) ,̂  < = 1 , 2,

są  momentami tych  odchyleń.
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Nieznane  kwadraty  czę stoś ci  oĄ ,  <x>\   zastę pczego  ukł adu  liniowego  dobieramy  w  ten
sposób,  aż eby  całki  z kwadratów  momentów  odchyleń

(2.15)  D

h  =   J  ml2dqidq2,

w obszarze D  ~  \  „
\ - Qi  ^  92  < 62

miały wartość minimalną   (<2i, 22  są   maksymalnymi  wartoś ciami  współ rzę dnych qu  q2).
Z  warunków  koniecznych  na  ekstremum  funkcji  IiipĄ ,  (Ą ),  T2(co2

L, ml)

(2.16)  #V0,=   - TT- 0,

otrzymujemy  dwa  równania,  z  których  wyznaczamy  oĄ ,oĄ :

Ci  22

5

i  =   A n 5 n  j  I   ^i(3i><łz)<ł idqidq2,
Si  - Qs

Amplitudy  (2i  = max^^J),  Q2  = m ax 2̂(0  znajdujemy  rozwią zując  liniowe  równania
t  t

qi+cofq,  =   XtP(t),  i =  1, 2  dla  O  <  * < T

'  ?+ w?g  = O,  i = 1 , 2  dla  ( > T.

Układ  dynamiczny, którego  ruch  opisany jest  równaniami  (2.18)  nazwiemy  układem
liniowym  równoważ nym.  Przedstawioną   metodę   linearyzacji  moż emy  również  stosować
do  układów autonomicznych, obliczając  kwadraty  zastę pczych  czę stoś ci  wzorami  (2.17).
Natomiast  Qt,  Q2  znajdujemy  jako  maksimum  (wzglę dem  t) rozwią zań  równań

(2.19)  ft+ otfflt- O,  i -   1,2

przy danych warunkach począ tkowych.
W  teorii  uderzenia  szczególnie  interesują cy  jest  przypadek  wymuszenia  ruchu  przez

udzielenie  tylko  masie  mx  pewnej  prę dkoś ci  począ tkowej,  tzn.  gdy  warunki  począ tkowe
są   nastę pują ce:

(2.20)  X l (0)  = x2(0)  =  i a(0)  =  0,  Jci(O) =   Vi.

Rozwią zując  zadanie  począ tkowe  (2.19),  (2.20)  znajdujemy  wyraż enia  dla  obliczenia

61.  &  [3]

(2.21)  C - T - Ł,  Q2=
  g V

Obliczmy  jeszcze  zastę pcze  współczynniki  sztywnoś ci  ku, k2z ukł adu  zlinearyzo-
wanego. W  tym celu do  (2.9) zamiast kit k2  podstawiamy  ku,  k2z.  Otrzymamy wówczas
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(2.22)  < 2 4 1 - ł "  2 ' 4 p  + ̂   - i^ig

przy czym 6?  =   a\ — c\ ,  gdzie

(2.23)  cf  =  - ^ i ^ - .

Po  przekształ ceniach otrzymamy
.  tn\oĄ mxm2

K- 2Z

k2iS—2a1m2k2z  + cjm2(m1+m2)  =  0.

Po  rozwią zaniu  tego ukł adu  równań  otrzymujemy

(2.24)
1  1

k  ( + i )
Zagadnienia dynamiki  ukł adu przedstawionego  na rys.  1 moż na  rozwią zywać  przy  uż yciu
rozmaitych  metod,  znanych  w  dynamice  nieliniowych  ukł adów  dyskretnych  [1],  [4].
Uzyskane  wzory  na  zastę pczą   czę stość  własną   wymagają   w  konkretnych  przypadkach
korzystania  z  pomocy  komputera.  Wydaje  się   jednak,  że  obrana  droga  postę powania
prowadzi  do  celu  szybciej  niż  np.  bezpoś rednie  cał kowanie numeryczne  róż niczkowych
równań ruchu.

Zaproponowana  linearyzacja  we  współ rzę dnych  głównych  q1,  q2  ma  tę   zaletę   w po-
równaniu  z  linearyzacja  we  współ rzę dnych  naturalnych  xlt  x2,  że  dla  układów  wzbu-
dzonych uderzeniowo  o wiele łatwiej jest wyznaczyć  maksymalne wartoś ci współ rzę dnych
głównych niż naturalnych.

3.  Rozwią zanie  szczególne  dla  układu  z  nieliniowoś cią   Duffinga

Niech  w  ukł adzie przedstawionym  na  rys.  1  charakterystyki  sprę ż yn  bę dą   okreś lone
nastę pują co:

/ i  —  (xi~ x2)ki,

f2 =
Obcią ż enie ma charakter impulsu  trójką tnego:

P (0  =  P o — ,  dla  t e [ O , T j,

gdzie  Po  jest maksymalną   wartoś cią   siły uderzenia, a  r f  — długotrwałoś cią   jej  dział ania.
Wprowadzając  nastę pują ce  oznaczenia:

b =  1/   y ,  xl  =  bx1,  x2  =  bx2,

k,
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równania ruchu sprowadzamy do postaci  bezwymiarowej:

I   '  x1+x l- x2  =  P(T)  dla 0 <  T «$  T 0

x3—Xj  =  — ć x\  —  S(x2),

x'1+x1—x2  = 0  dla  T > T 0 ,

p'x2 + (\+c)x2- xi  =   S(x2).

X,, x2  są   bezwymiarowymi  współ rzę dnymi,  P(r) =   2  P { t ) ,  x\ =   ,  ,  / =   1 , 2,
772 ^  ?tf^  O T

W  celu  rozwią zania  układu równań  (3.1)  zlinearyzowano je  stosując  metodę  podaną
wp. 2.

Przekształcamy  równania  (3.1) wprowadzając  bezwymiarowe  współ rzę dne  główne
qt  =  bgt, i =  1,2.

Równania  te we współ rzę dnych głównych przyjmują   postać

r) ,  dla  O <  T <  r n ,

f = l , 2 ,  dla  r  >  T 0 ,  H ( ( T )  =  O,
gdzie:

Parametry  Xf, Qi;  WQ,-, /  =   1, 2 są   nastę pują ce

(3.4)  .  I"

(3.5)  Su2 =   \ -

(3.6)  S 30 1 l 0 2= i  +  ^ ± i

Układ  równań  (3.2)  zastę pujemy  równoważ nym  układem liniowym

ofqt  ==  A, P ( T ),  dla 0 <  r < T 0 ,

cji  +  Q)fqi  = 0 ,  T >  T 0 ,  i  =   1 , 2 ,

w którym  kwadraty  czę stoś ci oĄ , a>2> obliczone wzorami  (2.17), w tym  przypadku  bę dą
miały postać:

U)\   =  COoi + cAi^f (- -̂ ylf Q\Q\ + }Ą

(3.8)

7Ą  m w

W  celu  wyznaczenia  amplitud Qx  =  m a x ^ r ),  Q2 =  max.q2(r)   należy  obliczyć  maksy-
T  r

malne  wartoś ci  funkcji  bę dą cych rozwią zaniami  ukł adu równań  (3.7), w którym podsta-

wiamy  za  XiP(r)  wyraż enie  XiPor,   gdzie  Po  =
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Z  okreś lenia  współ rzę dnych  głównych wynika,  że rozwią zania  które we współ rzę dnych
naturalnych xy,  x2  spełniają   zerowe warunki począ tkowe, muszą  je spełniać także we współ-
rzę dnych  gł ównych.

Rozwią zanie  równań  (3.7),  spełniają ce  zerowe  warunki  począ tkowe,  ma  postać  całki
D uhamela

,  T

1  D  r*

(3.9)  qt(r)   =  - LA-  tsinat(r- t)dt,  i=   1,2,
(Ot  J

o

lub

(3.10)  §,(T) -   - Ę -

Przemieszczenia  # J(T)  są   w  przedziale  0  ^  r  ^  T 0 rosną cymi  funkcjami  czasu,  co  wynika
z  wzorów  (3.10).  Zatem  maksymalne  wartoś ci  Qlt  Q2  wystą pią   dla  r >  r0.
Rozwią zanie  ukł adu równań  (3.7) dla  T >  T 0 ma  postać

_  To

(3.11)  ql{r)=   ^ - {  UmToi{r- t)dt,  i  =  1,2
*"' .  5  , .

lub

C ( T )  =  4 ^  [Tsin a>T  +  cosa3( 3.12)  C ( ( T )  j  [ 0 j 0

C0f  l\   O)t

i T\ ,  i =   1,2
J

Obliczone maksimum  tych  funkcji  ze  wzglę du  na  r

(3.13)  Qi- - ^r^,'  i-   1,2,
CO;

gdzie

r  2  2 T  2  1 1 / 2

(3.14)  / ł ( =  T o + ^ = 2"  = AsinWjT0- - ^r^- COSCOiTo  ,  1 = 1 , 2.

L   w t  wi   WX  J
C e lem  n in iejszych  ro zważ ań  jest  obliczen ie  wspó ł czyn n ika  uderzen ia  /*,  rozum ian ego
ja ko  stosun ek  m aksym a ln ej  sił y  zwro tn ej  w  sprę ż yn ie  m a xF ( f)  do m aksym aln ej  wartoś ci

t

sił y  wymuszają cej  Po.  D la ukł adu o  dwu  stopniach  swobody  trzeba  obliczyć  dwa  współ-
czynniki  uderzenia

m axF ^O  m axf2( 0

(3.15)  At- -S  .  A2 = - L p  .
"o   •   "o   •

gdzie:

Ft(O  =  ku[x i(f)- x2(t)],   F2(t)  =  kj,*a(Oi

kiz>  ku  są   zastę pczymi  współ czynnikami  sprę ż ystoś ci  ukł adu  zlinearyzowanego.
Znają c  współ rzę dne  główne  moż emy  powrócić  do  współ rzę dnych  naturalnych  i  po

odpowiednich  przekształ ceniach  napisać  wzory  przybliż one  (wynikają ce  z  oszacowania
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funkcji  typu  maxAsm((o1t+(p1)+Bsm(m2t+<p 2)  < A+B)  dla  współ czynników ude-
t

rż enia:

(3.16)
[ +

(3.17)  H2 = —

gdzie & lz>  fc2z  obliczono wzorami  (2.24)

(3.18)

Czę stoś ci  a>lt  co2 ukł adu  zlinearyzowanego  oraz współ czynniki uderzenia / x1, / i2 są  funk-
cjami  nastę pują cych  parametrów  Po ,  c,  /3, r0.  Zł oż ona  budowa  powyż szych  wzorów
uniemoż liwia  przeprowadzenie  wprost  ogólnej  dyskusji  wpływu  poszczególnych  para-
metrów na wartość a ,̂  ai2  lub fj, lt  ji2.

Dlatego  obliczono  wielkoś ci  ftj ls  a>2,  filt  (J,2  Jako  funkcje  r0,  traktując  pozostałe
parametry jako  stał e.
Wyniki  obliczeń przedstawia  rys. 2.

5  10  15  20  25  30  35  40  45  TD

Rys. 2.

4.  Układ  dwumaSowy z nieliniowoś cią   Hertza

Dla  ukł adu  jak  na  rys.  1 wyznaczmy  maksymalną   sił ę  w sprę ż ynie  poś redniej  oraz
maksymalne  ugię cie  sprę ż yny  skrajnej,  jeś li  charakterystyki  sprę ż yn  są  okreś lono  nastę-
pują co:

/ i  -  ka&gnixt- x^Xi

I   1  dla  Xi- xt  > 0
przy  czym  sgn (x1- x2)  = ( _ 1  ^  „
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h  -   k2x2,  P(t)  = 0.

Przyjmujemy  warunki  począ tkowe:

(4.1)  Xi(0)  = x2(0)  =  i a(0)  =  0,  kM  =   VQ.

Rozpatrywany  ukł ad dynamiczny  modeluje uderzenie quasi- sztywnego  bijaka1'  w ciało
quasi- sztywne  nieswobodne, na które są   nał oż one liniowe wię zy sprę ż yste  o sztywnoś ci  k2.
Przez  m1  należy  rozumieć masę   bijaka,  przez  m2  —  masę   ciała uderzonego, zredukowaną
do  punktu  uderzenia.  Sprę ż yna  poś rednia  imituje  podatność  lokalną   (kh)  zderzają cych
się   ciał   i  dlatego  jej  charakterystykę   przyję to  w  postaci  hertzowskiej  [3].

Równania  ruchu  mas  podczas  trwania  ich  kontaktu  są   nastę pują ce:

1x1  + kHsgn(x1- x2)\x1- x2\
3l2  =   0

*•   '  '  m2x2- kllsgn(x1- x2)\x1- x2\
il2  + k2x2  =   0,

z warunkami począ tkowymi  (4.1).
Dodajmy  z obu  stron  równania  (4.2a) człon k2(xx  — x2)  zaś do równania  (4.2b)  człon

—  k2(xi~x2)  oraz wprowadzimy  oznaczenia

fc

2  _  b  x  _  b x  x  _  b x
~rT  —  u,  Xi  —  0Xx,  X2  —  OX2,

ki  .  m,  „   k„
m2  mt  y/ bk2

x  =  Ht,  gdzie  G  =   m2g

i  przepiszmy  równania  (4.2  po)  uwzglę dnieniu  (4.3)  w  postaci  bezwymiarowej

(4- 4)  .?
- Xi  <=   asgn(x1- x2)\x1- x2\

3l2- x1+x2  =  - S ^,  x2).

Przekształ camy  równania  (4.4)  wprowadzając  współ rzę dne  główne  qu  q2  układu
(4.4),  w  którym  S,_(xi,x2)  =  0.  We  współ rzę dnych  głównych  równania  (4.4)  bę dą   [5]:

(4.5)  ?J +   W § I ? I =   ^i(\ - Qt)Si(ai,g2,)  i  = 1 , 2
gdzie:

(4.6)  ^ = 1 _ ;  im  1,2,

(4.7)

(4.8)

Nieliniowy  ukł ad  równań  (4.5)  zastę pujemy  ukł adem  liniowym

(4.9)  < ?i+ .3?flł - 0,  i  = 1 , 2.

J)  Ciałem  quasi- sztywnym  nazywamy ciało  lokalnie  odkształ calne  [3].
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Kwadraty  czę stoś ci  obliczamy  korzystając  z  wzorów  (2.17),  które  w  tym  przypadku

bę dą   nastę pują ce:

(4.10)
AQ2Q

Q

-   A2qL

fil   !02

- 2.  -

(4.ii)  s i - - = = =-   r  r
42,21  I   I

gdzie:

(4.12)

~  ABql- B2q2]qldqldq2,

Aż eby  obliczyć  całki we wzorze  (4.10)  i  (4.11) w których wystę puje  sgn(Aq1+Bq2)  należy
zbadać znak wyraż eń  A  i B. Ponieważ Xl  >  0,  X2  >  0,  /9 >  0 wię c  ^  >  0  i 5  >  0.  Dzie-
limy  obszar  cał kowania na dwa  obszary  M i  Nprostą  o równaniu Aql+Bq2  =  0.  Należy

wyróż nić  dwa  przypadki  przy  uwzglę dnieniu,  że  —  >  0.
i>

—  A
—  przypadek  I   Q2  < —  ^

i>
—  4̂  —

—  przypadek  I I   Q2  >  —  2 i
i>

W przypadku pierwszym  obszar cał kowania jest podzielony jak  na rys.  3, a podobszary M

N  okreś lone nastę pują co:

M   =

B

92 <  Qi

N

02  N ^

Rys. 3.

D la drugiego  przypadku  rys.  4 mamy:

M  =
- Qt

—
- 22

- fii< fil

22
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W  obszarze M  spełniony jest warunek Aqj_+Bq2  <  0,  wi ę c sgn ( ^ i+ 5 2̂)  =  - 1, pon ad to
\Aq1 + Bq2\   =  — Aq1  — Bq2.  W  obszarze  Sm arny  AqiĄ - Bq2  >  0,  wię c
=  1 oraz  \Aq1  + Bq2\   =   Aq1+Bq2.

Uwzglę dniając  powyż sze  po  obliczeniu  całek  otrzymamy:
—  A —

w przypadku  pierwszym,  czyli  dla Q2  ^  —-   Qx

(4.13)  a i ^ + [

2
3A

Q2Ql i Q2QI Q2Q

11 L 21 6! J 3Q1
tL
Q1

721

w przypadku  drugim,  czyli  Q2  ^  —  Qt

(4.15)  ii  -

(416)  u*- E2+ 2al  1 6  [ ( B Q
(4.16)  ^ ^

-
{BQ2

1
jl 2]  J -  A2 ,

_  j
2

3 3 5 2  L  GiGJ  Q16J  J  3 B I  2 ,2

_  (AQi+BQ2)
9!2]  (BQj- AQj1'2  _

QiGi  J  QiG!  QiQl  f

Łatwo  moż na  wykazać,  że  dla  warunków  począ tkowych  (4.1)  maksymalne  wartoś ci
współ rzę dnych gł ównych bę dą

11  Mech.  Teoret.  i  Stos.  2/ 81
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7i  ^Vo

(4.17)

gdzie:  Vo  -   — Vo.

Wartoś ci  a>l5  w2  obliczono na komputerze  traktując  parametry  a, /S jako  stał e,  Vo  jako
zmienne.  Rozwią zując  ukł ad  równań  (4.9) moż emy  powrócić  do współ rzę dnych natural-
nych xl,  x2,  które bę dą   okreś lone nastę pują co:

(4.18)  _
xz

Ukł ad równań  (4.2), podobnie jak i równoważ ny mu (w sensie przyję tej  metody rozwią -
zania)  ukł ad  (4.9),  opisuje  ruch  ś rodków  mas podczas  ich kontaktu,  czyli  dla  t e  [0,  rk]

gdzie  tk  jest  nieznanym  czasem  kontaktu.  Moż na  go  wyznaczyć  z  warunku

(4.19)  X ] ( T ) - X2 ( T )  =  0,

bowiem  w  koń cowej  chwili  uderzenia  przemieszczenia  ś rodków  obu mas są   jednakowe.
Maksymalną   sił ę   uderzenia  F=  m.axF{%)  wyznaczono  z  równania

r

(4.20)  J?(T) -   ku(xt- x2),

w  którym  .F (T) jest bezwymiarową   wielkoś cią   reprezentują cą   stosunek  siły uderzenia F(t)
—  k

do  cię ż aru m2g,  bezwymiarowa  zastę pcza  sztywność  kiz  =  • - —-  dana jest wzorem  (3.18).
/Ca

Wyniki  obliczeń przedstawia  rys.  5 i 6.
Z  kolei  obliczmy maksymalne ugię cie  sprę ż yny  skrajnej.  Jest  to wielkość  o tyle intere-

sują ca,  że w przyję tym  modelu  reprezentuje  maksymalne  odkształ cenie ciała  uderzanego,
wynikają ce  z jego podatnoś ci ogólnej.  Ponieważ  omawiane  maksimum wystę puje  z reguły
w drugiej  fazie  ruchu, czyli  dla t >  rk,  przeto należy  najpierw  okreś lić  stan kinematyczny
ukł adu  w chwili  t =  rk  a mianowicie  ^ ( T ^ )  =   x2(rk),  X^T^),  X 2( T / I ) .  Postulujemy  sprę-
ż ysty  charakter  uderzenia  tzn., że współczynnik  restytucji  R  = 1.  Dalszy  ruch  ciała ma
wię c  charakter  swobodnych  drgań  oscylatora  harmonicznego  o  masie  m2  z  liniowymi
wię zami  sprę ż ystymi  o  sztywnoś ci  k2.  Współ czynnik  uderzenia  p,  zdefiniowany  jako
stosunek maksymalnego ugię cia dynamicznego sprę ż yny  o sztywnoś ci  k2  do jej  statycznego
ugię cia  pod  cię ż arem  bijaka  okreś lony  jest  wzorem  [9]

(4.21)  p =

Wyniki  obliczeń przedstawiono na rys( 7, natomiast na rys. 8 pokazano wpływ podatnoś ci
lokalnej na współczynnik uderzenia.

5.  Uwagi  koń cowe  i  wnioski

Ukł ad  dwumasowy  rozpatrywany  w  p.  2  wraz  z  przyję tym  sposobem  obcią ż enia,
może  być  modelem  rozmaitych  mechanizmów  o  dział aniu  udarowym.  Podczas  pracy
takiego  mechanizmu, na masę   Wi  (reprezentują cą   np. bijak,  tł ok  itp.) działa  obcią ż enie
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impulsowe.  D ruga  masa  poł ą czona jest  z  pierwszą   wię zami  sprę ż ystymi,  liniowymi,  zaś
z  podł oż em  (tzn.  osłoną,  obudową,  ł oż yskami  itp.)  wię zami  nieliniowo- sprę ż ystymi.

Pozwala  to uwzglę dnić  duże  (geometrycznie nieliniowe)  odkształ cenia tego ciała, które
może  być  uformowane  na  kształt  belki,  wału  itp.

Rys.  7.

10  15  20  25  30  35  fy

Rys.  8.
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Jak widać z rys. 2 (i wielu  innych przedstawionych  w pracy  [15]) w zakresie  badanych
parametrów  maksimum współczynnika  fx2 jest  wię ksze  od maksimum  ,«,, a zmiany  tych
współczynników  wraz  ze wzrostem  T 0 mają   charakter  oscylacyjny.  Ze wzglę dów  wytrzy-
małoś ciowych korzystne jest  tak dobierać parametry ukł adu, aby odpowiadało  im  lokalne
minimum  współczynników  uderzenia. N atomiast dla ukł adu z nieliniowoś cią   Hertza [15]
moż na  przyją ć,  że fi jest  funkcją   tylko  prę dkoś ci  bijaka  i  stosunku  mas, bowiem  zmienia
się   on nieznacznie  (w zakresie  badanych  sztywnoś ci)  przy  zmianie  sztywnoś ci  lokalnej
(rys.  7, 8),  a jego  wzrost  jest  liniowy  przy  wzroś cie  prę dkoś ci  bijaka  Vo.

N a  wartość  maksymalnej  siły  uderzenia  duży  wpływ  ma  podatność  lokalna  a, przy
czym  jak widać  na rys. 6 ze wzrostem  podatnoś ci  lokalnej  roś nie  wartość  tej sił y.
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' , '  P e 3 to  M e  ;  •

OnPEflEJIEHHE  flHHAMH^IECKHK   K03<*<3>HH.HEHTOB  B  CH CTEME  C  flBYMJI
,  C T E n E M MH  CBOEOAH  C HEJIHHEfł HOCTBK)  TH I I A  ,n,y<S>ci>HHrA  H TEPIJA

B  da iŁe  paccMaTpHBaeicH cnoco6  niłHeapH3ai.rHH  HenmreHUOH  KOHcepBaTHBHOH  cHereMw c  ^Byjwa

cieneiMMH  CBoSoflbr  BO36y>Kfle'HHoH  HenepjKwraecKOH  Harpy3Koft  HJIH  ynapoM.  JlHHeapH3au,HK>  He-

ypaBHeHHii #BH>i(eHHJi npoBe#eHo nocne npeflBapirreJiBHoro  BsefleiniH  jwiaBHbix
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Oco6eHHO  npoBOAHJiHCb  HccJieflOBaHHJi  CHCieMM, KOTopoK flBH>KeHHe 6bijio  BhiHyjKfleHHO  Harpy3Koił
Tuna  TpexyrojiLHoro  HMnyjibca.  KpoMe  Toro  paccMaTpHBaeica  flByxMaccoBas  cHcrenia, B KOTopbix npy-
>KHHa coeflHHHiomaa  Maccw  HMeeT xapaKTepncTHKy  THna Tepu;a.  ,H,BH>KeHHe TaKoił  cHweMbi  BO36y>i<fla-
JIOCŁ  npHflaHneM   Macce  M< HaqanbHOH  cKopocni  Vo,  Jljw.  O6OHX  cncreM   onpefleneHO  flHHaMiwecKHe
KO3(bd)HllHeHTbI.

S u m m a ry

THE  DETERMINATION  OF DYNAMI C FACTORS  IN A  SYSTEM   WITH TWO DEGREES
OF  FREEDOM  AN D  DUFFING- HERTZ NONLINEARtTY

Tn  the  paper  the  linearization  method  of  the  non- linear conservative  system  with  the  two  degrees
of  freedom  has  been considered. The system  is  excitated  by  aperiodic or  impact  loads. The linearization
of  the  non- linear motion  equations  has  been  performed  after  having  introduced  the main coordinates.
The  system  excitated  by  triangular  pulse  has  been tested  in  particular. Besides,  the two- mass  system  with
jojning  spring  of  Hertz characteristcs  has been  considered. The system  has been excitated by  the motion
impart  of  the mass  mi  with  the initial velocity  v0.  For both systems  the dynamic factors have been intro-
duced.

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 27  maja  1980 roku.


