
M ECH AN IK A
TEORETYCZN A
1  STOSOWANA

2,  19  (1981)

ANALIZ A  KONSTRUKCJI  PRĘ TOWO- TARCZOWYCH  METODĄ
ELEMENTÓW  SKOŃ CZONYCH

EUG EN IUSZ  R  U  S I  Ń  S  K  I  (WROCŁAW)

1. Wstęp

W  metodzie  elementów  skoń czonych,  jak  wiadomo,  istotną   sprawą   jest  wyznaczenie
macierzy  sztywnoś ci,  za  pomocą   której  wyraża  się   siły  uogólnione  w  wę zł ach  w  funkcji
przemieszczeń  wę złowych.  W  konstrukcjach  prę towo- tarczowych  wystę pują   elementy
prę towe  i  tarczowe.  Znane  są   w  postaci  jawnej  macierze  sztywnoś ci  zarówno  prę ta,  jak
i  tarczy,  które  zostały  omówione  m.in.  w  [1],  [2], ...,  [9].  D la  przeprowadzenia  analizy
konstrukcji  prę towo- tarczowej  i  skrócenia  czasu  liczenia  na  EM C, celowe  jest  okreś lenie
w  postaci  jawnej  macierzy  sztywnoś ci  elementu  prę towo- tarczowego.  Pozwoli  to  bez-
poś rednio  podzielić  konstrukcję   tylko  na  elementy  prę towo- tarczowe.

2.  Okreś lenie  macierzy  sztywnoś ci  elementu  prostoką tnego  prę towo- tarczowego

Istnieją   dwie  drogi  okreś lenia  macierzy  sztywnoś ci  na  drodze  energetycznej  lub  też,
jak  to  czyni  się  w  niniejszej  pracy,  metodą   superpozycji,  polegają cej  na zł oż eniu  macierzy
sztywnoś ci  ramownicy  składają cej  się   z  4  prę tów  i  macierzy  sztywnoś ci  samej  tarczy
(rys.  1).  Macierz  sztywnoś ci  elementu  prę towo- tarczowego  wyraża  się   równaniem

(2.1.)

Rys.  1. Prostoką tny  element  prę towo- tarczowy.

gdzie:  [&,] —  macierz  sztywnoś ci  ramownicy  prę towej,

[k t] —  macierz sztywnoś ci  elementu  tarczy.
Prostoką tny  element  tarczy  poł ą czony  jest  z  dowolnymi  elementami  prę towymi  n,  p,

r,  s  wzdłuż krawę dzi  tarczy  w  sposób  cią gły  (rys.  1). Przy  formuł owaniu  funkcji  kształ tu
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tarczy,  w  celu  zapewnienia  cią głoś ci  poł ą czenia prę tów  z  tarczą,  przyjmuje  się   jednakowe
przemieszczenia  dla  tarczy  i  prę tów  w  miejscu  poł ą czenia.

2.1.  Macierz  sztywnoś ci  prostoką tnego  elementu tarczy.  Przedstawiony  na  rys.  2  typowy  ele-
ment  prostoką tny  o  wę zł ach  i,  j ,  k,  I   numerowanych  odwrotnie  do  ruchu  wskazówek

Rys.  2.  Prostoką tny  element  tarczy.

zegara,  ma począ tek  ukł adu współ rzę dnych w wę ź le i. Macierz sztywnoś ci  takiego  elementu
ma  postać:
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Wyprowadzenie  macierzy  sztywnoś ci  prostoką tnego  elementu  tarczy  dla  ukł adu
współ rzę dnych  w  ś rodku  cię ż koś ci  zostało  przedstawione  w  pracach  [2  i  4].

2.2.  Macierz sztywnoś ci  ramownicy jednoobwodowej.  Rozważ ana  ramownica  jest  zbudowana
z  czterech  prę tów  (n, p,  r  i  s)  poł ą czonych ze  sobą   sztywno  (rys.  3).  Macierz  sztywnoś ci
[k r]  takiej  ramownicy jest zbudowana  z macierzy  sztywnoś ci  [k]  poszczególnych  elementów
prę towych  transponowanych  do  ukł adu  współ rzę dnych  ramownicy.  Wyprowadzenia



AN ALIZ A  KONSTRUKCJI   PRĘ TOWO- TARCZOWYCH 255

macierzy  sztywnoś ci  prę ta  obustronnie  utwierdzonego  przedstawiono  mię dzy  innymi
w pracach  [1],  [4],  [5],  [6],  [8]. Macierze sztywnoś ci  przykł adowego  prę ta  „ «"  ma  postać:

Rys.  3.  Ramownica prostoką tna  jednoobwodowa.
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Transformację  poszczególnych  macierzy  sztywnoś ci  prę tów  (2.2.1.)  przedstawić  moż na

zależ noś cią

(2.2.2.)  ...  [km]  =   [C] T  [km]'   [C]

gdzie:

[C] — macierz  transformacji  z  ukł adu  globalnego  ramownicy  do  ukł adu  lokalnego

prę ta  o wymiarze  (3 x 3),
[C] T —  macierz  transponowana  macierzy  transformacji.  Macierz  transformacji  ma

postać
cos/3  sin/3  0

— sin/?  cos/?  0
0  0  1
0
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(2.2.3)
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W  tym przypadku  ką t  /S przyjmuje  dwie wartoś ci  (rys. 3), zależ nie od położ enia prę ta
w  ramownicy,  0°  lub  90°.  Uwzglę dniając  (2.2.1)  i  (2.2.2)  oraz  dokonując przekształceń
macierz  sztywnoś ci  ramownicy  (rys.  3)  przedstawić  moż na  w  postaci
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gdzie: elementy  [&,- _;] są  podmacierzami kwadratowymi  o wymiarach  (3 x 3). Podmacierze
te  wyznaczono  w  postaci  jawnej  i  przykładowo wynoszą:
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gdzie  a i b, Jz,  F  oznaczają   odpowiednio: długoś ci prę tów, moment bezwładnoś ci na zgi-
nanie  i pole przekroju  prę ta.

2.3.  Macierz  sztywnoś ci  elementu prostoką tnego prę towo- tarczowego.  Po  okreś len iu  macierzy

sztywnoś ci  prostoką tnego  elementu tarczy  (2.1.14)  oraz macierzy  sztywnoś ci  ramownicy
(2.2.4)  przeprowadzono  dodawanie dwóch macierzy  według  (1).  Dodawanie  to  nie jest
wykonywane  wprost,  gdyż macierz  opisana  równaniem  (2.1.14)  jest  o wymiarze  (8x8)
i w tej macierzy wystę pują   tylko przemieszczenia ux,uy~w każ dym wę ź le. Natomiast w wę z-
łach,  ramownicy  oprócz  przemieszczeń  liniowych  ux,  uy  wystę puje  obrót  a.z wzglę dem
osi  z.  Dlatego  też  do  wę złów  tarczy  wprowadza  się   dodatkowo  zerowy  pozorny  obrót
a!z =   0 wzglę dem  osi z, w wyniku  czego uzyskuje się  macierz sztywnoś ci  tarczy o wymiarze
(12 x 12).  Po  przekształceniach  i  dodaniu  obu  macierzy  otrzymano  w  jawnej  postaci
macierz  sztywnoś ci  elementu  prostoką tnego  prę towo- tarczowego  (tabl.  1).
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Postę pując  podobnie jak  wyż ej wyznacza  się  macierz sztywnoś ci  elementu  trójką tnego,
składają cego  się  z tarczy poł ą czonej na swoich krawę dziach w ogólnym przypadku z trzema
dowolnymi prę tami (rys. 4).

Rys.  4.  Trójką tny  element  prę towo- tarczowy.

Kolejność  numeracji  wę złów  jest  przeciwna  do  ruchu  wskazówek  zegara:  i—j—k.
Grubość  tarczy  jest  stała  i  wynosi  t.  Układ  współrzę dnych  lokalnych  jest  zaczepiony
w  wę ź le. Rozważa  się   płaski  stan  naprę ż eń.  Stan  przemieszczeń  wewną trz  elementu jest
podobny  jak  w  elemencie  prostoką tnym  (rozdz.  2). Wyznaczoną   w  ten  sposób  macierz
sztywnoś ci  elementu  trójką tnego  prę towotarczowego  zamieszczono  w  tablicy  2.

4.  Program  PRTA

Przedstawiono  obliczenia  konstrukcji  z  podziałem  na  elementy  prę towo- tarczowe,
wg  metody  elementów  skoń czonych,  został  zaprogramowany  na  maszynę   cyfrową,  pod
nazwą   PRTA.  Program  ten  napisano w ję zyku  FORTRAN  1900  i  uruchomiono go  na
maszynie  cyfrowej  serii  ODRA  1300.  Obliczenia  moż na  prowadzić  dla  dowolnych  kon-
strukcji  płaskich  obcią ż onych  w  płaszczyź nie,  składają cych  się   z  elementów:
—  prę towo- tarczowych  (prostoką tnych  i  trójką tnych),
—  prę towych  (ramy płaskie),
—•   tarczowych  (prostoką tnych i  trójką tnych).
Prę ty o stałym przekroju, w poł ą czeniu z tarczą  stanowią   jej uż ebrowanie lub wzmocnienie
brzegów.  Obcią ż enie  zewnę trzne  musi  być  przykładane  w  wę złach  elementu.
W  danych  do  programu  należy  podać wielkoś ci  geometryczne  prę tów,  tarcz  i  obcią ż eń
zewnę trznych.  Jako  wyniki  otrzymuje  się   przemieszczenia  poszczególnych  wę złów  kon-
strukcji,  siły wewnę trzne  w  prę tach i  tarczach. Ponadto otrzymuje  się  naprę ż enia pocho-
dzą ce od momentu gną cego  og,  ś ciskają ce lub rozcią gają ce  ac  i sumaryczne  crsum —w  prę -
tach,  odkształcenia  bezwzglę dne  ex,  sy,  yxy  oraz  naprę ż enia  as,  cry  i  xxy  — w  tarczach.

Ograniczenia  programu  stanowi  ogólna  liczba  elementów  m <  300,  co  wynika  z  po-
jemnoś ci  pamię ci  operacyjnej  maszyny  serii  ODRA  1300.  Jednak  jest  ona  zupełnie
wystarczają ca  dla celów  praktycznych.
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5.  Przykład  liczbowy

"W  celu  sprawdzenia  poprawnoś ci  dział ań programu wykonano  szereg obliczeń  testują-
cych.  U zyskane wyniki  obliczenia prostych, konstrukcji  prę towo- tarczowych  porównywano
z  wynikami  otrzymanymi  metodami analitycznymi  [10, 11, 12]. Porównanie  to  wykazał o,
że już  przy podziale na niewielką   liczbę  elementów uzyskuje  się  dobrą  zgodność z wynikami
otrzymanymi  z  rozwią zań  analitycznych.  Przeprowadzono  przykł adowo  obliczenia  kon-
strukcji  prę towo- tarczowej  obcią ż onej  czterema  siłami  skupionymi  (rys.  5).  Konstrukcję

1=1.0

Rys. 5. Przykł ad konstrukcji  prę towo- tarczowej: a) układ obcią ż eń, b) rozkład naprę ż eń stycznych. MES —
metoda  elementów  skoń czonych,  A„ — rozwią zanie  ś cisłe.

podzielono  na  dwa  prostoką tne  elementy  prę towo- tarczowe  (Tablica  1)  zawierają ca
po  4  wę zły  każ dy,  w  elementach tych wystę pują   tylko  2  prę ty  na  przeciwległych  bokach.
Wartoś ci  naprę ż eń  w  prę tach  omawianej  konstrukcji  (rys.  5)  wedł ug  rozwią zania  [10]
wynoszą:

P
(T4  =   — or,  =   a6  =  — o3  =  —,  a2  =  <r5 =  0,

a  maksymalna  bezwzglę dna  wartość  naprę ż eń  stycznych

p
V ,  =  0,42—

N atomiast wartoś ci naprę ż eń, uzyskane przy wykorzystaniu  omawianej macierzy  sztywnoś ci
w  M ES wynoszą:

P  P
a4  =  - o -j  =  <r6 =  - 03  =   0,80 —  ,  or2 =   - <xs  =   - 0 , 0 4 --

A  A

a  maksymalne  naprę ż enie styczne

a x  =  0,43 -̂

Najwię kszy  bł ą d  uzyskanych  wyników  wystę puje  w  prę tach nr  1,  3  i  wynosi  20%,  ale
obliczenia  wg  [10]  dają   w  tym  przypadku  zawyż one  wartoś ci.  Mianowicie  zakł ada  się ,
że  w  wę zł ach  przył oż enia  sił   (rys.  5),  obcią ż enie  to  jest  przenoszone  tylko  przez  prę ty,
a  w  rzeczywistoś ci  czę ść  obcią ż enia  przenosi  tarcza  co  uwzglę dniono  w  przedstawionej
pracy,  która jest  sztywno  poł ą czona z prę tami. N atomiast w  prę cie nr 2 wynosi 4%,  a dla
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naprę ż eń  stycznych  1%.  Należy  przypuszczać,  że  przy  zwię kszaniu  liczby  elementów,
na  którą   podzielono  konstrukcję,  otrzymane  wyniki  bę dą   jeszcze  bliż sze  rozwią zaniu
dokładnemu.

Reasumując  stwierdza  się , że przeprowadzenie  analizy  wytrzymałoś ciowej  konstrukcji
o  elementach prę towo- tarczowych,  z  uwzglę dnieniem  macierzy  sztywnoś ci  (tab.  1  i  2),
pozwala  w  znaczny  sposób  skrócić  efektywny  czas  liczenia  oraz mniejszą   pamięć EMC.
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AHAJIH3  CTEPJKHE- CKJIAJiyATOft KOHCTPyKH,HH
C  nOMOmtK) METOflA  KOHE^HBIX  3JIEMEHTOB

IIpeflCTaB.neH  iweTOfl  pacieTa  JIK>6ŁIX  crep^He- cKJiafl^aTbix  KOHcrpyKi;HH
3JieMeHT0B.  IIpHBefleHbi  B  HBHOM  BHfle  iwaipimbi  H<ecTKoCTH npHMoyroJibHoro  H ipeyroJiŁH oro  ciep>Kne-
CKJiaflqaToro  aneM eim  c  Tpeiwst  creneHHMH CBo6oflbi.  B  crepHCHe- CKnaffiaTOM   ojieiHeirre  y^ł ieHa  jim6aH
(Jiopiwa  ce^emra;  Kawfloro  crrep>KHn:. OnpeflejieH ti  Tanwe  MaipHaBi  >KeCTi<ocTH npHMoyrojn>Hoft  CKJiaflKH
H paMHOH KOHCTpyKi(HHj cociosHueft  H3 4  cTepwHeii.  IIporpaMMa P R TA  HanacaHa Ha H3biKe  «t O P T P AH
1900  H TecTHpoBaHa  Ha i(HdppoBOH  BbumcjiHTeJibHOH  iwaiiiKH e  OJI.PA  1300. Pa6oTa

npHAtepoiw.

S u mm  a ry

AN ANALYSI S  OF THE ROD- SHIELD CONSTRUCTIONS BY  THE F IN ITE ELEMENT  METH OD

The  way  of calculating any rod- shield construction by the finite element method is shown in the paper.
The  rigidity  matrix  of  the  rod- shield  construction  elements  of  a  rectangular  and  triangular  shape  with
three degrees of freedom is given.  In a rod- shield element any shape of  the  rod cross- section may be applied.
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The rigidity  matrix of  a rectangular shield and of  a four  bars  frame  is  also  given  in  the paper. The PRTA
programme  was  writen  in  the FORTRAN  1900  language  and  was  tested  on  the  ODRA  1300 computer.
The  paper  is  illustrated  with  an  example.

POLITECHNIK A  WROCŁAWSK A

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  5  marca 1979  roku.
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Tablica  1. Macierz  sztywnoś ci  prostoką tnego  elementu  prę towo- tarczowego
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Tablica  2.  Macierz  sztywnoś ci  trójką tnego  elementu  prę towo- tarczowego
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