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1. Wstę p, założ enia 1  oznaczenia

W  pracy  wyprowadzono  zależ noś ci  oraz  przedstawiono  metodę   obliczeń  obcią ż eń
krytycznych  dla  cienkiej  sprę ż yste- plastycznej  powłoki  w  kształcie  stoż ka  ś cię tego  pod
wpływem  podstawowych  obcią ż eń  typu  obrotowo- symetrycznego,  t j.:

•—  poprzeczne ciś nienie równomierne,
—  wszechstronne równomierne obcią ż enie hydrostatyczne,
—  siła wzdłuż na ś ciskają ca  skierowana wzdłuż tworzą cej.
Wykorzystując  podejś cie  SHANLEYA, dopuszczają ce  wzrastanie  obcią ż enia  i  rozwijanie

się   stref  procesów  biernych w  wyniku  powstawania  pozakrytycznych  ugię ć,  dla  każ dego
z wyszczególnionych  przypadków  podano zależ noś ci  dla  obliczania  obcią ż eń  krytycznych
według dwóch  podstawowych  teorii  plastycznoś ci,  tj.  teorii  deformacyjnej  i  teorii  plas-
tycznego płynię cia. Uwzglę dniono ś ciś liwość materiału powłoki i przyję to  charakterystykę
umocnienia  typu  liniowego.  Do rozwią zania  równań wyjś ciowych  wykorzystano  metodę
ortogonalizacyjną.

Przy  uwzglę dnieniu  niejednorodnego  rozkładu naprę ż eń  w  powłoce  w  stanie  przed-
krytycznym  i  wprowadzeniu  badania  warunku  uplastycznienia  typu  H- M-H  uzyskano
zależ noś ci  pozwalają ce  na  obliczanie  obcią ż eń  krytycznych  dla  powłoki  całkowicie  lub
czę ś ciowo uplastycznionej, a nawet dla powłoki znajdują cej  się  przed wyboczeniem. w stanie
sprę ż ystym.  W  wyniku  analizy  stwierdzono,  że  zwią zki  wyjś ciowe  uzyskane  na  bazie
teorii  plastycznego  płynię cia są   prostsze  i wygodniejsze  dla praktycznego  wykorzystania.
Przy wykorzystaniu  teorii  deformacyjnej  obliczanie  obcią ż eń  krytycznych  wymaga  stoso-
wania  metod  iteracyjnych  i  całkowania numerycznego.

W pracach  [4, 5] przedstawiono  analizę  statecznoś ci poza granicą   sprę ż ystoś ci powłoki
stoż kowej  obcią ż onej  wszechstronnym  równomiernym  ciś nieniem  hydrostatycznym  przy
założ eniu charakterystyki  umocnienia materiału typu  potę gowego. Wyprowadzone  w tych
pracach zwią zki wyjś ciowe posiadały rozbudowaną   strukturę;  stosowanie ich do obliczania
obcią ż eń  krytycznych  było  ograniczone  do przypadków  gdy  cała  powłoka przed  utratą
statecznoś ci  przeszła  w  stan  plastyczny.  Tego  dość  silnego  ograniczenia,  zawę ż ają cego
zakres  moż liwych  rozwią zań,  niniejsza  praca  nie  zawiera.  W  pracy  niniejszej  przyję to
liniową   charakterystykę   umocnienia  materiału  [6],  a  poprzez  całkowanie  przez  czę ś ci
po  ortogonalizacji  uniknię to  koniecznoś ci  róż niczkowania  współczynników  macierzy
sztywnoś ci,  które z uwagi na niejednorodny  stan naprę ż eń w stanie  dokrytycznym  zależą
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od  - współ rzę dnych  geometrycznych,  przez  co  zależ noś ci  wyjś ciowe  przyję ły  zwartą  postać.
Zakł ada  się  ponadto, że  materiał   powł oki  jest  izotropowy  i  ś ciś ł iwy.  Obowią zują  hipotezy
Kirchhoffa- Love'a  (w  powł oce panuje  pł aski  stan naprę ż enia,  obowią zuje  hipoteza  nie-
wydł uż alnego  odcinka  normalnego)  i  zajmiemy  się  dowolną  formą  utraty  statecznoś ci.
Analizę  opieramy  na  koncepcji  wzrastają cego  obcią ż enia,  która,  pomimo  zł oż onoś ci,
umoż liwia  uzyskanie  zwią zków fizycznych  w postaci rozprzę gnię tej  i daje  rezultaty  bardziej
zbliż one  do  danych  eksperymentalnych.  Przegląd  waż niejszych  prac,  tematycznie  zwią za-
nych  z  niniejszą,  moż na  znaleźć  w  pracy  przeglą dowej  [2],  oraz  w  pracach  [1, 4, 5].
Poniż ej  zestawiono  waż niejsze  oznaczenia  stosowane  w  pracy:

Ec —  moduł   sieczny,
Et  =  Ej  —.moduł   styczny  lub  moduł  wzmocnienia  liniowego,

E, G — moduły  sprę ż ystoś ci  podł uż nej i poprzecznej,
v —•  liczba  Poissona,
q — równomierne ciś nienie  dział ają ce na  powierzchnię

boczną  powł oki,
a — wszechstronne  równomierne  ciś nienie  hydrosta-

tyczne,
Na  —  siła wzdł uż na rozł oż ona równomiernie, przył oż ona

do  górnej  podstawy  powł oki,
q*,  a*, N*  • .— argumenty miejsca  zerowego,

a i,  ej —  intensywność  naprę ż eń i odkształ ceń,
m, 2n — parametry —  liczba  pół fal  wzdł uż  tworzą cej  i  po

obwodzie  przy  wyboczeniu,
CTpi  —  granica  plastycznoś ci,

- Wio. N2o,  TXQ  —  siły  stanu bł onowego,
w,  $> —  funkcja  ugię cia  i funkcja  sił,

e<x> x«>  si2)  7i2  —  odkształ cenia  i  zmiany  krzywizn  powierzchni
podstawowej  powł oki,

ds  =   asjai,aQ  =  «re/or,,  rs0  =  TsS/ ffi  —  wzglę dne  naprę ż enia  odpowiednio  w  kierunku

podł uż nym,  obwodowym  i  styczne,
Ai,£i  —  cał ki  numeryczne  w  równaniu  statecznoś ci,

( ) »;  ( ) ,e —  róż niczkowanie  wzglę dem  odpowiedniej  współ-
rzę dnej,

s1}  s2  —  odległ ość  od  wierzchoł ka  do  górnej  i  dolnej
podstawy  wzdł uż  tworzą cej,

li  —  grubość  powł oki,
§ —  kąt  pochylenia  tworzą cej  przy  podstawie.

2.  Sformuł owanie  problemu  i  podstawowe  zwią zki wyjś ciowe

Rozważ amy  cienkoś cienną  powł okę  w  kształ cie  stoż ka  ś cię tego,  swobodnie  podpartą
na  brzegach,  obcią ż oną  w  sposób  dowolny,  obrotowosymetryczny.  Zakł adamy, że  przed
utratą  statecznoś ci  w  powł oce  istnieje  bezmomentowy  niejednorodny  stan  naprę ż eń
o  sił ach wewnę trznych:  JV10,  N20,  Ti0,  T20,  a  wymiary  powł oki  i  materiał   są  takie,  że
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przy  aktywnym  i proporcjonalnym  narastaniu  składowych  tensora  naprę ż eń,  wyboczenie
może nastą pić po osią gnię ciu  granicy  sprę ż ystoś ci.  Jeż eli  przyjmiemy,  ż e. w chwili  wybo-
czenia  powłoka  ulega  uplastycznieniu,  a  strefy  lokalnych  odcią ż eń  powstają   dopiero
w wyniku  ugięć  powłoki, wówczas  dochodzimy do stosowanej  tutaj  koncepcji  wzrastają-
cego  obcią ż enia.  Przy  takim podejś ciu  rozwijaniu  się  stref  procesów  biernych  towarzyszy
wzrost obcią ż enia ponad wartość krytyczną, a ką t pochylenia krzywej at = ffj(w)  w punkcie
bifurkacji  jest na ogół  róż ny od zera.  Koncepcja  ta została zaproponowana1 przez  SHAN-

LEYA do analizy  wyboczenia  prótów  i zastosowana  przez  STOWELLA,  ILIUSZYN A  i  GRIGO-

LUKA dla płyt i powłok.
Równania  statecznoś ci  powłoki  stoż kowej  zostały  wyprowadzone  w pracy  [4]:  (  :

ó / 3 + d Mcós/3+   w

2  //   1
\  sco

(2.1)

1  1
w,sss'mp  — oysese  dy^Q  a+oeQ  ssscosp- \  — 6es e@+2deQ  .cosB —

s  scosp
ósStScosp  =  0.

Równanie  (2.1)x  wynika  z  warunków  równowagi  elementu  po utracie  statecznoś ci,
natomiast (2.1)2 jest równaniem nierozdzielnoś ci  odkształceń. dMs, ..., dNs, ...  oziiaczają
wariacje  sił  i momentów wywołane w powłoce przez utratę  statecznoś ci,  dsS)  de@, dys&  —
wariacje  odkształceń w powłoce.

Według  hipotezy  Kirchhoffa- Love'a  wariacje  wydłuż eń  dowolnego  odcinka  powłoki
zależą   od  wydłuż enia  elementu  powierzchni  podstawowej  i  zmiany  krzywizn

des  =  del—x3d>c1,  '• ',•   *

(2.2)  de0  =   de2— x3  dxz,

u

gdzie  x3  jest  współrzę dną   normalną   do  powierzchni  podstawowej,  przy  czym  —= -   <

-" Xs  "  +  2  '  ;
Wariacje  krzywizn  w  powłoce  są   okreś lone  nastę pują co

.  „ 1  1  sin/S

11  1  tg/?

Siły  i  momenty w  powłoce jakie  powstaną   w wyniku  utraty  statecznoś ci  uzyskamy
całkując  po gruboś ci  powłoki  wariacje  naprę ż eń

(2- 5)  óNap =   J  d<Ta/sdx3,  dMap =   J  doapX3dx3,
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gdzie  Saaji  oznacza  wariacje  naprę ż eń,  które  należy  okreś lić  ze  zwią zków  fizycznych.

Zgodnie  z  teorią  mał ych  odkształ ceń  sprę ż ysto- plastycznych  NADAIA- HENCKYEGO  [6]

mamy

(2.5)  au  =   2m(£,) eu+   [3K- 2m(et)]  sm  du

gdzie  należy  dokonać  wariacji  skł adowych  tensora  naprę ż enia. Wedł ug  stowarzyszonego
prawa  pł ynię cia  PRANDTLA- REUSSA,  po  dokonaniu wariacji  tensora  odkształ cenia mamy

dss  =

(2.6)

—rcok  c rs- - - c re

Oi

gdzie of  =  <r5
2 + o j- a, ae+3rf 9,  cok =  E/ Ek- 1.

Zwią zki  (2.6)  należy  odwrócić  ze  wzglę du  na  wariacje  naprę ż eń.  Po  rozwinię ciu,  a

nastę pnie  podstawieniu  (2.5)  i  (2.6)  do  (2.4)  i  scał kowaniu  dostaniemy  wzory,  które  dla

skrócenia  zapisu  podajemy  w  zapisie  macierzowym

(2.7)  < W= E x< 5e,

(2.8)  5M  = D x <5x,

(2.9)
2 i ,

E 1 2 ,

E 2 2,

- D 1 2 )

- D 2 2 ,

D 31)

D 1 3

D 2 3

—D 3 3

gdzie E  i D  są macierzami  sztywnoś ci

- E1 3

- E2 3

E 3 3

natomiast  dN i  dM  są  wektorami  kolumnowymi  sił  i momentów.

(2.10)  dN=  [SNS,  0Ng,  oNse},  6M={óMs,oMe>

a  de  i  Sx  są  wektorami  kolumnowymi  odkształ ceń i zmian  krzywizn

(2.11)  da  =  {<5£i) Ss2,  Ss12},   3x  =  {ó?i;1, dx2,  (5«12j.

Zgodnie z koncepcją  SHANLEYA  współ czynniki  Ey  i D l 7 zależą  od przyję tej  teorii  plastycz-
noś ci,  mechanicznych  wł asnoś ci  materiału w  stanie  sprę ż ystym  i  plastycznym  i  od  stanu
naprę ż eń  w  powł oce  przed  utratą  statecznoś ci.  Wartoś ci  ich  moż na  znaleźć  w  pracach
[4,  5] dla obydwu  podstawowych  teorii plastycznoś ci, dlatego  też w pracy niniejszej  ogólnej
ich  postaci  nie  przytoczymy,  podamy jedynie  ich  wartoś ci  po  okreś leniu  charakterystyki
materiału  i  zdefiniowaniu  naprę ż eń  stanu przedkrytycznego  dla  poszczególnych  rodzajów
obcią ż eń  zewnę trznych.  Do  równania  równowagi  i  równania nierozdzielnoś ci  (2.1)  wsta-
wiamy  wariacje  momentów  (2.8),  oraz  wariacje  odkształ ceń  po  odwróceniu  równania
(2.7),  t j.

gdzie  E jest  odwróconą  macierzą  sztywnoś ci.

D o  równań  (2.1) wstawiamy  również  wyraż enia  okreś lają ce  krzywizny  (2.3) oraz  wariacje
sił   wyraż one  za  pomocą  funkcji  sił
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(2.13)

Pomimo  obrotowej  symetrii  obcią ż enia,  w  powł oce  panuje  niejednorodny  rozkł ad
uaprę ż eń w stanie przedkrytycznym,  stąd E;j i Dy są funkcjami  argumentu s, a dla przy-
ję tych  rodzajów  obcią ż eń  znikają  siły  i naprę ż enia  tną ce, co powoduje  że Ea3 = E3a =
=  D a3 = D 3 a = 0.  Po uporzą dkowaniu  równania  (2.1) przyjmą  postać

\   - l s- l s Dł l i S S+ D 1 2 ,

+  2 D l l i S — - D J J l

1
12,ss   s

2  ,  1  1
(2.14)  - - j  (D i 2 + D 22- D3 3) - iV2 0  lw,ee  3  3g- 'O%2^>,eee0  =  0.

1  / -   -   2 - 1
M   3 3 ) I  2 i , s - ~  ia—  5

i  r_  i
|E 2 ł . „ -  —( E3

1  -   1
E i l l ł + - a

S  S

3.  Rozwią zanie  równań

Aby  wyznaczyć  obcią ż enie  krytyczne  należy  rozwią zać  ukł ad  równań  róż niczkowych
czą stkowych  (2.14).  Ukł ad  ten  sprowadzimy  do  równań  róż niczkowych  zwyczajnych
wzglę dem zmiennej s przez przyję cie  funkcji  ugię cia w i funkcji  sił  0  w postaci  podwójnych
szeregów nieskoń czonych

00  00  0O  OD

(3.1)  w(s,&) = ^  J?  wm„(s)cosn@,  0(s, 0) — £  J£ ®mn(ś )cosn©.
tir- .l  tu—I   n=s 1 m=- -l
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Przyjmując  w pierwszym  przybliż eniu  po  jednym  wyrazie  tych  funkcji  i  podstawiając

do  (2.14) uzyskamy  ukł ad

d*w  d3w  ,-   2  ., d2w  ,  dw

- n2w(ag- n2a10)  = = 0,

Współ czynniki  a;  i  @t  równań  (3.2)  są   funkcjami  zmiennej  s.  U kł ad  równań  (4.2)
scał kujemy  w  sposób  przybliż ony  metodą   ortogonalizacyjną   GALERKINA,  przyjmując
funkcje  w(s)  i 0( s)  w postaci

(3.3)  w(s) =  wosin—is- Si),  0(s)  = 0osin —p(s- «i),

spełniają cej  kinematyczne warunki  brzegowe.
Zgodnie  z metodą   ortogonalizacyjną   ż ą damy  spełnienia warunków

Ja  "i

(3.4)  /  i^sM s)  = 0,  /  F2(s)0(s) = 0,
zi  Si

gdzie  F^{s)  i F2(s) oznaczają   lewe  strony  równań  (3.2).
Podstawiając  (3.3) i  (3.2)  do  (3.4)  oraz  wykonując  cał kowanie przez  czę ś ci  wyrazów

zawierają cych  zmienne  współ czynniki  <Xj i  /S; uzyskamy  ukł ad  dwóch  równań  algebra-
icznych wzglę dem  niewiadomych w0 i <P0

Z warunku  znikania wyznacznika  tego ukł adu,  t j.

IA21  A22]

i  po  odpowiednich przekształ ceniach,  wyznaczymy  obcią ż enia  krytyczne.
Jak  już  wspomniano, do  analizy  przyjmuje  się   charakterystykę   umocnienia  materiału

typu  liniowego, dla  której

(3.7)  at =   e,E*- ffpl

M oduł   styczny  w  zakresie  plastycznym Ek = Ex =  const w  tym  przypadku,  natomiast
moduł   sieczny E c =  ov/ej  jest  zmienny i  okreś lony  charakterystyką   (3.7). W momencie
utraty  statecznoś ci czę ść powł oki może znajdować  się  w stanie sprę ż ystym, a czę ść w plas-
tycznym,  stąd  też  konieczne jest  badanie  warunku  uplastycznienia i przyjmowanie  Ek =
=  Ec = E dla  zakresu  sprę ż ystego.  Moduły  sieczny  i  styczny,  wchodzą ce  do  zwią zków
fizycznych,  zdefiniujemy  wobec tego  nastę pują co

o  fff  >   0pi  jE i ,  Oi >  ffPi

,  Ot ^  «Tpi  \h,  0t  <  avl

Obecnie  przejdziemy  do podania wyników  dla  poszczególnych  przypadków  obcią ż eń.
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4.  Powł oka  obcią ż ona  równomiernym  ciś nieniem  poprzecznym

Siły i naprę ż enia bł onowego, przedkrytycznego  stanu naprę ż eń w powł oce są  okreś lone

nastę pują co

N,n  =  aji  =  -
2tg/?

O,  =   - sr

(4.1)

natomiast moduł   sieczny przyjmuje  wartość

=   (T0ll  =  — qs
tg/ S'

qs\ / Qs

o  <•   a„

(4.2)

gdzie

k  =  21 ——  — 11 o  )

Zgodnie z (3.6) uzyskamy nastę pują cy  zwią zek  okreś lają cy  wartość obcią ż enia  krytycznego

(4.3)  qkTn =

" (
AiC0SP+^nrA2  +

S 3

W  równaniu  powyż szym

~  f  1  / l l H
X  =  I   • —I - —I  —sa

^  AT \  * /  L

j  / - J I I T T

J  llV  j - I-

1  ,  1 ,
COS^CJ as ,

s  J
J r .

si 7 s i l 1 2 ' '  I  [   ds>
C  l  1

3 = ~ J 7 ^ ^
f  Ar  / j r t r  ,

1 = J  AF YT I rfs,
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r  j  N  i  n

s  I
• S2

J33  =  J  —- - j3- - -

Współ czynniki  wystę pują ce  w  zależ noś ciach  (4.10)  są   zwią zane  z  elementami  macierzy
sztywnoś ci  nastę pują co

D 1 2( s2)  D 1 2( S l )
d°12 N(s2)

(4.5)

=   D a^ 5  b u  =  D 2 2 ,

=   D 1 1 D 2 2 - D ?2 -

=   Di =  - D 1 2 ,

Elementy  macierzy  sztywnoś ci  D a / ? i  funkcje  V̂ i  M  zależą   od  przyję tej  teorii  plastycz-
noś ci  i  dla  danego  typu  obcią ż enia  i  przyję tej  charakterystyki  materiału w  zakresie  sprę-
ż ystym  i plastycznym  są   okreś lone  nastę pują co:
a) teoria  deformacyjna  (TD)

DTD
22  —

1.

1,

3 + -

<x, ^  a„

°i  >  ffpi

(4.6)  D I ? =
+ T "

( 3 3  =

gdzie  j- i  =  1—  2v.

2E ' • )•

3- ł - i,

—  v,
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b)  teoria plastycznego  pł ynię cia (TPP)

- .TPP  _

u  -

DJP" =

Jvi

2QS,

2(3+  (!+ «*) I

JTPP  1  A T P P

3̂3  - 7 + 7.  3̂3

Jak widać, współ czynniki  wg  teorii deformacyjnej  zależą   od  zmiennej  s  jak  i  od  obcią -
ż enia zewnę trznego  q, natomiast zgodnie z  teorią   plastycznego  pł ynię cia zależą   tylko  od  s.
W  zwią zku  z  tym  stosując  teorię   plastycznego  pł ynię cia  obcią ż enie  krytyczne  moż na
otrzymać  bezpoś rednio  ze  wzoru  (4.3);  pozostaje  jedynie  obliczenie  całek  numerycznych
At  i Bi  (4.4), których wyznaczenie w  sposób  ś cisły jest zawił e. Wedł ug teorii  deformacyjnej
obcią ż enia  krytycznego  bezpoś rednio  ze  wzoru  (4.3) nie  moż na  obliczyć,  ponieważ  prze-
kształ cenie  tej  zależ noś ci  ze  wzglę du  na  q  nie  jest  moż liwe.  W  zwią zku  z  tym  podamy
pewien  algorytm  iteracyjny.  Powł oka na  którą   działa boczne  ciś nienie  równomierne  traci
stateczność w ten sposób, że wzdł uż tworzą cej  tworzy się  jedna pół fala; dlatego w  równaniu
(4.3)  przyję to  m  — 1,  natomiast  po  obwodzie  powstaje  n  fal,  przy  czym  wartość  n  przy
obcią ż eniu  krytycznym  zależy  od  parametrów  geometrycznych  powł oki.  Obcią ż enie
krytyczne  qkrn  stanowi  minimalna  spoś ród  wartoś ci  q*  =  q*(n)  dla  róż nych  liczb  n  (n =
=  1, 2, 3, . . . ).  Obliczenia  bę dziemy  prowadzili  nastę pują co.  Zwią zek  (4.3)  zapiszemy
w postaci

(4.8)  Fi(q,ń )  = L l(q,n)~q  = O,

gdzie  Li(q,  n)  oznacza  prawą   stronę   równania  (4.3).  Mamy  w  ten  sposób  funkcję   jednej
zmiennej  q  i  parametru n.  Obliczenia,  polegają ce  na  poszukiwaniu  miejsc  zerowych  (9*)
funkcji  Fi(q,  n)  zrealizowano  przy  pomocy  komputera  po  opracowaniu  odpowiedniej
procedury. Na rys.  1 przedstawiono uproszczony  algorytm  obliczeń. Po wczytaniu  danych,
w  tym parametrów iteracji  e i  et ,  nastę puje  start  obliczeń  od  q{  = grmin  (przy  czym  qmin  <
<  Qkrn)  przyję tego  na  przykł ad  w  oparciu  o  wyniki  dla  teorii  plastycznego  pł ynię cia.
Po  obliczeniu elementów macierzy  sztywnoś ci  dla  szeregu  wartoś ci  argumentu  s  e  ( j j ,  s2)
przy  zadanym kroku  cał kowania i przechowaniu  ich w pamię ci, nastę puje  obliczenie  cał ek
Ai  i  Bi  i  również  przechowanie  ich  w  pamię ci.  Pozwala  to  na  zwię kszenie  efektywnoś ci
obliczeń, gdyż we  wyraż eniach na  At  i  Ą   nie wystę puje  parametr n.  Po obliczeniu  Ft{q,  ń )
nastę pują   kolejne  obliczenia  dla  (q + kAq),  aż  do  osią gnię cia  zmiany  znaku  funkcji
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Fl+k(q+kAq,  n).  W  tym  momencie metodą  interpolacji  liniowej  zostaje  ustalona  i  zapa-
mię tana wartość  przybliż ona  argumentu q*  odpowiadają ca  miejscu  zerowemu przy  róż nych
wartoś ciach  n.  Dalej nastę pują  ponowne przejś cia  przy  zmniejszonym  każ dorazowo  kroku
Aq  i  badanie  czy  osią gnię ta  została  odpowiednia  dokł adność  (parametr  e).  Jak  widać
z  rys.  1,  procedura  przewiduje  również  każ dorazowo  badanie  wpł ywu  na  wynik dokł ad-

elementy macierzy
sztywnoś ci  Da„,43,b„ .

Rys.  1

noś ci  cał kowania.  Dokonuje  się  tego  przez  zrealizowanie  ponownych  przejść  ze  zmniej-
szonym za każ dym  razem krokiem cał kowania, aż do speł nienia zwią zku  Oikr—crł kr)  <  £ i,
gdzie  E1 jest  parametrem cał kowania, a  <r|kr  i  crł kr  oznaczają  wartoś ci  argumentu  miejsca
zerowego  z  poprzedniego  i  bież ą cego  przejś cia.  Po  speł nieniu  tych  warunków  nastę puje
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wyprowadzenie  wyników  i automatyczne przejś cie  do  realizacji  dla  kolejnej  grupy  danych,

przechowywanych  w zbiorze dyskowym.  Obliczenia  koń czą   się   po  wyczerpaniu  wszystkich

wariantów.  Rezultaty  obliczeń  zostaną   przedstawione  w  ostatnim  rozdziale  pracy.

5.  Powłoka  obcią ż ona  wszechstronnym równomiernym ciś nieniem hydrostatycznym

D la  tego  przypadku  obcią ż enia  siły  i  naprę ż enia  bł onowego  przedkrytycznego  stanu
naprę ż eń wyraż ają   się   nastę pują co

N,o  =
as N20  =   aQh  =  —

j / 3 as
(5.1)

Moduł   sieczny przyjmuje  wartość

Efc

as

W
Tt0  — =  0,

(T,  >  (7,pl

7 ^

]/ 3 as

E,

Wedhig  kryterium  statecznoś ci  (3.6)  dla  tego  przypadku  obcią ż enia  powł oki  otrzy-
mujemy  nastę pują cą   zależ ność na  obcią ż enie  krytyczne

(5.2) <*krn   —
\ - urj

JB1cos/ S+
cos/3 cos3/ 3

?12 - f  COS/?

A2  + -
cos/3 cos3/ ? x

3/

Całki numeryczne wystę pują ce  w  równaniu statecznoś ci  (5.2) sa'okreslone  zależ noś ciami
(4.4).  Obowią zują   tutaj  również  zależ noś ci  (4.5).  Współ czynniki  okreś lają ce  elementy
macierzy  sztywnoś ci  dla  obcią ż enia  wszechstronnego  i liniowej  charakterystyki  umocnienia
są   nastę pują ce:
a)  teoria  deformacyjna

1,

•

(5.3)  D I? =
rpl

j/ 3  kt
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D ff - '  )/3  h DT?  =

(5.3)  ^TD

[cd.]
33  —

3  E  / l +   k l  \
E k  \  as}/ 3  J  l

1

E k  \  \   OT>/ 3  /

b") teoria plastycznego  pł ynię cia (TPP)

DTPP  _
ii  =

<

(5- 4) 2 2

< T p l

/ 7 T P P

33  —

6(1  - v>),

6 ( 1 - J -2 ) + -

Podobnie  jak  w  poprzednim  przypadku,  według  teorii  deformacyjnej  współ czynniki
zależą   od  zmiennej  5  i  obcią ż enia  c,  natomiast  zgodnie  z  teorią   plastycznego  pł ynię cia
współ czynniki  te  są   stał e, co bardzo upraszcza  zagadnienie.  D la teorii  pł ynię cia  obcią ż enie
krytyczne  obliczamy  bezpoś rednio  ze wzoru  (5.2), gdzie  cał ki  numeryczne Ai  i Bi  (biorą c
pod  uwagę,  że  D j p p  i  NrPV  =  const)  moż na  wyznaczyć  explicite.  Są   one  nastę pują ce

+  Ctcos2JT - J-   + Sfcsin27r - j-   |

(5.5)  A2  =

A3  =  -   ^ r  rf22  ( ^
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x cos 2JI  - y  +  S&inln m-

gdzie

(2fc)!2Jfc

" "   TT
'  Ł   / - si

Jak widać, w oparciu o teorię deformacyjną  obcią ż enie krytyczne może być  wyznaczone
jedynie  w  oparciu o poprzednio omówioną  procedurę iteracyjną.  Dla teorii  plastycznego
pł ynię cia nie ma problemu w przypadku  gdy powł oka traci stateczność w stanie cał kowicie
sprę ż ystym  lub  cał kowicie plastycznym,  gdyż tylko  wtedy  elementy macierzy  sztywnoś ci
(5.4)  są  okreś lone  jednoznacznie.  Gdy  powł oka  traci  stateczność  w  stanie  sprę ż ysto-
plastycznym, pojawiają  się problemy, które moż na pokonać np. przez dokonanie podziału
przedziału  <[5X, s2y  na  czę ś ci  i  sprawdzenie  dla  każ dego  kroku  warunku  uplastycznienia.
Umoż liwi  to  wybranie  wł aś ciwych  wartoś ci  współ czynników  (5.4).  Oczywiś cie  jeż eli
dokonujemy  podziału  na  wię kszą  ilość  czę ś ci  wynik  bę dzie  dokł adniejszy.

6.  Powloką  obcią ż ona  wzdł uż ną  silą  ś ciskają cą

Siły  i  naprę ż enia  w  bezmomentowym  przedkrytycznym  stanie  naprę ż enia  są  nastę-
pują ce

(6.1)  N10  =   o.h  =  - tf«- y-,  N20  = 0,  T 10  =   T20  = 0,  cr£ = W. - p -y •

Moduł  sieczny przyjmuje  wartość

=  • ,   o,   >  or. ,

(6.2)

E,  er, <  <rpi,
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gdzie

,  h  IE

Krytyczną   silę  ś ciskają cą   obliczymy  z zależ noś ci

(6.3)  NakT  =
E h3

h2cos/ 3
' 1 2 'm? cos/?

mfcos/9  \   :
cos3/ ?

Cał ki  ^ ;  i  5t-   obliczamy  według  zależ noś ci  (4.4)  i  (4.5),  natomiast elementy  macierzy
sztywnoś ci  dla  omawianego  przypadku  obcią ż enia  są   nastę pują ce:
a)  teoria  deformacyjna

1  - f- ""*

DTD   _
1  i  —

T D  —

3  .  a  D l? = 1,
j ^ i p  or, > «rpl>

(6.4)

iVTD  =

H S -
2(1 + »),

1—  vz,

=   \ - 2v.

b)  teoria plastycznego  pł ynię cia

T- jTPP
• L'22

(6.5)

a,   sg  an

2,

1

2(1- )

nTPP  I   E

- l  f5- 4v).
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Jak  widać  z powyż szych  zależ noś ci,  jeż eli  do obliczeń  zastosujemy  teorię   deformacyjną,
wtedy  obcią ż enie  krytyczne  moż na znaleźć wył ą cznie w sposób  iteracyjny,  natomiast  przy
wykorzystaniu  teorii  pł ynię cia,  gdzie  elementy  macierzy  sztywnoś ci  są   stałe  i  nie zależą
od  obcią ż enia,  problem  się   upraszcza.  Ponieważ  w tym przypadku  funkcje  podcał kowe
w  wyraż eniach  (4.4) nie są   zawiłe,  po  scałkowaniu  uzyskamy

1 2  C 1 2 2 2 )  | f c } c o s
Si  L\   S2  /

.  2m?t  11  1  [ 7  \

s i \   2mn
—  cos—= —5! +
ja/   I

1)
f .

|Cf c - ln - —}
L\   S2  /

.  • • • .••   „   .  2mn

+  Ą sm

*i   .
11  , j  2  IT  S2  \ lr<   1  si  \   2 m 7 r  , o  '  2 l l m  1i \ i+d23mt\ ln  C k - l n—  cos—j~Si+Sksta—= —  sJ
Jl  •   I   *i  L\   S2l  I

n  2mn  1
—  Si  + OfcSin — j —  Sj  i,

( 6 ' 6 )  -   i  JV

cos

1m%
I

.  2mn

• ] }•

N

1  ,  , [,  s2  f/_  ,  Si \   2m7r  _  .  2m7t
+  y  fc33mf  jln  I C f c - l n ~I  cos —- {— s1 + Sksm —j—  sA>,

mn;\2\ l  ,  sA  2mn  _  .  2mn  1
- J- J  |Cf c - ln y- lcos—j—  Si+ SjjSin—^—sx  ,

(2T)1

_  V

Dla  rozważ anego przypadku  obcią ż enia powł oki w celu  obliczenia  obcią ż eń krytycznych
należy  dokonać minimalizacji  wzglę dem  dwóch  parametrów, t j. min.  Może  wystą pić
tutaj  również przypadek  wyboczenia  osiowo  symetrycznego  (« = 0) i wówczas  zależ ność
na  obcią ż enie  krytyczne  sprowadza  się  do  zwią zku

0 ::] •



196 J.  ZlELNICA ,  M .  K.WIEK

7.  Obliczenia  numeryczne  i  wnioski

W  oparciu  o  przedstawiony  algorytm  (rys.  1)  opracowano  program  w  ję zyku
F ORTRAN - IV,  a  obliczenia  zrealizowano  na  komputerze  ODRA- 1305.  Istotną  rolę
w  uruchomieniu  programu  i  wykonaniu  obliczeń  numerycznych  stanowiła  moż liwość
korzystania  ze  zdalnej  koń cówki  konwersacyjnej  pod  sterowaniem  systemu  operacyjnego
G EORG E- 3, Jako podstawowe  do obliczeń przyję to  nastę pują ce dane: E  -   2,09  •   105 M Pa,
E*  =  9 •   103  M P a,  ffp,  =  72 M Pa,  v  =  0,33, st  =  32 cm,  s2  =  81 cm, p  =  20°,  e =  et  =
=   0,001.  D ane  róż nią ce się  od wymienionych  zaznaczono na  wykresach.

N a  rys.  2  przedstawiono  wyniki  obliczeń  dla  przypadku  obcią ż enia  powł oki  równo-
miernym  ciś nieniem  bocznym  q.  Wykres  przedstawia  zależ ność  obcią ż enia  krytycznego
£kr  = tfkr/ tfpi od  gruboś ci  powł oki-A  =  h[Qa\   gdzie  ąa  =  s^ctgfj  jest promieniem  krzywizny
powierzchni  ś rodkowej  przy  mniejszej  podstawie.  Wyniki  podano  zarówno  dla  teorii
deformacyjnej  (TD - linia  cią gł a), jak  i  dla  teorii  plastycznego  pł ynię cia  (TPP- linia  prze-
rywana).  Jak  widać,  w  miarę  wzrostu  gruboś ci  powł oki  obcią ż enia  krytyczne  również
rosną  i  to  w  sposób  zbliż ony  do liniowego.  Zmienia  się jednak  postać  utraty  statecznoś ci;
im  grubość  wię ksza, tym  tworzy  się  mniej  fal  po  obwodzie  odkształ conej w  wyniku  utraty
statecznoś ci  powł oki.  Obydwie  teorie dały  tutaj  zbliż one  wyniki,  z  tym  że  stosując  teorię



WYBOCZENIE  CIENKIEJ POWŁOKI 197

plastycznego  płynię cia uzyskuje  się  nieco wyż sze obcią ż enia  krytyczne.  Nadmienić należy
również,  że  w  całym badanym  zakresie  powłoka, traciła stateczność  w  stanie  sprę ż ysto-
plastycznym.  Dla  przyję tej  grupy  danych  uwzglę dniono  ś ciś liwość  materiału  powłoki.
Ponieważ  w  szeregu  pracach  dotyczą cych  statecznoś ci  płyt  poza  granicą   sprę ż ystoś ci
nie  uwzglę dnia  się   ś ciś liwoś ci  materiału, dla  tego  przypadku  przeprowadzono ponownie

6  8  10  12  14- 10""  h

Qkr

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

I

n=2

I

•   /   /

/ / /

/I /'
/ / /

I IS,/ / /
6Pi=61 MPa
h =0.9 cm

I  »40em

/

A

/

/ ]   /   i

v,f-  canst

q
A.

. .

_ j _  j

20  40

Rys,  4

60 80

3  Mech.  Teoret.  i  Stos.  2/81



198 J.  ZlELNICA,  M .  KWIEK

obliczenia  przy  zał oż eniu  nieś ciś liwoś ci.  Kolejny  wykres  pokazuje  rozbież noś ci  jakie
wynikają   w  obcią ż eniach  krytycznych  przy  uwzglę dnieniu  i  bez  uwzglę dnienia  ś ciś liwoś ci
materiał u.  Przedstawione  na  rys.  2  krzywe  obrazują   zależ ność

(7.1)

przy  zmieniają cej  się   gruboś ci  powł oki,  dla  obydwu  teorii  plastycznoś ci.  Stwierdzono,
że  rozbież noś ci  są   wię ksze  dla  mniejszych  gruboś ci  powł oki,  czyli  dla.  przypadków  gdy
proces  uplastycznienia  w  chwili  utraty  statecznoś ci  jest  jeszcze  niewiele  zaawansowany.
W  miarę   rozwoju  procesu uplastycznienia  rozbież noś ci  maleją;  jednak  teoria  plastycznego
pł ynię cia  wykazuje  wyż sze  wartoś ci  tych  rozbież noś ci  niż  teoria  deformacyjna.  Wynika
stą d  wniosek,  że  nie  uwzglę dnienie  ś ciś liwoś ci  materiał u,  (co  pozwala  uzyskać  prostsze
zwią zki)  może  być  z  technicznego punktu  widzenia  słuszne dla  powł ok  tracą cych  statecz-
ność  przy  zaawansowanym  procesie  uplastycznienia.

N a  kolejnym  rysunku  pokazano  jak  zmieniają   się   obcią ż enia  krytyczne  ze  zmianą
ką ta  pochylenia  tworzą cej  przy  podstawie,  przy  zachowaniu  stałego  ś redniego  promienia
powł oki.  Obliczenia  wykonano  dla  teorii  defonnacyjnej  z  uwzglę dnieniem  ś ciś liwoś ci
materiał u.  W  obliczeniach wykorzystano  opracowany  algorytm  iteracyjny  i zwią zek  (4.3).
Zauważ yć  moż na  tutaj,  że  przy  wzroś cie  ką ta  (3 obcią ż enia  krytyczne  nieliniowo  rosną,
przy  wzrastają cej  jednocześ nie  iloś ci  fal  wyboczenia.  Wzrost  ten  staje  się  mniej  gwał towny

0.025  -

0.020 - -

0.015  -

0.010  -

0.005  -

Rys.  5
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dla ką ta /? >  60°, gdy  stoż ek  zbliża  się  kształ tem do walca. Wyniki  przedstawione  na tym
wykresie  odpowiadają   stosunkowi  gruboś ci  do  długoś ci  powłoki  h/ l =   0,015.  Przepro-
wadzono  również  obliczenia  przy  zmieniają cym  się  ką cie  /3 dla  wię kszych  stosunków  h/ l,
tj. dla powłok o wię kszej gruboś ci,  a wyniki  przedstawiono na rys.  5. Istotnym celem tego
wykresu jest pokazanie  rozbież noś ci  pomię dzy  dwoma  podstawowymi  teoriami  plastycz-
noś ci. Jak widać  róż nice są  niewielkie  dla  h/ l = 0,015,  natomiast dla wię kszych  gruboś ci
rozbież noś ci  rosną, przy  czym  teoria plastycznego  płynię cia daje  zawsze wyż sze wartoś ci.
W  oparciu  o  obliczenia  stwierdza  się ,  że  rozbież noś ci  były  stosunkowo  niewielkie  dla
powłok  tracą cych stateczność w stanie sprę ż ysto- plastycznym.  Gdy cała powłoka przeszła
przed  wyboczeniem  w  stan  plastyczny,  rozbież noś ci  gwał townie  wzrastały.

Kolejnym  etapem analizy  numerycznej  były  obliczenia  obcią ż eń krytycznych  powłoki
ś ciskanej  osiowo siłą  rozłoż oną  równomiernie na obwodzie podstawy.  Obliczeń dokonano
dla obydwu  teorii plastycznoś ci,  opierając  się  na zależ noś ciach  (6.3) do (6.6) i  (7.1) i pro-
cedurach, opisanych uprzednio. Powłoka ś ciskana  siłą  wzdłuż ną  może po utracie statecz-
noś ci  pofalować  się   zarówno  w  kierunku  wzdłuż nym  jak  i  po  obwodzie,  zależ nie  od
parametrów fizycznych  i geometrycznych. Stąd wynika  konieczność minimalizacji zarówno
wzglę dem parametru m jak  i n. Na rys.  6 pokazano jak  zmieniają   się   obcią ż enia  krytyczne
dla  róż nych iloś ci  fal  wyboczenia  m  i n. Dla tej  grupy  danych uzyskano  obcią ż enie  kry-
tyczne równe NakT  = 1,217  MN/ m przy  m = 2 i  n — 6.  Przeprowadzono również  analizę

1.20-

16
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wpływu zmiany gruboś ci powłoki na obcią ż enia krytyczne, co przedstawia rys. 7. Wymiary
dobrano  w  ten  sposób,  że dla  dolnych  wartoś ci  badanego  zakresu  powłoka  traciła  sta-
teczność  w  stanie  całkowicie  sprę ż ystym;  wyniki  dla  obydwu  teorii  były  zgodne,  przy
wię kszych  gruboś ciach  nastę powało wyboczenie  w  stanie sprę ż ysto- plastycznym,  rozbież-
noś ci pomię dzy TD i TPP były niewielkie. Jak widać z wykresu, podobnie jak w poprzednich
przypadkach, wraz ze zmianą  gruboś ci  powłoki krytyczna  siła ś ciskają ca  wzrasta w przy-
bliż eniu  liniowo,  przy  maleją cej  liczbie  fal  obwodowych  n.  Zauważ yć  należy  również,
że  niż sze  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych  uzyskiwano  dla  badanej  grupy  danych  przy
niesymetrycznej  formie utraty statecznoś ci.

N a zakoń czenie należy podkreś lić, że  odpowiedź na pytanie która z przyję tych  teorii
plastycznoś ci  da  wyniki  bliż sze  rzeczywistoś ci  powinien  dać  eksperyment.  Pewną   próbę

Rys.  7

wyjaś nienia  uzyskiwanych  rozbież noś ci  dla problemów wyboczenia  płyt  i powłok przed-
stawił  ostatnio R. N.  DUBEY  [1] doszukując  się  przyczyn w obrocie głównych osi naprę ż eń,
a właś nie teoria przyrostowa pomija wpływ tych obrotów na płynię cie plastyczne. Pomimo
że w  pracy  przyję to  liniową   charakterystykę   umocnienia materiału, wyniki  i zapropono-
wana  metoda  mogą   być  z  powodzeniem  zastosowane  dla  innych  charakterystyk,  np.
odcinkowo- łamanej lub  potę gowej.
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P  e 3  IO  M e

BBI I iy^H BAH H E  TOHKOK  KOHPFiECKOfł   OBOJIO^KH  I IPH
OCE- CHMMETPHMECKHX  HArpY3KAX  3A  nPEflEJIOM   YI I P yrO C TH

B  paGoTe npeflCTanneHo MCTOS onpeflejieHHH  Harpy3oi< TOHKOH  KOHHHCCKOH O6OJIOMKH npi-i Hanpn-
>KennHx npeBbimaiomnx  npefleji  ynpyrocni  npH cneflyioirjux  oce- ctwiMeTpmiecKnx  iiarpy3i<ax:

—  paBHOMepHOe  6oKOBŁie  nasjienHe
—  BcecTopoHHOe  paBHOMepHoe  SoKOBbie  flaBJieime
—  OKHMawmaa  npofloJiLHan:  cił Jia  ^eHCTByramaH  BAOJIŁ  oopaayiomcft
HcnojiB3OBaHbi  ć pyisnntCKttR  cooTHomeiiHH  O6OHX  cbyHflaiHeiiTajitHbix  Teopeii  I IJISCTH MH OCIIIJ n pn

B03pacTaiomeii  Harpy3Ke.  IIpHHHMaecTCH  cwiiMaeMOCTB  MaTepnana  OSOJIOHKH,  n pa xriraefiKbix  xapaKTe-
pucTunax.  nojiyueHHBie  ypaBHeHiia  pemeiiw  opToroHajiii3amionHbuvi  MCTO^OM.  IIpHBefleHBi  HeKOTopBie
iiHCJieHHbie  npHAiepbi  I I  HX  anajiira.

S u m m a ry

BUCKLIN G  OF  A  THIN- WALLED  CONICAL  SHELL  F OR  AXIALLY- SYMMETRI C  LOAD S
BEYONED  THE ELASTIC LIMI T

The  basic  equations  are  derivated,  and critical  load  evaluation  method  for  elastic- plastic  thin- walled
conical shell is presented. I t is assumed  that the shell is subjected  to the following,  external, axially symmetric
loads:  lateral  uniform  pressure,  external  uniform  hydrostatic  pressure,  longitudinal  compressive  force,
acting  along  the  shell  generatrix.

Taking  into account, Shanley's  concept, for  each case  the relations are given enabling  to  find  critical
loads according to the both basic plasticity  theories  (incremental and total strain). The material's  compres-
sibility  and  linear- type  stress- strain  characteristic  are  taken  into  account. The  problem  is  solved  by  the
orthogonalization  method.  Numerical  results  are  given  in  diagrams.
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