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1. Wstep, zalozenia i oznaczenia

W pracy wyprowadzono zaleZnodci oraz przedstawiono metode obliczei obciazen
krytycznych dla cienkiej sprezysto-plastycznej powtoki w ksztalcie stozka scigtego pod
wplywem podstawowych obcigzen typu obrotowo-symetrycznego, tj.:

— poprzeczne cinienie réwnomierne,

— wszechstronne réwnomierne obciazenie hydrostatyczne,

— sila wzdhuzna $ciskajaca skierowana wzdtuz tworzacej.

Wykorzystujac podejécie SHANLEYA, dopuszczajace wzrastanie obciaZenia i rozwijanie
si¢ stref proceséw biernych w wyniku powstawania pozakrytycznych ugieé, dla kazdego
z wyszczegolnionych przypadkéw podano zaleznodei dla obliczania obcigzed krytycznych
wedlug dwoch podstawowych teorii plastycznodci, tj. teorii deformacyjnej i teorii plas-
tycznego plyniecia. Uwzgledniono $ci§liwo$é materialu powloki i przyjeto charakterystyke
umocnienia typu liniowego. Do rozwiazania réwnan wyisciowych wykorzystano metode
ortogonalizacyjng.

Przy uwzglednieniu niejednorodnego rozkladu naprezen w powloce w stanie przed-
krytycznym i wprowadzeniu badania -warunku uplastycznienia typu H-M-H uzyskano
zalezno$ci pozwalajace na obliczanie obciazen krytycznych dla powloki calkowicie lub
czgéciowo uplastycznionej, a nawet dla powtoki znajdujgcej sie przed wyboczeniem w stanie
sprezystym. W wyniku analizy stwierdzono, ze zwiazki wyjsciowe uzyskane na bazie
teorii plastycznego plyniecia s prostsze i wygodniejsze dla praktycznego wykorzystania.
Przy wykorzystaniu teorii deformacyjnej obliczanie obciazen krytycznych wymaga stoso-
wania metod iteracyjnych i calkowania numerycznego.

W pracach [4, 5] przedstawiono analize statecznoéci poza granicg sprezystosci powtoki
stozkowej obcigZonej wszechstronnym réwnomiernym ci¢nieniem hydrostatycznym przy
zaloZeniu charakterystyki umocnienia materiatu typu potegowego. Wyprowadzone w tych
pracach zwigzki wyjéciowe posiadaty rozbudowana strukture; stosowanie ich do obliczania
obcigzen krytycznych bylo ograniczone do przypadkéw gdy cala powloka przed utrata
statecznoéci przeszta w stan plastyczny. Tego doéé silnego ograniczenia, zawgZajacego
zakres mozliwych rozwigzan, niniejsza praca nie zawiera. W pracy niniejszej przyjeto
liniowg charakterystyke¢ umocnienia materiatu [6), a poprzez calkowanie przez czedci
po ortogonalizacji uniknigto konieczno$ci rézniczkowania wspodlczynnikéw macierzy
sztywnodci, ktére z uwagi na niejednorodny stan naprezen w stanie dokrytycznym zalezg
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od wspolrzednych geomcetrycznych, przez co zaleznosci wyjsciowe przyjely zwarta postaé.
Zaklada sie ponadto, Ze material powtoki jest izotropowy i ciSliwy. Obowiazuja hipotezy
Kirchhoffa-Love’a (w powloce panuje plaski stan naprezenia, obowigzuje hipoteza nie-
wydluzalnego odcinka mormalnego) i zajmiemy si¢ dowolna formg utraty statecznosei.
Analize opieramy na koncepcji wzrastajacego obcigzenia, ktéra, pomimo zioZzonoscl,
umozliwia uzyskanie zwigzkow fizycznych w postaci rozprzeggnietej i daje rezultaty bardziej
zblizone do danych eksperymentalnych. Przeglad wazniejszych prac, tematycznie zwigza-
nych z niniejsza, mozna znalezé w pracy przegladowej [2], oraz w pracach [I, 4, 5].
Ponizej zestawiono wazniejsze oznaczenia stosowane w pracy:
E, — modut sieczny,
E, = E, — moduf styczny lub modut wznocnienia liniowego,
E, G — moduly sprgzystosci podiuinej i poprzecznej,
» — liczba Poissona,
g — rownomierne cisnienie dziatajace na powierzchnig
boczng powloki,
o — wszechstronne réwnomieme cisnienie hydrosta-
tyczne,
N, — sita wzdtuzna roztoZona réwnomiernie, przylozona
do gérnej podstawy powloki,
g*, o*, Ny — argumenty miejsca zerowego,
0y, & — intensywno$¢ naprezen i odksztalcen,
m, 2n — parametry — liczba potfal wzdluz tworzacej i po
obwodzie przy wyboczeniu,
op) — granica plastycznosci,
Nio, Nyo, T1o — sity stanu btonowego,
w, @ — funkcja ugigcia i funkcja sit,
Ea» %y E125 V12 — Odksztalcenia i zmiany krzywizn powierzchni
podstawowej powloki,
s = o5[oy, Og = 0/01, Tso = Tse/0; — wzgledne naprezenia odpowiednio w Ikierunku
podhuznym, obwodowym i styczne,
/L, B, — calki numeryczne w rownaniu statecznodci,
()ss; (),e — réimiczkowanie wzglgdem odpowiedniej wspot-
rzednej,
51, 5, — odleglo$¢ od wierzchotka do gémej i dolnej
podstawy wzdhuz tworzacej,
h — grubos¢ powloki,
p — kat pochylenia tworzacej przy podstawie.

2. Sformulowanie problemu i podstawowe zwigzki wyjsciowe

Rozwazamy cienkoécienng powloke w ksztalcie stozka $cigtego, swobodnie podparta
na brzegach, obcigZong w sposéb dowolny, obrotowosymetryczny. Zakladamy, ze przed
utratg statecznosci w powloce istnieje bezmomentowy niejednorodny stan naprezen
o sitach wewnetrznych: Ny, Nyo, Tyo, Th0, @ Wymiary powtoki i materiat sa takie, ze
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przy aktywnym i proporcjonalnym narastaniu skladowych tensora naprezen, wyboczenie
moze nastapi¢ po osiggnigciu granicy sprezystosci. Jezeli przyjmiemy, Ze. w chwili wybo-
czenia powloka ulega uplastycznieniu, a strefy lokalnych odcigzen powstaja dopiero
w wyniku ugie¢ powloki, wéwczas dochodzimy do stosowanej tutaj koncepcji wzrastajg-
cego obciazenia. Przy takim podejsciu rozwijaniu sig stref proceséw biernych towarzyszy
wzrost obciagzenia ponad wartos¢ krytyczng, a kat pochylenia krzywej o; = o;(w) w punkcie
bifurkacji jest na ogol rézny od zera. Koncepcja ta zostala zaproponowana przez SHAN-
LEYA do analizy wyboczenia protdw i zastosowana przez STOWELLA, ILIUSZYNA 1 GRIGO-
LUKA dla plyt i powlok.

Rownania statecznosci powloki STOZkOWCJ zostaly wypr owadzone w pracy [4]:

1
OM, o8 20M,, C _—
sssSlnﬂ—*_ S.Ss'scosﬂ+ S Osﬂ.-*- SCOSﬂ

6M9,99—6M@_scosﬂ+
b2 Mep.0+20Meo, w0t |~ — +e .ﬂ Nao+sc08f N,
S 56,6 50,56 scosfB W,00 +COSPW, | N0+ SCOSPW, oV 1o+

Q.0 1
+2 Wi — TW,@ TlO = 0,

dgg, 00 +208g, ;cOSf—
deg,sco08f3 = 0.
Roéwnanie (2.1); wynika z warunkéw rownowagi elementu po utracie statecznodci,
natomiast (2.1), jest réwnaniem nierozdzielnoéci odksztalcen. 6 My, ..., ON;, ... oZnaczajg
wariacje sit i momentéw wywolane w powloce przez utrate statecznosei, deg, 0g9, 0y0 —
wariacje odksztalcen w powloce.
Wedhig hipotezy Kirchhoffa-Love’a wariacje wydtuzen dowolnego odcinka powloki
zaleza od wydluZenia elementu powierzchni podstawowej i zmiany krzyw12n

. 1 :
W, Sin S~ 0yc0,50 — - 0y 0,0+ 0, ss5COS B+ scosf

ey, = Oe; —x; 0%,
(2.2) (SEQ = (582'_X3 6%2,
o = 0y12—x30%;,,

. . , . . . h
gdzie x5 jest wspéirzedna mnormalua do powierzchni podstawowej, przy CZym ——- <
h -
£ X3 €+
3 s+ 2
Wariacje krzywizn w powloce sg okreSlone nastepujaco
1 sinf
ony = w, = - ~
#L= Wi 0% s Wt szcoszﬂ Wsoe szcoszﬁ

Q2.4 .1

1 1 ‘ tgf v
scos f Wrso™ s%cosf SRR -v,s—-s—2tgﬂ.

Sity i momenty w powloce jakie powstana w wyniku utraty statecznosci uzyskamy
catkujac po grubosci powloki wariacje naprezeni

B +
ty

2.5) N = [ bogdxs, OMuy= | O0,xsdxs,
h h

0%y, =

D xe
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gdzie do,p oznacza wariacje naprezeri, ktére nalezy okresli¢ ze zwiazkow fizycznych.
Zgodnie z teorig malych odksztatcen sprezysto-plastycznych NADAIA-HENCKYEGO [6]
mamy

2.5) oy; = 2m(e;) &+ [BK—2m(e)] €, 0y

gdzie nalezy dokona¢ wariacji sktadowych tensora napreZenia. Wedhug stowarzyszonego
prawa plynigcia PRANDTLA-REUSSA, po dokonaniu wariacji tensora odksztalcenia mamy

1 1 1 doy A
(385 —_ —E-— ((30'5—-1)(30‘9)'*‘ fwk(o‘s__z_oe) o, > (E’_Q.)
(2.6)

1 3
(S}’,@ = 'E'(sr_‘-g'*'f(l)krsg .

gdzie 6 = o}+0d—0509+37%, wp= E[E—1.

Zwiazki (2.6) nalezy odwréci¢ ze wegledu na wariacje naprezen. Po rozwinigciu, a
pastepnie podstawieniu (2.5) i (2.6) do (2.4) i scatkowaniu dostaniemy wzory, ktére dla
skrécenia zapisu podajemy w zapisie macierzowym
2.7 ON = E x de,

2.8 oM = D x dx,

gdzie E i D sa macierzami sztywnosci

Ella E12» '_E13 _Dlls "‘D12’ D13
2.9 {Ey} =| E21,  Ea, —Eas|, {D,}=|-D2, =Dz, Dasj,
—E31, _E32’ E33 D31’ D32, '—D33
natomiast Vi 6M sg wektorami kolumnowymi sit i momentéw.
(2.10) ON = {ON,, 0No, 0N}, OM = {6M,, $Ms, M},

a de i dx sa wektorami kolumnowymi odksztalcen i zmian krzywizn
(2.11) 58 = {581, 652, 6612}, 5” = {6%1, 57{2, .6312}.

Zgodnic z koncepcja SHANLEYA wspotczynniki E;; 1 D;; zaleza od przyjete] teorii plastycz-
noéci, mechanicznych wlasnosci materialu w stanie sprezystym i plastycznym 1 od stanu
naprezen w powloce przed utrata statecznodci. Wartoéci ich mozna znalezé w pracach
[4, 5] dla obydwu podstawowych teorii plastycznosci, dlatego tez w pracy niniejszej ogolnej
ich postaci nie przytoczymy, podamy jedynie ich warto$ci po okresleniu charakterystyki
materiatu i zdefiniowaniu naprezen stanu przedkrytycznego dla poszczegélnych rodzajow
obciazen zewngtrznych. Do réwnania réwnowagi i réwnania nierozdzielnosci (2.1) wsta-
wiamy wariacje momentéw (2.8), oraz wariacje odksztalcern po odwréceniu réwnania

@, t.
(2-]2) g = EX oN
gdzie E jest odwrécona macierza sztywnosci.

Do rownan (2.1) wstawiamy réwniez wyrazenia okreslajgce krzywizny (2.3) oraz wariacje
sit wyrazone za pomoca funkcii sit
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1

1
Tieosp Doty P WMo = By,

ON,; =

(2.13) .

S/ PO N —
ONseo scosf 7 sZcos?p

Pomimo obrotowej symetrii obcigZenia, w powloce panuje niejednorodny rozktad
uapreZen w stanie przedkrytycznym, stad E;; 1 Dy; sg funkcjami argumentu s, a dla przy-
jetych rodzajéw obcigzen znikaja sily 1 naprezenia tnace, co powoduje Ze E,; = E;, =
= Dy3 = D3, = 0. Po uporzadkowaniu réwnania (2.1) przyjma postac

(D,_“Sinﬂ—'D“ SCOSﬂW,ssss—ZCOSﬂ(SDI1),SW, sss+cosﬁ [_ (SDll, ss+D1 2, s+

1 1 1
+2D11.S_T Dzz) +N10] w’ss+cos,3(_D12,ss+ Y Diys— ‘STDzz +

2
scosﬂ

2
+N20) W:s‘*‘ ﬂ (D33—D3 )W, 500 + [_(Dlz Di33)+Das,—
D + ! D (2D +D 2D33. )
= D2, (W00 W — Dz, s+ . 12,s 22,5 33,80

2 1 :
(2-14) - “s’i (D12+D22“D33)—N20] W,GG—WDMW,QGQG = 0,

- 1 - -
W, 558in B+E;,5c08 8D, oo+ ScosB (E33+2E )P, 500+ mEu@,eeee‘*‘

= _ 2= 1= o
W (E33;s+2E21,s_ ’E"Elz'— —S—E33) @,599.+2COS[9(SE22”+E22)+

1 = .
+ scosh [sz,xs — (Esa, 5+2E21,S+Eu,s)+ (E33+2E“+2Eu)l o0+

_ _ _ 1 — _
+ cosﬂ'(SEZZ,SS+2E22,S+E21,S— e En)@,ss'*‘cosﬁ(Eu.u—

1 = 1 -
—TE“’S-F—.STE“)@": 0.

3. Rozwiazanie réwnan

Aby wyznaczy¢ obciazenie krytyczne nalezy rozwigzaé uktad réwnan réiniczkowych
czastkowych (2.14). Uklad ten sprowadzimy do réwnad téZmiczkowych zwyczajnych
wzgledem zmiennej s przez przyjecie funkcji ugigcia w i funkcji sit @ w postaci podwojnych
szeregdw nieskoriczonych

o

3.0 w(s, ©) = 2 Z Wan(s)cosn@,  &(s, O) = Ej S: Dp(s)cosn®.
mal

n=1 m=1 =1
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Przyjmujac w pierwszym przyblizeniu po jednym wyrazie tych funkcji i podstawiajac
do (2.14) uzyskamy uktad

. d*D d*w ddw , . d*w - dw
sinf8 152 +ory P + o, ds3 +(oc3—n“oz5)m2—+(oc4—n2a7) o
—n?w(@,—n%a5) = = 0,
G2 . dw R B d*® N
Smﬂw +8s a5 +(f7—n?8,) e +6. v +(Bs —n*Ba) 75 +

+n2@(n?*B;3—fs) = 0.

Wspdlczynniki «; i B; rownan (3.2) sa funkcjami zmiennej s. Uklad réwnan (4.2)

scatkujemy w .sposéb przyblizony metodg ortogonalizacyjna GALERKINA, przyjmujac
funkcie w(s) i @(s) w postaci

(3.3) w(s) = wosininl2 (s—s), P@6)= @osinm—ln (s—sy),

spelniajacej kinematyczne warunki brzegowe.
Zgodnie z metoda ortogonalizacyjng zadamy spetnienia warunkow

(3.4) [Fiewe =0, [F@o6 =0,

gdzie F,(s) i F,(s) oznaczajg lewe strony téwnan (3.2).

Podstawiajac (3.3) i (3.2) do (3.4) oraz wykonujac catkowanie przez czgSci wyrazdw
zawierajgcych zmienne wspOtczynniki o; 1 B: uzyskamy uklad dwdéch réwnan algebra-
icznych wzglgdem niewiadomych wq i @,
wodi; +DoAi2 = 0,

WAy +PoAs, = 0,
Z warunku znikania wyznacznika tego ukiaduy, tj.

All All]
3.6 =0
( ) [AZL A22
i po odpowiednich przeksztalceniach, wyznaczymy obciazenia krytyczne.

Jak juz wspomniano, do analizy przyjmuje si¢ charakterystyke umocnienia materiatu
typu liniowego, dla ktorej

3.7 o = §Er—op (% — 1).

Modul styczny w zakresie plastycznym E; = E; = const w tym przypadku, natomiast
modut sieczny E. = a,/¢; jest zmienny i okreslony charakterystyka (3.7). W momencie
utraty statecznosci czg§¢ powloki moze znajdowac sig w stanie sprezystym, a czgsé w plas-
tycznym, stad tez konieczne jest badanie warunku uplastycznienia i przyjmowanie E, =
= E, = E dla zakresu sprezystego. Moduty sieczny i styczny, wchodzace do zwiazkéw
fizycznych, zdefiniujemy wobec tego nastepujaco

E {Ec, oy > Oy E;, 0, > oy
e = = .
E; ai < Upl E7 at < Gpl

(3.5)

(3.8

Obecnie przejdziemy do podania wynikéw dla poszczegdlnych przypadkéw obcigzen.
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4, Powloka obciazona réwnomiernym cisnieniecm poprzecznym

Sily i naprezenia blonowego, przedkrytycznego stanu naprezen w powloce sg okre§lone
nastepujaco

$ 5%
Ny = osh = —'22Tﬁ<1*‘%‘), Nao = 0ph = —-—
4.1

i, o)
%= htgf 3+( s ) ’

natomiast modul sieczny przyjmuje wartos$é

*+.2) E. qsy &2
gdzie .
k= 2(—%—1)cnlhtgﬂ, 02, = 3+(ST1) .

Zgodnie z (3.6) uzyskamy nastgpujacy zwiazek okreslajgcy wartodé obcigzenia krytycznego

, [ wsinf \*
Sn( h )

(43) Qo =

2, n*

~ n
B cosf+ S ?

3 —_
~ S, |7z
OS‘B B2+ 005313 BS_ 12‘31 (T) COSﬁ

2 - 4

2
_(/Lcosﬁ+ én As+d?, Lj(%) cosﬁ) X

n
osf A2t cos®f
Eh*gf | 1 3)2 PRSP +an}”
X Bleosp |2 1 17T cos?f )

W réwnaniu powyZszym

~ 1 {=)\? 7 \? T 1 '
= | — 5| | =sdys |5-) sin?¢—d,,+ sin2p— — cos?p | ds,
l 1 1 s

e
I

s (11 1= T, 1 .
AZ_J { —S_T[_Zd”v_l_sm ¢+—sd22s1n2¢]+

2 _ 1 .
+2d33% l(-gli) coszw—%%§1n2<p+s—2s1n2¢ }ds,

Ay = -f 1 ——li-dzzsinztpds,
4.9 B

' , 1 -
sinztp—b12%51n2<p+ Tb“coszqo} ds,
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~ N 1 = 1
B, = f{M T (Zb12 - sin (p——s—b“sm2tp)

V(=Y , 1 =& 1.,
+b3; T[(T) cos*p— - sin2¢p+ ~7 sin q)]} ds,
~ TN
B, o

S1

1 .
ey b, sin*pds, ¢ = —7;— (s—sy).

Wspotczynniki wystgpujace w zaleznosciach (4.10) sa zwigzane z elementami macierzy
sztywnosci nastgpujaco

o [%2 D, 2(s2) D,(s,)

Wl = NG T TAG)
o |°2 _ N(Sz) _ N(Sl)
(4.5) b?, s T M(sy) D,(s2) my Di2(sy),

daﬂ=Daﬁ> bn= Dzz, b22=D11, b12= —Dlz,
M = DuDzz—D%z-

Elementy macierzy sztywnosci Dy i funkcje N i M zaleza od przyjetej teorii plastycz-
nosci i dla danego typu obciaZenia i przyjetej charakterystyki materiatu w zakresie spre-
zystym i plastycznym sa okreslone nastgpujaco:

a) teoria deformacyjna (TD)

l, (o1} < O'pl
3
+ —
DY = 1+ k_ls_ 1- s o, > oy
3s*+s¢ sy I
]’
™ _ 3kys®
gy Bs*+sH3’
1
_Z"(z_vl)’
4.6 9 =
4.8 Diz 3kls3(sz—s§l+_1_ _ B,
2q)/ (3s*+54)} 2 2E )
L
3-—1’1’ 3—-1}1,
D _

53 = E 2k b3y = 3_15_(” kys )_v
(] AN
LB+,

NTD —
ks [ E ) 2siBS4sD ] g E,
4 QI/?W E, 3S4+Sl ——+V1_—v E}’

gdziev, = 1—2»,
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b) teoria plastycznego plynigcia (TPP)

20, IS O
DI =, 9 s\’ ; 5 )
6+‘2‘ U)k+3(—s" U)k+ (2+’2 wk) (—ST ) 3 o > GDI
Z'Q.\',
DTPP — Sy +
22 2134+ (1 + ) b
282,
(47) D'rPP — s 2 S, 4
E o301 r@ron ()
1
TPP _ PP __
dyy = I+v °’ b33 2(1+7))’
21—,
NTPP — ?

9 s | s \*
6(1 —2»%) + 5 we+3(1 —=22)e, s—; + [2(1 —»3) + 5 w (5 ——47/)] (v&i—) .

Jak wida¢, wspolczynniki wg teorii deformacyjnej zalezg od zmiennej s jak i od obcia-
zenia zewnetrznego ¢, natomiast zgodnie z teoria plastycznego plynigcia zaleza tylko od s.
W zwiazku z tym stosujac teori¢ plastycznego plyniecia obciazenie krytyczne mozna
otrzymaé bezposrednio ze wzoru (4.3); pozostaje jedynie obliczenie calek numerycznych
Aii B (4.4), ktorych wyznaczenie w sposob scisty jest zawite. Wedtug teorii deformacyjnej
obcigzenia krytycznego bezpoérednio ze wzoru (4.3) nie mozna obliczyé, poniewaZ prze-
ksztalcenie tej zaleznodci ze wzgledu na g nie jest mozliwe. W zwiazku z tym podamy
pewien algorytm iteracyjny. Powloka na ktdrg dziala boczne ci$nienie réwnomierne traci
statecznos$¢ w ten sposéb, ze wzdhuz tworzgcej tworzy sie jedna poifala; dlatego w réwnaniu
(4.3) przyjeto m = 1, natomiast po obwodzie powstaje » fal, przy czym warto$¢ n przy
obcigzeniu krytycznym zalezy od parametrow geometrycznych powtoki. ObcigZzenie
krytyczne gy,, stanowi minimalna spoéréd wartoéei g* = ¢*(n) dla réznych liczb n (n =
=1,2,3,..). Obliczenia bgdziemy prowadzili nastepujaco. Zwiazek (4.3) zapiszemy
w postaci
(4.8) Fi(g,n) = L(g,n)~q = 0,

gdzie Li(g,n) oznacza prawa strong réwnania (4.3). Mamy w ten sposob funkcje jednej
zmiennej g i parametru n. Obliczenia, polegajace na poszukiwaniu miejsc zerowych (g*)
funkcji Fi(g, n) zrealizowano przy pomocy komputera po opracowaniu odpowiednie;
procedury. Na rys. 1 przedstawiono uproszczony algorytm obliczel. Po wezytaniu danych,
w tym parametréw iteracji ¢ i ,, nastepuje start obliczen od q; = Guin (PIZY CZYM i <
< grkrm) Przyjgtego na przyklad w oparciu o wyniki dla teorii plastycznego plynigcia.
Po obliczeniu elementéw macierzy sztywnosci dla szeregu wartoéci argumentu s & (s, ,)
przy zadanym kroku catkowania i przechowaniu ich w pamigei, nastepuje obliczenic calek
A; 1 By i réwniez przechowanie ich w pamn@m Pozwala to na zwigkszenie efektywnosci
obliczen, gdyz we wyrazeniach na 4; i B; nie wystepuje parametr n. Po obliczeniu F;(q, n)
nastgpuja kolejne obliczenia dla (g+kdq), az do osiagnigcia zmiany znaku funkcji
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Fiox(g+kAqg, n). W tym momencie metody interpolacji liniowej zostaje ustalona i zapa-
migtana warto$é przyblizona argumentu ¢* odpowiadajaca miejscu zerowemu przy réznych
wartoséciach 2. Dalej nastepuja ponowne przejscia przy zmniejszonym kazdorazowo kroku
Adq i badanie czy osiagnigta zostata odpowiednia dokladno$¢ (parametr ¢). Jak widaé
z rys. 1, procedura przewiduje réwniez kazdorazowo badanie wplywu na wynik doklad-

START

O I

Rys. 1

noéci catkowania. Dokonuje si¢ tego przez zrealizowanie ponownych przejéé ze zmniej-
szonym za kazdym razem krokiem catkowania, az do spelnienia zwiazku (02, — 01xs) < &1,
gdzie g, jest parametrem calkowania, a 0%y, i o}y, oznaczajg wartoéci argumentu miejsca
zerowego z poprzedniego i biezacego przejécia. Po spehieniu tych warunkéw nastepuje
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wyprowadzenie wynikow i automatyczne przejécie do realizacji dla kolejnej grupy danych,
przechowywanych w zbiorze dyskowym. Obliczenia koncza sig po wyczerpaniu wszystkich
wariantow. Rezultaty obliczed zostana przedstawione w ostatnim rozdziale pracy.

5. Powloka obcigzona wszechstronnym réwnomiernym cisnieniem hydrostatycznym

Dla tego przypadku obciaZenia sity i naprezenia blonowego przedkrytycznego stanu
naprezen wyraZzaja sie nastgpujaco

g8 g8
g Nyp = oh = _EE’ Nyo = opgh = — tgf’ Tio = T, =0,
G- V3 s
T higp
Modut sieczny przyjmuje warto$é
E
- ’;C ) o, > Op1
1+ —=
E,= V/ 30s
E
E’ gy < Opls kl = 2(f‘—l)dplhtgﬁ.

Wedtug kryterium statecznosci (3.6) dla tego przypadku obciazenia powloki otrzy-
mujemy nastgpujaca zaleznos$¢ na obcigzenie krytyczne

32 (nsinﬂ 2

h
(52) Okrn = !

B,cosp + n’ B, + n B,—b?
1 cosf 27T cosPp T P2

S ﬂ 2
a: (—I—) cosf
- n? -~ n*t . o |5 {7 2
— (Alcosﬂ+ 03B A+ cos7B A:,—i—dm\Sl (—1—) cosﬁ) %

a: - 2 -1
x E—h—;lirﬁ {coszﬁ l% + % (%) (s3— s?))] + 2n2} .
Calki numeryczne wystgpujace w réwnaniu statecznosci (5.2) s3"okre§lone zaleznosciami
(4.4). Obowigzuja tutaj rowniez zalezmodci (4.5). Wspdlczynniki okreslajace elementy
macierzy sztywnosci dla obcigZenia wszechstronnego i liniowej charakterystyki umocnienia
83 nastgpujace:
a) teoria deformacyjna

1, 0 < Oy
(53 D=1, V3 k

12 os’ 0t > Op1
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1
1, T(2~v1)$
V3 k, 12 = -
I+ 14 V3
3 os
2
3y, 3—y,,
Ecsf]) a3 = : by = 33(1+(»——k‘ )-—m)
: k ’ E 3
5 (” m}@)‘“ e
k
1 2
D ~4T [(3+2V1)—1’1],
_N =
1 E E, = E 2 k
o Emmt 3 (B2 20) 5], mroa
k k

b) teoria plastycznego plynigcia (TPP)

6, 1 o<y
S 6+iwk, o, = 0,
2
(5.4) DIF = 6, DIF =6v, dEF = l_iL;_ 1 = 2(149),
6(1—»%),
N = 6(1—v2)+%a),,, o, _Eik__l

Podobnie jak w poprzednim przypadku, wedlug teorii deformacyjnej wspdlczynniki
zaleza od zmiennej s i obciaZzenia ¢, natomiast zgodnie z teoria plastycznego plynigcia
wspolezynniki te sg stale, co bardzo upraszcza zagadnienie. Dla teorii plynigcia obcigzenie
krytyczne obliczamy bezposrednio ze wzoru (5.2), gdzie catki numeryczne A1 B (biorac
pod uwage, ze DJFF i NTPF = const) mozna wyznaczyé explicite. Sa one nastgpujace

- 11 (=1 (=) s s
A, = —TW(T) =7 (T) di1(s3 —s})+ds, [lns—2(1+cos27z—;—) +

1

+Ckcos2n ] L 4 S,sin2% l]}

- 1 z s 5 s
(5-5) A2 = F (T) {—-du]nﬁ +(d12+2d22) [(Ck—'ln —;:—) COSZ?ZTl-l-

2
+ S;sin2mw l]}+c133 —71) {ns—z— C,,—lnil—)cos2a"c~s—1—+S,‘si112a~cs—l y
1 1 Sy Sy 1 1

~ 1 AN s s .
A, = _ﬁd“ (T) [(Ck—lné—) cos27z—li+Sksm27stl],
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2 2
69 5 _ LN (z) {Lbu (1’_) (s§—s§)+bu[lni2—+(Ck—lni)x
l 2 l S M

2

x cos 271 L l + Sisin —IL]

2 }
N [(=\?
B, = el buln—~(b12+2b“)[(Ck—ln—— cos2n—+Sk51n2 St +
M\l l l
1 n\® S, Sy Sy . 5y
+_i_ b33 (—l") {]n?'*'[(ck_ln;) COS2ﬂ-l—+Sksm2 T

~ N AN Sy Sy . Sy
B, = ﬁb“ T Cy—1In S cosZn—l—+Sksm2nT ,

gdzie
27
00 k+1
2( b (l) -
Ce=— oot e s,

k=1
2k+1
2n)

ooy
T A& @kEDI kD)

Sk

(S2k+1 2k+1)‘

Jak widaé, w oparciu o teorig deformacyjna obcigZenie krytyczne moze by¢ wyznaczone
jedynie w oparciu o poprzednio oméwiong procedure iteracyjng. Dla teorii plastycznego
plyniecia nie ma problemu w przypadku gdy powloka traci statecznos¢ w stanie catkowicie
sprezystym lub catkowicie plastycznym, gdyz tylko wtedy elementy macierzy sztywnodci
(5.4) sa okreslone jednoznacznie. Gdy powloka traci stateczno$¢ w stanie sprgzysto-
plastycznym, pojawiaja sie problemy, ktére mozna pokonaé np. przez dokonanie podziatu
przedziatu (s, s,> na czeéci i sprawdzenie dla kazdego kroku warunku uplastycznienia.
Umozliwi to wybranie wlasciwych wartoéci wspolczynnikéw (5.4). Oczywiscie jeZeli
dokonujemy podzialu na wigksza ilo$§¢ czgSci wynik bedzie doktadniejszy.

6. Powloka obciazona wzdluina sila sciskajaca

Sily 1 naprezenia w bezmomentowym przedkrytycznym stanie naprQZema 53 naste-
pujace
s; 1

sTl’ Nao =0, Tio=Tew=0, 0;=N,~-

6.1 = oh = — 2
( ) N10 Gsh Na a h s

Modut sieczny przyjmuje warto$é

N gy > Gpl
6.2 =11 S
6.2) E. +k, -

E, Ul g- Upl!
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gdzie

h E )
= — — —1}.
k, 5, Opt ( E )

Krytyczng site Sciskajaca obliczymy z zaleznosci

(63) Nnkr =
_ End " 3m2a?sin?p 1. +
T 6s.(5,—5 h’cosf  ~ n? o~ . s *
1(52—52) g Bxcosﬂ"'mBﬁ‘g&ﬁBa“b?z 5 micosf
1 ~ - n* - 15,
_ L - _ 10 i
t micosp (Alcosﬂ+ cosp A2+ cos3f A3) Hial,

Catki 4; i B; obliczamy wedtug zaleznosci (4.4) i (4.5), natomiast elementy macierzy
sztywnosci dla omawianego przypadku obciaZzenia sg nastepujace:
a) teoria deformacyjna

I, ' 0y K O
DI? = 3 s =1,
e 1+-ij_—]v;, (] > Op1, 22
1
. 'Z (2'—’”1)’
Piz =1, E
’4— (2—7’1 —E—k—)’
(6.4 1
1+4»° 2(1 4v),
40 — 2 TD _ y
33 - , b33 3—5—(1+k1 Wt)—vl-’
3-—k(1+k1 Na)—’“ . o
1—»2,
N™ =11 E N E , Bx
—4—[3—E:kl(Ta)+3E—k+2vl—vl'F 5 Py = 1—2»,
b) teoria plastycznego plyniecia
2; Ul < Gpl
DTPP = 1
11 2+7(—EE'7—1), gl>dpl
2, 2,
- DI ~{ E  DJF- E
2—, 2—~1+—,
(6.5) E, E,

1
di5T = ——, b = 2(1+),

2(1—92),
NTPP — 1 [ E
2(1 '—'Vz) -+ _2“ (E o 1) (5_41))
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Jak widaé z powyzszych zaleznosci, jezeli do obliczen zastosujemy teorie deformacyjna,
wtedy obcigzenie krytyczne mozna znalez¢ wylacznie w sposéb iteracyjny, natomiast przy
wykorzystaniu teorii plynigcia, gdzie elementy macierzy sztywnosci sg stale i nie zalezg
od obciazenia, problem sig upraszcza. Poniewaz w tym przypadku funkcje podcatkowe
w wyrazeniach (4.4) nie sg zawile, po scalkowaniu uzyskamy

- 11 1 s
A, = —Z—Tm%{ 5 d, mi(si— s%)—dzzlns_z‘“dzz [(Ck

1

s, 2mmn
cos Sy

2 '
+ Sisin n;:m sl]},

A2=

%m} {—dlzlnéi + (d,.+2d,5) [(Ck—-ln --z—l—)cos 2ma Sy +
1

2 1

5 )
+8,;sin anm sl]}+cl”m} {ln —22« — [(Ck—ln Z—l) cos —nlwis1+Sksin @—;ﬁ sln,

1 2

- 1 mn |\’ s 2mn . 2mn
Ay = —Td“( 7 ) [(Ck—ln-é) cos 7 - 51+ S;sin i 51],
(6.6) 1 N L1 2
~ s s mr
B, —2ﬁm%1—:—):bzsz(si—sf)—_l-buln-S%+b“l(Ck—ln :) St
-I—Sksm ]}
Ez = %m%{b 2]n (b12+2b11)[(Ck—1n--§-1-) cos 2’7 s;+S;sin 2mn ]}
2

_I_
1 Sa Sy 2mw
+-2~b33mf In = —|{Ci—In—] cos ; ﬁsl+Sksm

Sy S,

~ N mr \? s 2mm . 2mxw
B3=ﬁb“(»—l—) [(Ck—ln?:»)cos—-~Z——-sl+Sksm 7 51],

2mn 2k
o0 (_1)k+1 ( l )
Ce = _IZ k)1 2k (53" =519,

NE )

Si = 2 TQRk+D12k+1)

(s2k+1 2k+1).

Dla rozwazanego przypadku obcigZenia powloki w celu obliczenia obcigzen krytycznych
nalezy dokonaé¢ minimalizacji wzgledem dwéch parametréw, tj. m i n. Moze wystapic
tutaj réwniez przypadek wyboczenia osiowo symetrycznego (n = 0) i wowczas zaleznosé
na obcigZenie krytyczne sprowadza si¢ do zwiazku

En? [ 3Im2n’tg*f Ay

(6.7) Ny = ~ds,

6s,(s2—s1) | h2(B,—b%, | m2)  mi

51




196 J. ZieNnica, M. Kwrek

7. Obliczenia numeryczne i wnioski

W oparciu o przedstawiony algorytm (rys. 1) opracowano program Ww jezyku
FORTRAN-IV, a obliczenia zrealizowano na komputerze ODRA-1305. Istotna rolg
w uruchomieniu programu i wykonaniu obliczen numerycznych stanowita mozliwo$¢
korzystania ze zdalnej koncowki konwersacyjnej pod sterowaniem systemu operacyjnego
GEORGE-3. Jako podstawowe do obliczen przyj¢to nastgpujace dane: E = 2,09 - 10° MPa,
Fr = 9-10°> MPa, 0,y = 72 MPa, » = 0,33,s5, = 32cm, 5, =8l cm, f = 20% ¢ = ¢, =
= 0,001. Dane rézniace si¢ od wymienionych zaznaczono na wykresach.

! ! : |
4 6 8 10 12 14-107R
Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiono wyniki obliczen dla przypadku obciazenia powloki réwno-
miernym ci$nieniem bocznym g. VAVykres przedstawia zalezno$¢ obeciaZenia krytycznego
Gur = Gur/0p od grubosci powloki h = h/,; gdzie 0z = S ctgf jest promieniem krzywizny
powierzchni $rodkowej przy mniejszej podstawie. Wyniki podano zaréwno dla teorii
deformacyjnej (TD-linia ciagla), jak i dla teorii plastycznego plynigcia (TPP-linia prze-
rywana). Jak wida¢, w miare wzrostu grubosci powloki obcigZenia krytyczne réwniez
rosng i to W sposdb zblizony do liniowego. Zmienia sie jednak postaé utraty statecznosci;
im grubos¢ wigksza, tym tworzy si¢ mniej fal po obwodzie odksztalconej w wyniku utraty
statecznos$ci powloki. Obydwie teorie daty tutaj zbliZzone wyniki, z tym Ze stosujac teorig
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plastycznego plynigcia uzyskuje sig¢ nieco wyzsze obciazenia krytyczne. Nadmieni¢ nalezy
réwniez, ze w catym badanym zakresie powloka tracita stateczno$¢ w stanie sprezysto-
plastycznym. Dla przyjetej grupy danych uwzgledniono $cisliwo$é materialu powloki.
Poniewaz w szeregu pracach dotyczacych statecznosci ptyt poza granica sprezystoéci
nie uwzglednia sig scisliwosci materiaty, dla tego przypadku przeprowadzono ponownie

Al%)
15 -
101
g|--
| | | ! ] i}
6 8 10 12 14107 A
Rys. 3
a,«
0.025,- -
0.020|- -
0.015f
0010 -
0.005;- -
| | i |

20 Lo 60 80 [E}

3 Mech. Teoret. i Stos, 2/81
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obliczenia przy zatozeniu niescisliwosci. Kolejny wykres pokazuje rozbieznosci jakie
wynikaja w obcigZeniach krytycznych przy uwzglednieniu i bez uwzglednienia $cisliwosci
materiatu. Przedstawione na rys. 2 krzywe obrazuja zaleinos¢

(7.1 /A = ﬁ".i)__”=°;5__(‘z‘,‘i)_“.=,9:§§_. 100,
(Gkedv=0.5

przy zmieniajacej sie grubosci powloki, dla obydwu teorii plastycznosei. Stwierdzono,
ze rozbieznosci sa wigksze dla mniejszych grubosci powtoki, czyli dla przypadkdéw gdy
proces uplastycznienia w chwili utraty statecznodci jest jeszcze niewiele zaawansowany.
W miar¢ rozwoju procesu uplastycznienia rozbieznosci maleja; jednak teoria plastycznego
plyniecia wykazuje wyisze warto$ci tych rozbieznoéci niz teoria deformacyjna. Wynika
stad wnoiosek, Ze nie uwzglednienie $ci§liwosci materiatu, (co pozwala uzyskaé prostsze
zwigzki) moze by¢ z technicznego punktu widzenia stuszne dla powlok tracacych statecz-
noé¢ przy zaawansowanym procesie uplastycznienia.

Na kolejnym rysunku pokazano jak zmieniaja si¢ obcigzenia krytyczne ze zmiang
kata pochylenia tworzacej przy podstawic, przy zachowaniu stalego $redniego promienia
powloki. Obliczenia wykonano dla teorii deformacyjnej z uwzglednieniem $ciliwosci
materiatu. W obliczeniach wykorzystano opracowany algorytm iteracyiny i zwiazek (4.3).
Zauwazy¢ mozna tutaj, ze przy wzroscie kata f obciazenia krytyczne nieliniowo Tosna,
przy wzrastajacej jednoczesnie ilosci fal wyboczenia. Wzrost ten staje sig mniej gwaltowny

8,
0.025[-
0.020|-

0.015—

0.010[—

0.005L

20° 20° 60° 80° 1
Rys. 5
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dla kata B > 60°, gdy stozek zbliza si¢ ksztattem do walca. Wyniki przedstawione na tym
wykresie odpowiadaja stosunkowl grubosci do ditugosci powloki £// = 0,015. Przepro-
wadzono réwniez obliczenia przy zmieniajacym si¢ kacie f§ dla wigkszych stosunkoéw A/,
tj. dla powlok o wigkszej grubosci, a wyniki przedstawiono na rys. 5. Istotnym celem tego
wykresu jest pokazanie rozbieznosci pomigdzy dwoma podstawowymi teoriami plastycz-
nosei. Jak widaé réznice sa niewielkie dla 4/l = 0,015, natomiast dla wigkszych grubosci
rozbieznosci tosng, przy czym teoria plastycznego plynigcia daje zawsze wyzsze wartosci.
W oparciu o obliczenia stwierdza sig, ze rozbieznosci byly stosunkowo niewielkie dla
powtok tracacych stateczno$¢ w stanie sprezysto-plastycznym. Gdy cala powloka przeszia
przed wyboczeniem w stan plastyczny, rozbieznosci gwaltownie wzrastaty.

Kolejnym etapem analizy numerycznej byly obliczenia obcigZen krytycznych powloki
$ciskanej osiowo sifa roztozong réwnomiernie na obwodzie podstawy. Obliczen dokonano
dla obydwu teorii plastycznosci, opierajac sie na zaleznosciach (6.3) do (6.6) i (7.1) i pro-
cedurach. opisanych uprzednio. Powloka §ciskana silg wzdluzma moze po utracie statecz-
nosci pofalowaé sig zaréwno w kierunku wzdiuznym jak i po obwodzie, zaleznie od
parametréw fizycznych i geometrycznych. Stad wynika koniecznos¢ minimalizacji zaréwno
wzgledem parametru »1 jak i n. Na rys. 6 pokazano jak zmieniaja si¢ obcigzenia krytyczne
dla réznych ilosci fal wyboczenia m i n. Dla tej grupy danych uzyskano obciazenie kry-
tyczne réwne Ny, = 1,217 MN/m przy m = 2 i n = 6. Przeprowadzono réwniez analize

1.30

1.28

1.26

Nak,[MN/m]

124

122

120

3e
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wplywu zmiany grubosci powloki na obciaZenia krytyczne, co przedstawia rys. 7. Wymiary
dobrano w ten sposéb, ze dla dolnych wartosci badanego zakresu powloka tracita sta-
teczno$é w stanie catkowicie sprezystym; wyniki dla obydwu teorii byly zgodne, przy
wigkszych grubosciach nastgpowalo wyboczenie w stanie sprezysto-plastycznym, rozbiez-
nosci pomiedzy TD i TPP byly niewieikie. Jak widac¢ z wykresu, podobnie jak w poprzednich
przypadkach, wraz ze zmiang gruboéci powloki krytyczna sifa sciskajaca wzrasta w przy-
blizeniu liniowo, przy malejacej liczbie fal obwodowych n. Zauwazy¢ nalezy réwniez,
ze nizsze wartos$ci obcigzen krytycznych uzyskiwano dla badanej grupy danych przy
niesymetrycznej formie utraty statecznosci.

Na zakoficzenie nalezy podkresli¢, ze odpowiedZ na pytanie ktora z przyjetych teorii
plastycznodci da wyniki blizsze rzeczywistosci powinien da¢ eksperyment. Pewna probe

ﬁ ] ; |

12| - ’ ]

Nokr[ MN/m ]

08| ' —
08| - ' —

04l- ' _

027 s | s-pL

|
¢ 6 8 10 12 %07 R
Rys. 7

wyjasnienia uzyskiwanych rozbieznosci dla probleméw wyboczenia piyt i powlok przed-
stawil ostatnio R. N. Dusgy [l] doszukujac si¢ przyczyn w obrocie gtéwnych osi naprezen,
a wlasnie teoria przyrostowa pomija wplyw tych obrotow na plyniecie plastyczne. Pomimo
ze w pracy przyjeto liniowa charakterystykg umocnienia materiatu, wyniki i zapropono-
wana metoda moga byé z powodzeniem zastosowane dla iimych charakterystyk, np.
odcinkowo-tamanej lub potegowej.
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JKEHHAX NPEBRILAIOMIX TIPEACT YIPYTOCTH NIPH CIEKYIOLIMX 0CE-CHMMETPHUECKHX HACPY3Kax:

— panHomepHOe OOKOBBLIE HaBieHue

— BCECTODOHHOE PaBHOMEPHOE OOKOBLIE NaBIICHUC

— CKMMAOLIAA NPOMOALHAA Cujla AeficTByrowas BAOAL oOpasyroiucH

Hcronb3osanpl GH3HUECKHE COOTHOIUEHHST 000MX HYHAaMEHTANBHLIX TEoPeH IUIACTHYHOCTH, TIpU
poapacraiouieii narpyaie. [IpHHEMAECTCH CIKHMAEMOCTE MAaTepHAIa 0GOTOYKH, NPH JTHHEHLIX XapaKTe-
puctHkax. ITonmyueHHsIC YpaBHEHMA PeLieHbl OPTOrOHAIM3AHONHEIM MeTOOM . IIpUBENeHB! HEKOTODLIE
YHCJIEHHBIE NPHMEDBLI H HX aHalu3. )

Summary

BUCKLING OF A THIN-WALLED CONICAL SHELL FOR AXIALLY-SYMMETRIC LOADS
BEYONED THE ELASTIC LIMIT

The basic equations are derivated, and critical load evaluation method for elastic-plastic thin-walled
conical shell is presented. It is assumed that the shell is subjected to the following, external, axially symmetric
loads: lateral upiform pressure, external uniform hydrostatic pressure, longitudinal compressive force,
acting along the shell generatrix. .

Taking into account, Shanley’s concept, for each case the relations are given enabling to find critical
loads according to the both basic plasticity theories (incremental and total strain). The material’s compres-
sibility and linear-type stress-strain characteristic are taken into account. The problem is solved by the
orthogonalization method. Numerical results are given in diagrams.
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