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Wstęp

Zagadnienia  odwrotne wymiany  ciepła rozważ ane  są  w  literaturze naukowej  od ok.
dwudziestu  lat. Pod tym okreś leniem rozumie się  zwykle jeden z nastę pują cych  rodzajów
zagadnień: a) wyznaczanie  funkcji  opisują cej  ź ródło ciepła przy  znanym  rozkładzie tem-
peratury w ciele,  [1], b) wyznaczanie współczynników charakteryzują cych  proces  wymiany
ciepła przy  znanym rozkładzie temperatury w rozważ anym  oś rodku,  [2],  c) odtwarzanie
historii zmian temperatury w ciele przy znanym jej  rozkładzie dla chwil  czasu  t >*t Q>  [3],
oraz d) odtwarzanie warunków  brzegowych  przy znajomoś ci  tzw. wewnę trznych  odpowie-
dzi termicznych, którymi mogą  być temperatura lub strumień ciepła okreś lone w pewnych
punktach wewnę trznych  rozważ anego  ciała,  [4]. W niniejszej  pracy  zajmiemy  się   zagad-
nieniami  odwrotnymi  rozumianymi  w  sensie  punktu d).

Przegląd  metod,  stosowanych  przy  rozwią zywaniu  zagadnień  odwrotnych  zamiesz-
czono w pracy  [4]. Jak wynika  z tego przeglą du,  głównie zajmowano  się  —jak  dotąd —
zagadnieniami jednowymiarowymi.  Przez wiele lat podstawowym  problemem  było  uzys-
kanie rozwią zania przybliż onego, opisują cego  w zadowalają cy  sposób poszukiwane warunki
brzegowe.  Głównym założ eniem, które jest również podstawowym  założ eniem i  niniejszej
pracy, była znajomość  rodzaju  warunków  panują cych  na  brzegach.  Zadowalają ce  rezul-
taty dla zagadnień jednowymiarowych  uzyskano  dopiero w ostatnich latach — moż na tu
wymienić np. prace  [5] i  [6]. Jednakże zagadnienia  wielowymiarowe  stanowiły  problem
o  znacznie  wię kszym  stopniu  trudnoś ci — toteż  ilość  prac,  w  których  takie  problemy
się  rozważ a, jest raczej niewielka.  Wyniki,  prezentowane w tych pracach, nie budzą   wię k-
szego zaufania  (por.  [7, 8]). Są  to wyniki  przybliż one, których wykorzystanie  w praktyce
uwarunkowane  jest  dostę pem  do  szybkoliczą cego  komputera  o  bardzo  duż ej  pamię ci
operacyjnej.

W niniejszej  pracy rozważa  się  zagadnienie odwrotne wymiany  ciepła w trzech  wymia-
rach. Wykorzystując  tzw. potencjały cieplne sprowadza się  problem do równań całkowych.
W  pierwszej  czę ś ci  pracy  zdefiniowano  zagadnienia  Fouriera i  okreś lono  klasy  funkcji,
do  których  należą   dane  i  poszukiwane  wielkoś ci.  Nastę pnie  zdefiniowano  potencjały
cieplne  i  pewne  funkcje  pomocnicze,  ułatwiają ce  analizę   tak  zagadnień  począ tkowo-
brzegowych  jak i  odwrotnych. W trzeciej  czę ś ci  pracy  pokazano  rozwią zania  niektórych
począ tkowo- brzegowych  zagadnień  wymiany  ciepła.  Rozważ ania  zawarte  w  tej  czę ś ci
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pracy  są  punktem  wyjś cia  do  analizy  dotyczą cej  zagadnień  odwrotnych.  Jednocześ nie
stanowią  pewien  materiał  porównawczy,  pozwalają cy  lepiej  uchwycić  róż nicę podejść do
zagadnień  począ tkowo- brzegowych  i  odwrotnych. W  czę ś ci  czwartej  podane  są  rozwią-
zania dotyczą ce zagadnień odwrotnych. Rozwią zania  te okreś lone są przy pomocy  funkcji
stanowią cych  rozwią zania  pewnych  równań cał kowych typu  Volterry  I  rodzaju  o ją drach
bę dą cych  iloczynami  pewnych  ją der  sł abo  osobliwych.  W  koń cowych  czę ś ciach  pracy
przedstawiono  metodę przybliż onego  rozwią zywania  równań  cał kowych determinują cych
gę stoś ci  potencjał ów, przy pomocy których definiuje  się  rozwią zania  zagadnień  odwrot-
nych oraz krótko omówiono moż liwoś ci  zastosowań praktycznych otrzymanych wyników.

1.  Zagadnienia Fouriera

Rozważ my ograniczony obszar Q  c  R3,  którego brzegiem jest zamknię ta powierzchnia
klasy  C2,  [9, s.  217]. Punkty  wewnę trzne  rozpatrywanego  obszaru  bę dziemy  oznaczać
przez  x  =   (xl,x2,  x3)  lub  przez  y  «=>  (yu  y2,  y3),  a  punkty  zamknię tej  powierzchni
S  — 8Q  przez  § »  ( £ l t $a,  £3)  lub  przez  C  =  (£ i, fj»  d)-   W  obszarze  tym  bę dziemy
rozważ ać równanie przewodnictwa  cieplnego

(1.1)  iv2- ~- CjT(x,t)  = F(x,t),  xeQ,  t e (0, oo),

z warunkiem  począ tkowym

(1.2)  '

oraz z róż nego typu warunkami brzegowymi. Tutaj V2 jest operatorem Laplace'a, T(x, t) —
temperaturą,  F(x,  t) — funkcją  ź ródł a,  F(x,  t)  =   —Q(x, t)jX,  gdzie  Q(x,  t)~- intensyw-
ność  ź ródła  ciepł a,  X — współ czynnik  przewodnictwa  cieplnego,  a — współ czynnik  dy-
fuzyjnoś ci  temperaturowej.  O  funkcji  cp(x)  zakł ada się,  że jest  ograniczona  i  cią gła  dla
x  BD.

Ze  wzglę du  na  rodzaje  warunków  brzegowych  rozróż nia  się  tzw.  pierwsze,  drugie
i  trzecie zagadnienie Fouriera, a także zagadnienia mieszane.

Pierwsze  zagadnienie Fouriera polega na wyznaczeniu funkcji  T(x, t), która dla  t  > 0
speł nia  równanie  (1.1) w  obszarze Q, jest  cią gła  w Q,  speł nia warunek  (1.2), a na brzegu
S  speł nia  warunek  brzegowy  I  rodzaju

(i.3)  m,  t) =  HI> o.
Drugie  zagadnienie  Fouriera  formuł uje  się  analogicznie,  z  tą  róż nicą,  że  na  brzegu

S  funkcja  T(£, t)  musi  speł niać warunek  brzegowy  I I   rodzaju

Ollę

Trzecie  zagadnienie  Fouriera  polega  na  wyznaczeniu  w  obszarze  Q  funkcji  T(x, t),
która —  oprócz  równania  (1.1)  i  warunku  (1.2) — musi  speł niać  warunek  brzegowy
I I I   rodzaju:
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W  powyż szych  zwią zkach  ne  oznacza normalną zewnę trzną  do  S, zaś  ip(£, t),  W(£,  t),

,  / )  i %(g,  t)  są  pewnymi  funkcjami  ograniczonymi  i  cią gł ymi  dla  t  >  0  i  f  e S,  [9],
O  współ czynnikach  X  i  % zakł ada  się,  że  są  stał e.  Funkcja  %(f,  t)  ma  zwią zek  z  liczbą

Biota, Bi(£ ,?):

(1.6)  Bitf, 0  -   Z(f,  t)L

gdzie  Z, jest  wymiarem  charakterystycznym  obszaru  Q.  Stąd —  wobec  stał oś ci  X —  wi-
doczne jest, iż w ramach omawianej teorii dopuszcza się zależ ność współ czynnika wnikania
ciepł a,  x,  powią zanego  z  liczbą  Biota  wzorem

(1.7)  Bi =   aL/ X,

od  współ rzę dnych  £  i  t:  ot => a(£, t).
Oprócz warunków  (1.2) i jednego z warunków  (1.3), (1.4) czy  (1.5) powinien być jeszcze

speł niony warunek zgodnoś ci, który na postać  nastę pują cą:
—  w przypadku  I zagadnienia Fouriera:

(1.8)  ytf.
x- >&

—  w przypadku  I I  zagadnienia Fouriera

(1.9)  ^ . 0 ) -

—  w przypadku  II I  zagadnienia Fouriera

(1.10)  <Ptf, 0)  -   lim

W  teorii  równań  cał kowych  dowodzi  się,  że  każ da  funkcja  klasy  C2(3r)  (gdzie 3r  =
=   Qx  (0, T),Q — obszar ograniczony klasy C1,  [10, str. 351]) daje się w obszarzeSr rozł oż yć
na  sumę potencjał ów  cieplnych  (por.  [10, $tr.  345 -  351]). W  zwią zku  z  tym  w  nastę pnej
czę ś ci pracy okreś limy  potencjały cieplne oraz pewne inne funkcje  pomocne przy  dalszych
rozważ aniach.

2.  Potencjały cieplne

Aż eby  sprowadzić  sformuł owane  wyż ej  zagadnienia  Fouriera  do  równań  cał kowych
konstruuje  się  pewne  szczególne  rozwią zania  równania  (1.1), które  odgrywają  taką  samą
rolę,  jak  potencjały  logarytmiczne  czy  potencjały  newtonowskie  warstwy  pojedynczej
i podwójnej  w zagadnieniach Dirichleta i Neumanna.

Rozważ my  funkcję
m

(2.1)  w{x,  t)  =  «(4«jT:f)""rexp[- |x|2(4^)~J] .

okreś loną  dla  t  >  0 i x  e Rm.  Funkcja ta nosi nazwę rozwią zania podstawowego  równania
przewodnictwa cieplnego  (1.1), [9, s. 224]. Otrzymuje  sieje  w przypadku,  gdy  Q(x,  t)jX  =
=   d(x) (5(0, gdzie  <5(x) —  dystrybucja  D iraca. Za pomocą  tej funkcji  konstruuje  się  pewne
rozwią zania  równania  (1.1),  mają ce  postać  cał ek.  Cał ki  te  noszą  nazwy  potencjał ów
cieplnych.
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Potencjał em  cieplnym  warstwy  podwójnej  nazywa  się  cał kę

(2.2)  •   U(x, t)=  J  f/ V,T)- gjpW<x- C,t- T)dscdT,
oś  ,  c

gdzie  funkcja/ nosi  nazwę gę stoś ci  warstwy  podwójnej.
Potencjał em cieplnym warstwy  pojedynczej  nazywa  się cał kę

<2.3)  V0c,t)m J  Jh(t,T)w(x~t,t- T)dStdr,
«  os

gdzie funkcja  h nosi  nazwę gę stoś ci warstwy pojedynczej.  «
Potencjał em  cieplnym obję toś ciowym  [10, s. 350]  nazywamy  cał kę

(2.4)  A{x,  t) =  -   J  fjF(y, r)w(x- y,  t- x)dydx,
o o"„

gdzie  F jest funkcją  mierzalną i ograniczoną w obszarze Q.
Oprócz  trzech  wyż ej  okreś lonych  cał ek  wprowadza  się  jeszcze  tzw.  cał kę Poissona-

Weierstrassa  [9, s.  225],  nazywaną  także  cał ką  Fouriera- Poissona  [10, s.  361].  Ma
ona  postać

(2.5)  I(x, t) =  - ~  f<p(y)w(x- y, t)dy.
a

Okreś lone  wzorami  (2.2)  i  (2.3)  potencjały  mają  m.in.  nastę pują ce  wł asnoś ci:  Jeś li
x- *  £ oraz x e Q,  naś /   i h są funkcjami  cią gł ymi, to

t

(2.6)  limt/ (x,0  =  -   i- / (#, 0+   |  (f(£,t)- f—wQ;- {;,t- T)'dS(dT,
*- *t  2  J  J  ónt

(2.7)  Hm - L F(x, 0 =  —h(i, t)+  {  [ h(C,  r) A -  wtf- f,  t-
x^l  OYlt  1  J  J  Otic

Przedstawione  wyż ej  zwią zki  róż nią  się nieco  od odpowiednich  wzorów  podanych
w  monografii  [9]. Wynika  to z innej orientacji  normalnej do  brzegu  S; w monografii [9]
n jest normalną  wewnę trzną.

Oprócz  podanych  wyż ej  funkcji,  których  wł asnoś ci  bę dą  w pracy  wykorzystywane,
wprowadza  się dla skrócenia  zapisu  nastę pują cą  funkcję:

r

(2.8)  P(x,t)=—  j  <p(y)w(x- y,t)dy- J  j  F(y,  r)w(x~y,t- r)dydr.
o a

Jak  widać,  funkcja  P(x,  t) jest  róż nicą cał ki Poissona- Weierstrassa  i potencjału obję-
toś ciowego.  Funkcje  (p(x) i  F(x,  t)  mają  charakter  okreś lony  zwią zkami  (1.1)  i  (1.2).
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Dla  /  = 0 znajdujemy  — na  mocy  twierdzeń  podanych  w monografii  [10] na stronach
367, 361 i 347, iż

(2.9)  P(x, 0) -   /   cp(y)  w(x  - y ,  O)dy =   <p(x).

3.  Postać  cał kowa  zagadnień  Fouriera  -

Ponieważ  punktem  wyjś cia  do rozważ ań  dotyczą cych  problemów  odwrotnych wy-
miany ciepła jest postać cał kowa zagadnień Fouriera, więc poniż ej przedstawiono  niektóre
spoś ród  takich  przedstawień.

W  przypadku  I  zagadnienia  Fouriera  funkcję  T(x, t)  moż na  przedstawić  w  postaci
sumy  potencjału  cieplnego  warstwy  podwójnej  o  gę stoś ci/   oraz  funkcji  P(x,  t):

(3.1)  T(x,t)**P(.x)t)- U(xif).

G ę stoś ć / (|, /) musi dla t > 0 speł niać równanie cał kowe

(3.2)  ~f(i,  t)- U(£, t) -   ?(f,  t)P($, t).

Jest to —jak wynika z (2.2) — równanie typu Volterry II rodzaju.
W przypadku jednowymiarowym I zagadnienie Fouriera formułuje  się   nastę pują co:

(3.3)  limJiC*. 0 =
o

2i(0,  0  -   vo(0.  Tx(l,  t) =

Tutaj i w dalszych rozważ aniach indeks  „ 1 "  służy do zaakcentowania, że chodzi o przy-
padek jednowymiarowy.  Wzory  (3.1) i  (3.2)  zastosowane  do zagadnienia  jednowymiaro-
wego prowadzą   do nastę pują cych  zwią zków  całkowych:

( 3 . 4 )  r 1 f e o - ^ ^ ^ ^ ^ ^

(3.5)
A(0  0 +  4/ C /. 0  -X-  ^~~  -   Vo(O- Pi(0, 0~A(0. 0 + 4r

[ y/ itf,  0+  "̂ - /iCO. 0  -X-  - ^ il  =   y, ( 0_A(Z , 0[
Symbol  - X-  oznacza splot,  [11, s. 149].

Układ  równań  całkowych  (3.5)  moż na  łatwo  rozwią zać w transformatach  Laplace'a.
Po  wstawieniu  tych  rozwią zań  do przetransformowanego  zwią zku  (3.4),  a  nastę pnie
odwróceniu  transformat  otrzymuje  się  funkcję   T^x, t)  w postaci

(3.6)  Tx(x, t) =  - r- {y)o(t)- Pi(0, t)}
sit  *•   *dt  wQV'  - "W»' 'J  ft|  !  tr(  "K
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x sin  —j—ak  expl  — «*•  - -̂ 1}  +  - ^rr {fiiA—PxQ, t)\

00

lx  Vi  (—Y)k  lx  \  I   >ct\ \

gdzie  ak =  ?rA:5  przy  czym  moż liwość  wykorzystania  cał ki  Duhamela i  doprowadzenia
funkcji  Tt(x,t)  do podanej  wyż ej  postaci  wynika  ze wzoru  (2.9)  oraz postaci  prawych
stron równań (3.5), a także ze wzoru  (5.3) z pracy  [13], rozpisanego dla x = 1,  Róż niczko-
wanie funkcji  Pt (0,t)i  PtQ,  t) po czasie rozumie się w sensie twierdzeń podanych w mono-
grafii  [10]  na stronach  360 i 366.

W przypadku  II I  zagadnienia brzegowego  funkcję  T(x, t) moż na przedstawić w postaci
sumy  potencjału cieplnego warstwy pojedynczej  o gę stoś ci  h oraz  funkcji  P(x, t):

(3.7)  T(x,t) =  V(x,t)+P(x,t).

Gę stość h(§,  t) musi  dla t > 0 speł niać nastę pują ce  równanie cał kowe:

(3.8)  - ifc($, 0+  /   fh(C, T)NG,  :, t, t)dSKdr = fe(|, t)
o  s

gdzie

, ff.  t, r) =  A
-

(3.9)  ł

,  0 = <P(f,  0 -  ( - -̂ + z( f.  . t))P(£>  0 -

Jeś li z funkcją  %(i, i) dokonać przejś cia  do zera, wówczas  równania  cał kowe  (3.7) i (3.8)
z  odpowiednio  zmodyfikowanymi  zwią zkami  (3.9) opisują  I I   zagadnienie  Fouriera.
W  miejsce  funkcji  $ ( |, t)  należy  wówczas  wstawić  W(C, t).

Rozważ my  jeszcze  równanie  (1.1) z  warunkiem  począ tkowym  (1.2) i  warunkami
brzegowymi  mieszanymi:

(3.10)  ar
- ^ - ( 1,  t)+ x(S,  t)T(£, t) = <P(f, 0  dla  $  eS2t

przy  czym  Ą nĄ  = 0,  SxuS2  = S.  Rozwią zanie  problemu  począ tkowo- brzegowego
(1.1),  (1.2), (3.10) moż na przedstawić w postaci

(3.11)  T(x,  t) =  V(x, t)- U(x,  t)+P(x, t),

gdzie  gę stoś ci /   i h potencjał ów cieplnych  są funkcjami,  równymi  odpowiednio

f(S, 0  = T( |, 0 =  f(i,  t)  dla  CeSt,

(3.12)  ST
h(S, 0  -   - ^- tf, 0  -   m>  t)- x(S.  O/CFP 0  dla  ?e S2 .
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Wzór  (3.11)  wynika  z  ogólnej  postaci  rozwią zania  równania  (1.1)  z  warunkiem  po-
czą tkowym  (1.2)  i  dowolnymi  warunkami  brzegowymi,  [10,  s.  350].  Funkcje  /   i  h  dla
i  należ ą cych  do — odpowiednio — S2  i  St  okreś la  się  jako  rozwią zania  nastę pują cego
ukł adu równań cał kowych, wynikają cych  z (3.11) i (2.6):

(3.13)  y/ (f , t) = -   f  j
0 St   f

o

+ lim |  f
1  0  S

t

+   J  J  [0(C, T)- .
s

J J
o  s2

gdzie  osobno  trzeba  rozpatrzyć  £ e St  i  f  e S2 •
W  przypadku  jednowymiarowym  powyż sze >  zagadnienie  mieszane  sprowadza  się

do  rozwią zania  równania  (3.3)!  z  warunkami  (3.3)2  oraz  warunkami  brzegowymi
postaci — np. —

(3.14)  - ^ - ( 0,  0- &CO,  0 ^( 0 , 0  .  - 0o(t),

tzn.  tutaj  S,  =  {/},  ^ 2  =  {0}.
Wzór  (3.11)  oraz  równania  wynikają ce  z  (3.13) przyjmą  wówczas  postaci

(3.15)  r ł (* ,  t) = i=2L?ł(t) - x-  ^ ^  + £/ ,«> , 0 *   w ^  +

i(/ , 0  - X-   Wl(x- /,  o- fei<P. 0/ i(o, O- *o(O]  - X-

(3.16)  1/ 1(0, 0+  yZ ( 0,  0/ i(0,  0  - )f

- f t i( /, 0  - Jf Wi(/ , 0  -   2

^ / i ( o , 0 *  M i i i  - Z (o, OA(os 0 - X-  Wi(z, o+

/,  0 .

Przyjmijmy  dla uproszczenia,  iż ^(0, t)  =  %  = const. Wówczas  ukł ad  równań cał kowych
(3.16) moż na ł atwo rozwią zać  w  transformatach  Laplace'a.  Przetransformowaną  funkcję
7\ (x,  t)  moż na  ostatecznie przedstawić  w  postaci
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(3.17)  Tt(x, s) = _ ^_ jfoto- Ą a, s)] [ j / ^  cosh (x- j/ i. ) +

/ ]   x,  s),
/T"  /   rj~\   i  / ~^~\

gdzie  M(s)  = 1/   —  cosh  / I / - -   + ysinh  / ] / -   ,  s — parametr  transformacji.  Od-
\   x  > r  »  /   \   r  «  /

wrócenie  transformaty  Tifx,^)  nie  przedstawia  wię kszych  trudnoś ci.

Odnoś nie  równań  cał kowych  wystę pują cych  przy  rozwią zywaniu  zagadnień Fouriera

w przestrzeni trójwymiarowej  dowodzi  się, że ich rozwią zanie  istnieje  i jest funkcją  cią gł ą,

[9].

4.  Zagadnienia  odwrotne  wymiany  ciepła

Jak już  wspomniano na wstę pie, przez zagadnienia odwrotne wymiany  ciepła bę dziemy
rozumieli  problem wyznaczenia  warunków  brzegowych  (których  rodzaj  jest  znany) przy
znajomoś ci  warunków  począ tkowych,  funkcji  ź ródła  oraz  przy  znanej  funkcji  T{x*, ł )
lub  g(x*,  t),  x*  e  8Q*,  gdzie  Q*  <=   D, Funkcja  T(x*,  t)  opisuje  rozkł ad temperatury na
pewnej  powierzchni dQ*,  zaś  funkcja  q(x*,  t) — rozkł ad strumienia ciepła na tej powierz-
chni.  Funkcje  te,  okreś lone  dla  x*  e dQ*  i  t  >  0, nazywać  bę dziemy  wewnę trznymi  od-
powiedziami  (w  skrócie  WO), przy  czym  T(x*, t) jest wewnę trzną  odpowiedzią  tempera-
turową  {WOT),  zaś  q(x*,t)—- wewnę trzną  odpowiedzią  strumieniową  (WOS).

N ie każ da  funkcja  może opisywać  WOT  CZY WOS. Pewne ograniczenia na te  funkcje
wynikają  z  ogólnej  postaci  rozwią zania  równania  (1.1)  z warunkiem  począ tkowym  (1.2)
[10?  s.  350],  jak  również  z  fizyki  zagadnienia.  Na  podstawie  wł asnoś ci  potencjał ów
cieplnych  oraz  cał ki  Poissona- Weierstrassa  (por.  [9,  s.  225], a  także  [10],  twierdzenia
na s. 360  i  366)  otrzymujemy  nastę pują ce  warunki  dostateczne na to, aby funkcja  T(x*,  t)
lub  q(x*,  t)  mogła opisywać  WO:
1°  Funkcja ta musi być  ograniczona dla  / E ( 0,  OO)
2°  Funkcja ta musi mieć skoń czone granice dla  C- + 0+   i t- *  oo.

3°  W  przypadku  WOT  funkcja  T(x*,  t)  musi  być  przynajmniej  jednokrotnie róż niczko-
walna  wzglę dem  czasu  dla  t  >  0:

W praktyce przy poszukiwaniu  rozwią zań  przybliż onych  rezygnuje  się z warunku  3° na
rzecz  sł abszego  warunku,  a  mianowicie  róż niczkowalnoś ci  funkcji  T(x*, i)  wzglę dem
czasu  w  przedziale  /  >  0  poza  pewną  przeliczalną  liczbą  chwil.

Przy  rozważ aniu  zagadnień  odwrotnych zakł ada się, że znany jest  rodzaj  warunków,
panują cych  na brzegu  S1 =   8Q,  a w  przypadku  gdy  są  to warunki  I I I  rodzaju — że znany
jest współ czynnik x(£,  O-  Brzeg dQ* obszaru Q*  < Q może mieć czę ść wspólną  z brzegiem
S.  Przy  stosowaniu  do  obliczeń  dotyczą cych  tych  zagadnień  transformacji  Laplace'a
zakł ada się,  iż transformaty wyników są odwracalne. To zał oż enie zwykle pocią ga  za  sobą
speł nienie warunków  1°  i  2°,  jak  również  sł abszej  postaci  warunku  3°,  [6].

Rozważ my  teraz pewne zagadnienia szczegół owe.

Zał óż my, że znana jest  WOT, tzn. że

(4.1)  T(x*, i)  =   v*(x*,   t),  x*e  dQ*,  Q*  c  Q,  ,
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oraz że na brzegu  obszaru  panują  warunki  brzegowe I.rodzaju.  Niech  funkcje  cp(x)  oraz
F(x,  t)  bę dą  funkcjami  danymi, cią gł ymi  i  ograniczonymi  dla x e Q  (zał oż enie to  bę dzie
obowią zywać  do  koń ca  pracy).  Funkcją  poszukiwaną  jest  T(£, t),  £ e 8Q,  opisują ca
temperaturę brzegu  obszaru  Q.  Funkcję  tę moż na okreś lić  wzorem,  wynikają cym  z  (3.2)
i (2.6):

(4.2)  r(f,  o  = y/ ff,  0- tftf.  O+ P(I, o.

gdzie/ (£, i) jest rozwią zaniem nastę pują cego  równania cał kowego typu Volterry  I  rodzaju,
wynikają cego  z (3.1):

f

(4.3)  f  ff(C,  T) - ~w(x*- f,  i- x)dSidx  = P(x*, 0- V*(**. O-
oś  *

Ją dro  równania  (4.3) .moż na  traktować jako  iloczyn  dwóch  ją der  sł abo  osobliwych,
[9,  s.  227]. Wynika  stąd  moż liwość  rozwią zania  równania  (4.3),  a  co  za  tym  idzie —
okreś lenia funkcji  T(C,  t).  '

Z  porównania  rozwią zania — czy  też  postaci  cał kowej — zagadnienia  odwrotnego
odpowiadają cego  I zagadnieniu  Fouriera  i  zewnę trznego  I  zagadnienia  Fouriera,  [9,  s.
233 -  234], wynika, iż są  to problemy  róż nego  typu.  Mimo bowiem,  iż ją dra  równań cał-
kowych  na gę stoś ci/ potencjału  warstwy  podwójnej  róż nią  się  tylko  znakiem, to  w  przy-
padku  I zewnę trznego  zagadnienia  Fouriera  mamy  do  czynienia  z  równaniem  Volterry
I I   rodzaju,  podczas  gdy  w  przypadku  zagadnienia  odwrotnego  odpowiadają cego  I  we-
wnę trznemu  zagadnieniu Fouriera do rozwią zania  jest równanie Volterry  I  rodzaju  na  tę
gę stoś ć. Również wzory opisują ce  temperaturę punktów x  e Q róż nią się od siebie. W  przy-
padku  zagadnienia  pdwrotnego  temperatura  T(x,  t)  dana jest  wzorem  (3.1), w  którym
potencjał   warstwy  podwójnej  wyznaczony  jest  w  oparciu  o  rozwią zanie  równania  (3.2),
w którym  z kolei  funkcja  y>(£;  t)  =  T(£, t) jest dana zwią zkiem  (4.2). Natomiast w  przy-
padku  odpowiedniego  zewnę trznego zagadnienia  funkcjonuje  wzór  podany  w  monografii
[9],  s.  234,  który  należy  uzupeł nić  o potencjał   obję toś ciowy.

W przypadku jednowymiarowym  w miejsce równania cał kowego  (4.3) otrzymuje  się  —
po wykonaniu  transformacji  Laplace'a — ukł ad równań na transformaty / i (0, s)  i/ i( / , s),
wynikają cy  z (3.4). Po rozwią zaniu  tego  ukł adu  równań  i wstawieniu  wyników  do  prze-
transformowanego  zwią zku  (4.2),  który  w  przypadku  jednowymiarowym  rozbija  się  na
dwa zwią zki, gdyż S  =  {0,  / }, otrzymuje  się  transformaty  Laplace'a rozwią zań  w postaci

2

(4.4), V

(4- 4)2  7i(/ ,  s) «/»!(/ ,  a)+  V
sinh
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gdzie  Xx,  x2  e  (O,  / ),  yjf(t)  =  Tl(xk,  t)  jest  WOT  w  punkcie  xB,  k  =   1, 2,  D  =   x2- x1.

Transformaty  dane  wzorami  (4.4)  moż na  odwrócić  metodą   podaną   w  pracy  [6],  Metoda
ta polega na przejś ciu  do  przybliż onego  opisu funkcji  f*( ł)  i Pi(xk>  0  Pr zy  pomocy  funkcji
schodkowych  (które  są   funkcjami  dopuszczalnymi  do  opisu  WOT,  [6]).  W  ten  sposób
uł amki  wystę pują ce  pod  sumą   moż na  sprowadzić  do  postaci  transformat,  spełniają cych
zał oż enia  lematu Jordana,  [11, s.  186]. Dzieje  się   tak  dzię ki  przemnoż eniu  tych  uł amków
przez  transformaty  funkcji  Heaviside'a  wystę pują cych  w  opisie  funkcji  schodkowych.
Po  odwróceniu  tak  otrzymanych  transformat  dokonuje  się   ponownie przejś cia,  tym  razem
od opisu przybliż onego  do ś cisłego  i w  ten  sposób  otrzymuje  się   funkcje  7\ (0,  t)\  7\ (/, / ) .
Warto  tu  nadmienić,  że  w  przypadkach,  gdy  jct  <  D  lub  1— x2  <  D,  niektóre  spoś ród
uł amków wystę pują cych  w transformatach  (4.4) od razu spełniają   zał oż enia lematu Jordana
i  kwalifikują   się   do  odwrócenia  metodą   residuów.  Wyniki  otrzymane  przy  odwróceniu
bezpoś rednim  pokrywają   się   w  takim  przypadku  z  wynikami  otrzymanymi  na
opisanej  w  pracy  [6],

Po  odwróceniu  transformat danych wzorami  (4.4), przy wykorzystaniu  cał ki Duhamela
(co., gwarantują   zwią zek  (2.9)  oraz  wzór  (4.2) z  pracy  [14])  i  odpowiednich  twierdzeń  za-
wartych  w  monografii  [10],  s.  364,  367,  361  i  347,  otrzymujemy  dla  t  >  0

2

1  '  —- J  dt

(4.5)

T&,   t)  =  PS,  0-

i= i

przy  czym  róż niczkowanie  funkcji  Pt  po  czasie  rozumiane jest  w  sensie  twierdzeń  zawar-
tych  w  monografii  [10], s.  360  i  366.  Mię dzy  wzorami  (4.5)  i  (3.6)  istnieje  pewne  podo-
bień stwo  w  budowie; w  przypadku,  gdy  xL  =  0, x2  =  / wzory  (4.5) i odpowiednie  zwią zki
wynikają ce  z  (3.6)  są   identyczne.

Punktów  xt  i  x2  nie  moż na wybierać  dowolnie.  N ie moż na wybierać  takich  punktów,
przy  których  uł amki  xkjD  i  (l—xk)/ D,  k  =  1,2,  są   liczbami  cał kowitymi.  Jeś li  bowiem
uł amki  te przyjmują   wartoś ci  cał kowite, wówczas  argumenty sinusów  stają   się   dla  każ dego
/  =  1,2,  ... wielokrotnoś cią   n  i szeregi nieskoń czone znikają.  Jeś li —  dla  lepszego  zilustro-
wania  sytuacji  —  przyjmiemy  zerowe  warunki  począ tkowe  i  brak  funkcji  ź ródł a,  to  przy
cał kowitych  wartoś ciach  wspomnianych uł amków wzory  (4.5)  sprowadzają   się   do  postaci

( 4 - 6 )  l- x  l- x

71(1. t) = — ^  v?(O-  - ~  •  y>t(t).
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Wyliczają c  z układu  równań  (4.6)  funkcje  ip*(t)  i ip*(t)  i porównując  je z odpowiednimi
zwią zkami  wynikają cymi  z (3.6) ł atwo zauważa  się  brak  zgodnoś ci  pomię dzy  tymi  zwią z-
kami.  Wynika  stąd  nastę pują cy  warunek  na dobór punktów xt  i x2:

(4.7)  x2  > maxl2x1) — ~

Przy  spełnionym  warunku  (4.7) spełnione  są   nastę pują ce  nierównoś ci:  xL/ D <  1,
(l—X2)/ D < 1, x2/ D < 2, {I—x^ID  < 2. Nierówność (4.7) potwierdza jeden z  wniosków,
wynikają cych  z pracy  [6], a mianowicie iż punktów xx i x2  nie moż na wybierać w sposób
zupełnie dowolny.  Ponadto, porównując  ograniczenia na dobór tych punktów  wynikają ce
z  prac  [6], [12] i  nierówność  (4.7),  dochodzimy  do wniosku,  iż ograniczenia  zwią zane
z  doborem  punktów  x1  i x2  są  zależ ne  od rodzaju  warunków  panują cych  na brzegach
rozważ anego  obszaru.

Załóż my  teraz, ża znana jest  WOS,  tzn. że

dT
(4.8)  q(x*,t)=  - A—(a:*,  t) =  W*(x*, t),  x* S SQ*,  Q* <=  Q,

oraz że na brzegu  panują   warunki  I  rodzaju.  Funkcją   poszukiwaną   jest  wię c  ponownie
!T(f, 0-  Okreś la  się  ją  i w tym wypadku  wzorem  (4.2), lecz gę stość  potencjału  cieplnego
warstwy  podwójnej, / (f,  t), jest  tym razem  rozwią zaniem  równania  cał kowego  postaci

(4- 9)  l'W  /  iM'   T ) ^ w ( x * ~ C '  l- ^dsidx  =  A|̂ r(** > t)+Ą*(x*. 0,

gdzie n* jest  normalną zewnę trzną  do dQ*.
Przyjmijmy  teraz, że znana jest WOTi  że jest ona opisana zwią zkiem  (4.1), zaś na  brzegu

Ś  =  8Q panują  warunki  I I  rodzaju.  Funkcją  poszukiwaną  jest  pochodna  - =—(f, t),

opisują ca  gradient  temperatury na brzegu  S. Funkcję tę moż na okreś lić  wzorem  wynika-
ją cym z (3.8) w przypadku, gdy % = 0:

(4.10)  iZL({ , 0 -  - J - t f ,0 + - i- ft(£.0+  f  f/ t(£,  T)- £- yv(S- C,t- T)dScdr.
arie  oiit  2  J  J  om

os

Do wyprowadzenia  zwią zku  (4.10) wykorzystano  wzór  (2.7). Funkcja h(J- , t) jest  rozwią-
zaniem nastę pują cego  równania cał kowego, wynikają cego  z (3.7):

(4.11)  J  fh(S,  T)W(X*- £, t- r)dS$dr=   - P(x*,t)+ip*(x*,t).
o  s

N a  zakoń czenie  rozważ ań  dotyczą cych  postaci  cał kowej  rozwią zań  zagadnień od-
wrotnych  zał óż my, że znana jest  WOT i że jest ona postaci  (4.1), zaś na brzegu  S =  dQ
panują  mieszane warunki  brzegowe, a mianowicie warunki  dane zwią zkami  (3.10).  Funk-
cjami poszukiwanymi  są więc  T(£, t) dla £ e Sx oraz <£(£, t) dla f e S2. Funkcje te moż na
okreś lić nastę pują cymi  wzorami:
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(4.12).  T(£,t)  =  P(S,t)  + V{C,t)- U(£,t)+-Tf(C,  t),

d
< 4- 13>  _3ns

O S

przy  czym  gę stoś ci  potencjał ów  cieplnych/i  A speł niają  zwią zki  (3.12)  oraz  równanie
cał kowe postaci

(4.14)  V(x*, ł )- U(x*, t) =  P(x*, t)- T(x*,  t).

W  przypadku  jednowymiarowym  zagadnienie to moż na zapisać  nastę pują co.  Przyjmują c,
iż  warunki  brzegowe  mają  postać  (3.14),  a poszukiwanymi  funkcjami  są  0O(/ )  i  y>i(t),
otrzymuje  się — przy przyję ciu,  że w punktach Xi i x2  okreś lone są WOT—  ukł ad równań
cał kowych  na funkcje/i  (0,  t), hx(h 0» ^o(O i Vi(0.  skł adają cy  się z równań  (3.16), oraz
równań  wynikają cych  z (3.15):

(4.15)  Lg.  Wl (t)  - X-   W l ( *- *; °  +  ̂ ( 0 ,  0 - X-  ^ f ^  -  ^ ( 0, 0 - X-   Wl(xfc, 0 +

Otrzymany  ukł ad  czterech  równań  cał kowych  moż na rozwią zać  w dziedzinie  transformat
Laplace'a  przy  zał oż eniu, iż # (0, t) =  const =  %. Otrzymujemy  transformaty  rozwią zań,
fi(s)  i <PoC*) w  nastę pują cej  postaci

2

\ 1  _

( - 1)*  [y*(s) -  Pj (x&,  s)]:

\ P i ( 0 , s ,
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Zwią zki  (4.16)! i (4.4)2 mają  tę samą postać; jest to zgodne z intuicją,  gdyż odtwarzana
jest  tu  temperatura  na  podstawie  WOT. Natomiast  0o{s)  jest  nieco  bardziej  zł oż ona,
aczkolwiek  również nie nastrę cza wię kszych trudnoś ci przy  retransformacji  metodą podaną
na począ tku  tej czę ś ci  pracy.

Zauważ my  jeszcze,  że gdy  %  -> 0, tzn. gdy warunek  brzegowy  na brzegu  x  = 0  staje
się  warunkiem  I I   rodzaju,  otrzymujemy  (kł adąc  w  miejsce  0Q(s)  transformatę  lF0(s))
transformatę  opisują cą  strumień  ciepła na brzegu  (z dokł adnoś cią  do współ czynnika ż l),
zaś  przechodząc z do nieskoń czonoś ci  w ten sposób,  aby 0o(t)/ x  ~* y>o(t),  otrzymujemy
na  brzegu  x  =  0 warunek  brzegowy  I rodzaju,  zaś transformata  (4.16)2  przyjmuje  postać
(4.4)!.

5. Metoda przybliż onego  rozwią zywania  równań cał kowych Volterry  I   rodzaju

Równania cał kowe na gę stoś ci  potencjał ów,  (4.3), (4.9),  (4.11) i  inne, które  pojawiają
się  podczas  rozważ ań  dotyczą cych  trójwymiarowych  zagadnień  odwrotnych  wymiany
ciepł a, mają — ogólnie rzecz biorąc — postać równania cał kowego typu Volterry  I   rodzaju,,

(5.1)  fu(C,  t) - X-  K(y- £,  t)dSt  =  v(y,  t),
s

przy  czym ją dro  tego  równania cał kowego, K(y—x,  t— t);  oraz funkcja  v(y,  t)  są  znane,,
zaś  funkcją  poszukiwaną  jest  u(C, t). W  monografii  [9] dowodzi  się, że w  przypadkach
rozważ anych w tej pracy ją dro  to jest iloczynem dwóch ją der  sł abo osobliwych,  co pozwala
znaleźć rozwią zanie  tego równania metodą iteracji ją der i kolejnych  przybliż eń.  Metoda ta,
aczkolwiek  ś cisł a, jest dosyć mało przydatna w konkretnych obliczeniach. D latego pokrótce
przedstawiamy  metodę  przybliż oną,  pozwalają cą  w  stosunkowo  prosty  sposób  otrzymać
przybliż one  rozwią zanie  równania  (5.1).

Zapiszmy funkcję  podcał kową  nastę pują co:

(5.2)  «(f, 0 *  K(y- C, 0 =  H(y, C, 0-

Zakł adamy,  iż funkcji  u(f, t)  poszukiwać bę dziemy w postaci  przybliż onej.  W  zwią zku.

z tym przyjmijmy podział  przedziału czasu* (0, T) na podprzedziały  ( 0, —- A I , l i i —  y

l r +   — M l , ? =   1,2, .. . , /, gdzie  l/ H  j/ l = T. N a powierzchni  S  wybierzemy  ukł ad

punktów  Ci, /  = 1, • • -, L, stanowią cych ś rodki  cię ż koś ci  elementów  at.  E lementy  skoń-
czone  <7[  mogą  mieć  kształ ty  np. trójką tów, [15]. Zakł ada  się, że są  one  rozł ą czne,  mają
wspólne krawę dzie, wierzchoł ki  ich są punktami  należ ą cymi do S, a cały  zbiór elementów
{ffi};= i,..., L  stanowi  powierzchnię  Lapunowa,  stanowią cą  przybliż enie  powierzchni  S.

N atomiast  na powierzchni  dQ* wybierzemy zbiór punktów  y„„  m =  1, . . ., L,  stanowią-
cych  ś rodki cię ż koś ci elementów  A,„,   dobranych  w  sposób analogiczny jak  elementy  at.

Zakł adamy,  iż  zamiast funkcji  w(f, t)  poszukiwać bę dziemy jej  przybliż onej  postaci
Au(C,  t), okreś lonej nastę pują co:
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7+1

(5.3)  Au(C, ł ) -

gdzie
z.

(5.4)  K , (£ )  =   5]unEgil(£),  i = l , . . . , 7 ,  Uo(£) =

=   H / ( 0-

Funkcję  ^ . i t O  definiujemy  nastę pują co:

0  gdy
( 5 ' 5 )  E - e )

Podobnie przybliż amy  postać ją dra K{y—C, t):

1+1  I   I   \  \
(5.6)  AK(y- C,  t) -   V  [Ai(y, Q- iSi- ^y,  O ]»j( ł - U-   y M l ,

gdzie tfiO;, O =  J f( y- :,  iA), i =  1, . . . , /,  ATQC, f)  = 0 (por. [10], s. 346), Ą + 1( y,  C) =
=   Kt(y,  O-

Przybliż oną  postać  funkcji  H(y,C,r)  nazwiemy  AH(y,C,t).
Podstawiając  do  równania  (5.2) w miejsce  wystę pują cych  tam  funkcji  ich  postaci

przybliż one, znajdujemy,  iż

(5- 7)  AH(y,  C, 0 = 2" ^y'  O (t -   kA)+,
;= 1

gdzie

(5.8)  Ą 0',O=   21  MO- Ui- xmKj(y,Q- Kj- i(y,0],
t+ j.k+ 1

We{l  /}

oraz  (t—kA)+  =  (t—kA)r)(t—kń ). Wprowadzając zwią zki

z.

Bk{y,  O -  ^  fikM4i(a  oraz

(5.9.)

gdzie  - fiT/jfj')  =  Kj(y,  £,), a funkcja  Kj  stanowi pewne przybliż enie  funkcji  Kj,  oraz  pod-
stawiając prawe strony wzorów (5.9) w miejsce Hk  i Kj do zwią zku (5.8) przy wykorzystaniu
(5.4),  znajdujemy

(5.10)  # i , 09=   £  [u„ - Kł _,

fc-  1,...,/+

/ =  1,...,L.
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Kł adąc ponadto

Hkl(y)=

(5.11)

gdzie  Kji, n =  Kji(ym),  a funkcja  Kn  stanowi  przybliż enie  funkcji  Kn,  oraz  podstawiając
prawe  strony  wzorów  (5.11) w miejsce Hkt i Kji  do zwią zku  (5.10),  znajdujemy

(5.12)  Hum-  2  [uu- Ui- i,il[Kjim- Kj-ulm],
i+j=k+ 1
/ { l / }

fc=   1  J + I

l,m  =  I,  ..., L.

Równanie  (5.1), które dzię ki  wprowadzeniu  funkcji  H moż na zapisać w  postaci

(5.13)
s

zapiszemy  teraz w postaci  przybliż onej.  Wprowadzając  funkcję  Av, aproksymują cą  v
w sposób  nastę pją cy:

(5.14)  Av(y, 0 -   y  £  vkm(t ~ kA)+  EK,„(y) ,

oraz wykorzystując  zwią zki  (5.9),  (5.11), (5.12),  (5.13) i wstawiając  w (5.13)  funkcję  Av
w  miejsce v otrzymuje  się  ostatecznie nastę pują cy  ukł ad  równań  na wielkoś ci wi(:

(5.15)  £  £
l= l  t+ J- k  + l

lJ{i

gdzie  Bi =  /  dau  k •» 1, 2,  ..., J + l,  w =  1, 2,  ..., L.  Jest  to  /   ukł adów  równań,

każ dy z L niewiadomymi, którymi są wielkoś ci  uu.  Wyznaczenie  tych wielkoś ci  pozwala
nastę pnie zbudować funkcję  Au(i,  r) wg wzorów  (5.3) i (5.4).

Podsumowanie

Wykorzystanie  potencjał ów cieplnych do budowy  cał kowej postaci  rozwią zań  proble-
mów odwrotnych wymiany ciepła pozwala rozwią zywać  zagadnienia odwrotne w przestrze-
ni  trójwymiarowej  przy dowolnych kształ tach rozpatrywanych  ciał. Oznacza to moż liwość
prognozowania  obcią ż eń  termicznych  elementów  maszyn  cieplnych w ten  sposób, aby
wewną trz  tych elementów panowały  temperatury  o z góry  danym  na  dowolnej  powierz-
chni zawartej  wewną trz  tego elementu, 8Q*, rozkł adzie. Moż liwość  ta może zostać wyko-
rzystana w praktyce  np. przy  optymalizowaniu  czasu  rozruchu  turbin  cieplnych,  gdyż

4  Mech. Teoret. i Stos. 3—4/82
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od  rozkł adu temperatury wewną trz łopatek zależą  powstają ce w nich naprę ż enia termiczne,
mogą ce — w  przypadkach  szczególnie  niekorzystnych — spowodować  trwale  ich  uszko-
dzenia.

Przedstawiona procedura przybliż onego  rozwią zywania  równań całkowych na gę stoś ci
potencjałów  wymaga uż ycia maszyn cyfrowych.  Tym niemniej w dobie szybkiego  rozwoju
elektronicznej  techniki  obliczeniowej  rozwią zywanie  na  maszynach  cyfrowych  układów
równań  typu  (5.15)  nie  przedstawia  wię kszych  trudnoś ci.
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P  e  3 IO m e

O- METO,D,AX  TEOP HH  nOTEH U H AJIOB B  PA3PEII IEH HH  OBPATHfclX
TEnJIOriPOBOflH OCTH

TpexMepHyio  o6paTHyio  sa^a^iy  TenjionpoBOflHocTH.  Hcnojib3yfl  TepiHiraecKHe n o-
nojiyneH bi  pe3yjn.TaTbi  B BHfle  HHTerpajibHLix  ypaBHeHHił.  ftntH ofliioiwepHbix  cnyxiaeB  npefl-
peu ieH ua  B BHfle  6eci<0He*iHBix  pflflos.  flna  HHTerpanHibix  ypaBHeHHH onncBiBaiomHX  o6paT-

Hbie  3a# atiH B TpexMepHOM   cny^ae  noKa3ana  n y i t  onpeflejieHHH  peuiemiH  B npn6jiHweHH0M   BH«e.



O  METODACH TEORII   POTENCJAŁÓW  223

S u m  m a ry

ON  METHODS OF  THE  THEORY  OF  POTENTIALS  IN  RESOLVING  THE  IN VERSE  H EAT
CONDUCTION PROBLEMS

The  three- dimensional  inverse  heat  conduction problems  are  dealt  with.  Making  use  of  the thermal
potentials  one  obtains  the  results  in  the  form  of  the  integral  equations.  For  the  one- dimensional  cases
the solutions  have  been  found  in  a  form  of  the  infinite  series.  F or  the  integral  equations  describing  the
inverse  problems  in  the  three- dimensional case  a way  of  determining an  approximate  form  of  solution  is
shown.

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  6  kwietnia  1982 roku


