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Wstęp

Równanie falowe jest  w  literaturze  naukowej  chyba  najbardziej  znanym równaniem.
Rozwią zanie tego równania w przypadku jednowymiarowym,  gdy x  e  (a, b), gdzie a i b są
liczbami  skoń czonymi, bą dź  są   równe  nieskoń czonoś ci, są   powszechnie  znane  i  opisane
(por.  [1,  2, 3] i  in.). Mało  natomiast spotyka  się   w  literaturze rozwią zań  tzw.  zagadnień
odwrotnych dla równania falowego.

Warto  tu nadmienić, że samo okreś lenie  „zagadnienie odwrotne" jest dosyć niejedno-
znaczne.  I  tak  np. szkoła  radziecka  rozumie pod  tym  hasłem  zagadnienia  wyznaczania
nieznanych,  stałych  lub  zmiennych  współczynników  równań  róż niczkowych,  [4, 11],
bą dź funkcji  ź ródła  [21, 5] przy znanym rozwią zaniu  tych równań, bą dź też problem  wy-
znaczania  rozwią zania  zagadnienia  dynamicznego  dla  t  <  t0  przy  znanym  rozwią zaniu
w chwili  /  =   tę ,  [6]. Dla odmiany szkoła amerykań ska uż ywa tego okreś lenia w przypadku
zagadnień  dynamicznych,  w  których  na  podstawie  znajomoś ci  rozwią zania  równania
róż niczkowego jako  funkcji  czasu w pewnych punktach obszaru okreś lonoś ci  tego rozwią -
zania,  poszukuje  się   warunków  brzegowych,  które  powodują   taką   .właś nie  zmienność
w czasie rozwią zania  w tych punktach (por.  [12, 13, 14, 15] i in.). Moż na zatem z grubsza
podzielić  zagadnienia  odwrotne  na zagadnienia  identyfikacji  funkcji  ź ródła,  zagadnienia
identyfikacji  współczynników, zagadnienia  odtwarzania  historii procesu  oraz zagadnienia
identyfikacji  obcią ż eń  brzegu  obszaru.  Zwykłe zagadnienia  brzegowo- począ tkowe  nazy-
wane  są  — w  odróż nieniu  od  wspomnianych  wyż ej — zagadnieniami  prostymi  lub  bez-
poś rednimi.

Rozważ ania na temat zagadnień odwrotnych dla  równania falowego  spotyka  się  w  li-
teraturze  radzieckiej,  (np.  [7, 8, 21]),  są   to  jednakże  głównie  zagadnienia  identyfikacji
współczynników  lub  funkcji  ź ródła  bą dź  zagadnienia  odtwarzania  historii  procesu. Na-
tomiast  brak jest  prac  traktują cych  o  identyfikacji  obcią ż eń  brzegu  obszaru,  w  którym
rozważa  się   zagadnienie  propagacji  fal.  O  takim  właś nie  zagadnieniu  traktuje  niniejsza
praca.  •

Problem  identyfikacji  dynamicznych  obcią ż eń  brzegu  sprowadza  się   w  niniejszej
pracy do zagadnienia rozwią zania równań całkowych pierwszego rodzaju, typu. splotowego,
[9].  Zagadnienia  tego  typu  należą   do  tzw.  zagadnień  ź le  postawionych,  [10]. W  pracy
pokazany jest sposób rozwią zania  tego typu zagadnienia w przypadku równania falowego.
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Podano  również  ograniczenia,  których  speł nienie  warunkuje  otrzymanie  rozwią zania
stabilnego  w sensie  TICKONOWA, [10].

1.  Sformuł owanie problemu

Rozważ my  jednowymiarowe  zagadnienie propagacji  fal  w  oś rodku  sprę ż ystym.  Rów-
nanie rozchodzenia się fali ma w tym wypadku  analogiczną postać jak  np. równanie struny,
czy  np. równanie rozchodzenia się  dź wię ku.  Jest  to  mianowicie  równanie hiperboliczne.
Dynamiczne obcią ż enie brzegu obszaru oznacza w przypadku  oś rodka sprę ż ystego zadanie
zmiennych w czasie przemieszczeń czy obcią ż eń sił owych na brzegu, podczas gdy np. w przy-
padku  struny  skoń czonej  bę dzie  to  zadane,  zmienne w  czasie  przemieszczenie  koń ców
struny.

Rozważ any  w  pracy  problem  bę dziemy — dla  ustalenia  uwagi — utoż samiać  z pro-
blemem drgań  struny  ograniczonej. Tym niemniej otrzymane wyniki bę dą  funkcjonowały
i dla  innych zagadnień  fizycznych,  o ile  tylko  zespół  równań  i warunków  opisują cych  te
zagadnienia bę dzie się  pokrywał   z zespoł em zwią zków podanych niż ej.

Niech w stanie niewymuszonym  struna pokrywa  się z osią  Ox. Wychylenie  struny bę-
dziemy  charakteryzowali  przesunię ciem  u(x, t) punktu x w  chwili  t, prostopadł ym do osi
Ox.  Przyjmiemy,  że napię cie p  struny jest stał e, podobnie jak  i jej  gę stość liniowa  Q. Niech
fx(x,  t) oznacza rzut na oś  Ou siły dział ają cej  na jednostkę  dł ugoś ci  struny.  Wprowadza-
jąc współ rzę dne bezwymiarowe  £ =  x/ l, gdzie / jest dł ugoś cią struny, orazr =
moż emy  opisać  drgania  struny  równaniem

gdzie/ ( I,  r)  = / i( f ,  r)l2/ p.  O  funkcji/ (£,  T)  zakł adamy,  iż jest  funkcją  lokalnie  sumo-
walną  [3] ze wzglę du na obie zmienne. Przyjmujemy,  że w chwili  począ tkowej  przemiesz-
czenia i prę dkoś ci punktów struny są znanymi funkcjami  zmiennej f.  Ponadto zakł adamy,
że zadane są przemieszczenia koń ców struny jako funkcje  czasu. Prowadzi to do warunków

dr

(1.2)

T - 0

gdzie />,(£) 6 C(0, 1),  i = 0,  1,  oraz

«(0,  r) = u„(r),

I I ( 1 , V) . - U , ( T ).  ( - i }

.  Równanie  (1.1) z  warunkami  (1.2)  i  (1.3) stanowi  dla  rozważ anej  struny  zagadnienie
proste  (brzegowo- począ tkowe).  Rozwią zanie  tego  zagadnienia  w  transformatach Lapla-
ce'a ma postać

'
-   f  *i(£ ,
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Tutaj  nadkreś lenie  oznacza  transformatę  Laplace'a  funkcji,  s jest  parametrem  trans-
formacji,  oraz

*i( f.a) - . / V.») - t fot f) - J> it f).  •   (1.5)

Jeś li przedł uż ymy  funkcje  po(£),  p^i)  i/ (f,  T) na całą prostą  O£ w  ten sposób, że  [16]

j>,(£),  i =  0,  1,

,  r)  .  - / ( - I,  T>,  / ( f+  2,  r) = / (f,  T),  ( L 6 )

to moż emy  wówczas przepisać rozwią zanie  (1.4) w postaci

y  J  Pi(x)afx-y f  J  f(x,t)dxdt,

gdzie funkcja  g(f,  z), dana wzorem

(1.8)

jsst znanym rozwią zaniem d'Alemberta  zagadnienia drgań  struny  ograniczonej o koń cach
unieruchomionych.

Zał óż my  teraz,  że  znana  jest  zmienność  funkcji  w(£, T)  W punktach  ^  i  f2,  gdzie
0 <  l i  <  | 2  <  1.  Funkcje

Mi(T) = M^i ,  T)  oraz  M 2(T) s  u(f2,  T),  (1.9)

nazywać  bę dziemy  wewnę trznymi  odpowiedziami  struny  (w  skrócie  WO)  na  dział anie
si ł / ( |,  T), warunków  na brzegach,  oraz na warunki  począ tkowe. Funkcje te  muszą  speł-
niać warunki zgodnoś ci

"i(0)  =  Po(£i),  "2(0)  = po(£2) -   (1- 10)

Celem  niniejszej  pracy jest  wyznaczenie  funkcji  MJ(T)  i  ug(r),   opisują cych  przemiesz-
czenia  koń ców  struny,  przy  znanych  WO,  oraz  przy  znanych  funkcjach  / (£, z),  pa(M)

1 Pitt).
Zwykle  stosowane  metody  rozwią zywania  zagadnień  identyfikacji  warunków  brzego-

wych  (dynamicznych  obcią ż eń  brzegu)  polegały  na  rozwią zaniu  zagadnienia  brzegowo-
począ tkowego  dla  £ e Q±,  f2),  a nastę pnie na ekstrapolacji  tak  otrzymanego  rozwią zania
poza  ten przedział  (por.  [12, 13, 17] i  in.). Jak  widać, przy  takim podejś ciu  WO  trakto-
wane są wstę pnie jako warunki brzegowe. W pracy niniejszej  stosuje się podejś cie odmienne
od wyż ej wspomnianego. Punktem wyjś cia jest  tu zwią zek  (1.7).

2.  Ukł ad  równań  typu  splotowego

Jeś li  znane są  funkcje  opisują ce  WO,  M^T)  i u2(r),   i jeś li  są  to funkcje  typu wykł adni-
czego,  [18], to moż na —  na podstawie równania (1.7) — napisać nastę pują cy ukł ad równań
na transformaty Uj(s)  i  ug(s):
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Po  odwróceniu  transformat  wystę pują cych  po  obu  stronach równań  (2.1)  otrzymujemy

« A )  -   • ^• bi<i(r)*Kl(Sjfr)+u a(r)*K 2{Sj,  T ) ] + * ( £ , ,  r ) ,  7 = 1 , 2 ,  (2.2)

gdzie

(2.3)

K2{t;j,   T)  =   2_,  1 j( T + ^ ~2n—  1)—  \  r](r—^j—2n +  \ ).

Tu  * oznacza mnoż enie splotowe, [2,  18],  zaś 7](x) jest funkcją  Heaviside'a. Sposób przejś cia
od  równań  (2.1) do (2.2) powią zany jest ze specjalną  techniką sumowania szeregów trygo-
nometrycznych, którą krótko przedstawiono w Dodatku.

Równania  (2.2) stanowią  ukł ad równań  cał kowych  typu  splotowego,  [10]. Ponieważ
wyznaczenie  poszukiwanych  funkcji,  ud(r)   i ug(r),   na podstawie  tych równań jest bardzo
kł opotliwe, w niniejszej  pracy wyznacza sieje na podstawie równań (2.1). Jak zatem widać,
zamiast  równań cał kowych rozpatruje  się  ukł ad równań w postaci  przetransformowanej.
Natomiast  na  podstawie  zwią zku  (2.2), zapisanego  dla  dowolnego  f  e  [0,1],  ł atwo jest
wyznaczyć  rozwią zanie  zagadnienia  brzegowo- począ tkowego.  Ma  ono  postać

00

(2.4)
co

gdzie  [1]
lu(x)  gdy  x  >  0,

" ( X ) +  -   {  0  gdy  x < 0.  ( 1 5>

3.  Warunki ograniczają ce  dla funkcji  opisują cych  wewnę trzne odpowiedzi

Traktując  ukł ad równań  (2.1) w  sposób  formalny,  jak  ukł ad dwóch  równań  algebra-
icznych z niewiadomymi  Ua(s)  i  ił e(s),  moż na ł atwo je  wyznaczyć.  Otrzymujemy

_ , .  sinh(sf2)  ._  , .  _ ..  .,  sinh(s|:1)  r_  , .
wCs )  -   i i [ " ( s ) ^ s ) ] -   i [ S ( s )

(3.1)
sinh [s( l- lt )]  sinh[s(l- f2)]   r_  , .  - ,„  N1

gdzie  I , =   Si- Sf
Widoczne jest, iż nie  każ da  funkcja  Uj(r)  może opisywać  WO. Wynika  to  z  faktu,  iż

uł amki, wystę pują ce  po prawej  stronie wzorów  (3.1), są transformatami Laplace'a  dystry-
bucji  singularnych,  [3]. W  ogólnoś ci,  aby  formalne  rozwią zanie  (3.1)  było  odwracalne
i  aby  po  odwróceniu  miało  sens fizyczny,  muszą być  speł nione nastę pują ce  warunki:
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1°  WO muszą mieć skoń czoną granicę dla  r  -» 0+  oraz dla  r  -» co
2°  WO muszą być ograniczone dla  T e  [0, oo)
3°  Transformaty  wd(j)  i uff(j)  muszą  być  odwracalne w  zbiorze  funkcji  rzeczywistych.
Oznacza to, że jeś li pewna funkcja  F(r)  ma opisywać  WO, to

|  lira  F(r)\   =  |limsF(s)|  <  + 00,  (3.2)
r- >0+   i- »oo

IlimFCx)! =  |Hmsf(s)|  <  + oo,  .  (3.3)

przy czym  zakł ada się, że te granice istnieją, oraz

V  A  \F(r)\<M,   M — stalą  dodatnia.  (3.4)
M>  0  TE [O, 00)

Ponadto, jeś li  W(T) jest funkcją  opisują cą  przemieszczenie któregoś koń ca struny, to z wa-
runku  3° wynika,  że musi być  speł niony warunek  (por.  [18], str.  102 i  117)

limu(s) = 0  dla  Res  >  xx + d,  d >  0,  (3.5)
f- »0O

gdzie  Rej  oznacza  czę ść  rzeczywistą  liczby  zespolonej  s,  zaś  xz  jest  odcię tą  zbież noś ci
funkcji  W(T). W omawianym przypadku z (3.4) wynika, że xx  = 0.

Zamiast  warunku  (3.5)  wykorzystamy  warunek  silniejszy,  zwią zany  z  odwracaniem
transformat  metodą  residuów.  Warunkiem  koniecznym  odwracalnoś ci  transformaty  me-
todą residuów jest speł nienie przez nią zał oż eń lematu Jordana,  [18]. Wynika  stą d, że aby
F(s) była transformatą,  odwracalną  metodą  residuów,  musi  istnieć  taki  ciąg  k„  liczb do-
datnich, że

gdzie  limifcn  = 0,  limi?„   =  + oo, a  ponadto  funkcja  F(s)  musi  być  cią gła  dla  |*|  =   Rn,
n- »oo  .  n- taa

Rej  >  xz  (w  naszym  przypadku  Rej  > 0).
Nierówność  (3.6) moż na zapisać  w postaci  równoważ nej,  a  mianowicie

< ~  dla  duż ych  \s\ ,  (3.7)
I s  I

gdzie  K, y  > 0, y — dowolnie  mała  liczba  dodatnia.
W rozważ anym  przypadku  ż ą danie  speł nienia dla  duż ych  \s\  nierównoś ci  (3.7) przez

poszczególne skł adniki prawych stron wzorów  (3.1) prowadzi do nastę pują cych ograniczeń
na  uj(s) oraz £(£,,  s),  j  = 1, 2:

\uM- g(£j,  »)\ < ^ f  le- lD j l ,  J  -   1. 2,  (3.8)

gdzie  Klt  K2,  y — stałe dodatnie, 0  <  ft  <  f2  <  1, oraz

D,  -   max(f j ,  1 + ft - 2f  2) ,  D2  = max(l - 12 ,  2ft  -   ft).  (3.9)

W  szczególnym  przypadku,  gdy  ft  > 0.5  oraz  ft  <  0.5,  otrzymujemy

0i  =  ft,  Z ) 2 = l - f t.  (3.10)
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N ierównoś ci  (3.8)  bę dą  speł nione,  jeś li  dla x s[C>,D}],  j  —  1,2,  bę dą  miały  miejsce

nastę pują ce  zwią zki:

(r- r)

(x,t)dxdt\Pt(x)dx- [  f  f(x,t)dxdt\  =  0.(3.11)
tj- r  O  f/ - (r- i)

Zwróć my  uwagę  na fakt,  iż dla r =  O powyż sze  równania przechodzą w zwią zki  zgodnoś ci
(1.10).

Równania  (3.11)  okreś lają  zwią zki  pomię dzy  WO  a funkcjami  />0(f)> PiQ)  i / ( £,  T)
w czasie od chwili począ tkowej  do chwili, w której do punktu, w którym rejestrujemy  WO,
dotrze  zaburzenie,  wywoł ane  przez  warunki  na  brzegach.  Jest  oczywiste,  że moż liwość
identyfikacji  funkcji  ug{r)   i ua(r)   na podstawie WO  pojawia  się dopiero po czasie Dj,  jako
że dopiero wtedy  ujawni  się  wpł yw  warunków  brzegowych  na WO.  WO  bę dą  zatem opi-
sane  funkcjami  czasu o przesunię tym argumencie; również w  przypadku  funkcji  g należy
rozważ ać  jej  wartoś ci  tylko  dla  r > Dj.

Wobec  powyż szego  transformaty  Uj(s)  oraz  g(£j,  s), j  =   1,2,  dla  których  mają  sens
zwią zki  (3.1), muszą  mieć taką  postać, aby  zawartoś ci  nawiasów  kwadratowych  we  wspo-
mnianych  zwią zkach  miały  postać

- J P,  P>Dj,   7 = 1 , 2,  (3.12)

Funkcja  G(s)  musi speł niać warunek

\G(s) |<  iś T3|s|-v  dla  Res > x0 > O,  (3.13)

gdzie  - fiT3 > O, y > 0. Jeś li  dodatkowo G(s)  jest  funkcją  holomorficzną  w pół pł aszczyź nie
Res  > x0  (gdzie x0  jest  dobrane  tak,  aby  speł niona  była nierówność  (3.8)), to jest  ona
wtedy  transformatą  Laplace'a  dystrybucji  typu  wykł adniczego  (por.  [2], str.  309). Jest  to
szeroka  klasa  dystrybucji,  do  której  należą  m.in. wszystkie  funkcje  transformowalne.

G dy  WO  speł niają  ograniczenia  podane  wyż ej,  wówczas  rozwią zanie  jednowymiaro-
wego  odwrotnego problemu falowego  jest  stabilne w sensie Tichonowa (por.  [10], stn 40).

4.  Ś cisłe rozwią zanie zagadnienia odwrotnego

D o  odwrócenia  transformat  danych  wzorami  (3.1)  wykorzystamy  nastę pują ce  przed-
stawienie  funkcji  Uj{s)  oraz gj(^n  s):

Pn

Dj  (4- 1)

S%,  s)  = g(ij, s)e-sD'+   f  e- "g( fj,  r)dr,  j  = 1,2,
b

gdzie

uj(r) = Uj(r+Dj)rj(r),
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Wobec (4.1) zachodzą  — na mocy  (3.11) — równoś ci

«/ (*)- *($/, s) -   [SJW- IQJ,  5)]e- iD ^  y = 1, 2.  (4.3)

Oczywiś cie  muszą  być także spełnione nierównoś ci

Ifijtol < - p̂  IIt f j, 5)1 < - ^ j - ,'  /  -   1.2.  (4.4)

W miejsce  równań (3.1) moż emy zatem napisać równania

_ , .  sinh(s|2)  -=   sinh(s#)  -=   s\

sinh(sL)
i " e  2[«2(s)- g(l2,  s) ]-   (4.5)

Odwrócenie transformat danych wzorami  (4.5) prowadzi do nastę pują cych wyników:

J
—  sin  - y- (T -;J  Y L

(4.6)

- sin  [^-   (1- |2) |  J  sin [—  (r- f)] [«iO)- «(fi.X - t«2(0- *tfa. 0]

Prawe  strony  wzorów  (4.6)  moż na przedstawić  również  w innej  postaci, posługując się
bą dź  techniką   sumowania  szeregów  trygonometrycznych,  przedstawioną   w  Dodatku,
bą dź  bezpoś rednio  odwracając  transformaty  (4.5) na  gruncie  teorii  dystrybucji,  [20].
Wykorzystując  wzory  zawarte  w  tablicy  B.2 cytowanej  monografii  otrzymujemy

+ - f(fai  z- h- 2nL)+]-

«= 1

(4- 7)
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+u2(T+l- £2- 2nL)+- g(C2,r+l- C2- 2nL)+]-

+ u 2 ( r -

Tutaj

t  _ '  Jsd.O  gdy
,0+   -   \

0  g d y  t < 0

Warto  zwrócić uwagę  na  fakt,  że  sumy,  wystę pują ce  po prawych  stronach  wzorów
(4.7),  są  w  rzeczywistoś ci  sumami  skoń czonymi, gdyż dla  każ dej  chwili  czasu  r  liczba
funkcji,  których argument jest dodatni, jest  skoń czona. Jest  to cecha wspólna  rozwią zań
(4.7)  oraz  (3.4). W przypadku  szczególnym,  gdy  ^  = 0,  otrzymujemy  zwią zek

«d( r)= .«1(T) - g(0,  T),  (4.8)

który koresponduje z  (2.4), oraz

Ji- O

(4.9)

Podobnie  upraszczają  się  zwią zki  (4.7), gdy  f2  = 1, a  fi  e  (0, 1).

5. Inne moż liwoś ci stawiania problemu odwrotnego dla równania  falowego

W  miejsce  warunków  brzegowych  (1.3)  moż na  sformuł ować  inne warunki.  I   tak —
w przypadku, gdy  równanie falowe  opisuje  falę podł uż ną, przemieszczają cą  się w nieskoń-
czonej warstwie  sprę ż ystej  o gruboś ci  /  od jednego jej  brzegu do drugiego, przy czym  fala
ta wywoł ana jest zmiennym w czasie  obcią ż eniem jednego, czy  też obu  brzegów  warstwy,
to zamiast warunków  (1.3) moż na sformuł ować warunki

f- 0

Zagadnienie  odwrotne  oznaczał oby  w  tym  wypadku  problem  wyznaczenia  funkcji
S / T)  i  ^ ( T )  na podstawie WO, przy czym te ostatnie mogł yby być zadane zarówno  wzo-
rami  (1.9) jak  i  innymi. Jeś li  w dwóch punktach wewnę trznych warstwy  (o której — jak
wynika  z  powyż szych  uw#g — zakł ada  się,  że jest  w jednoosiowym  jednowymiarowym
stanie  naprę ż enia  lub  odkształ cenia) znane bę dą  funkcje  opisują ce  zmianę w  czasie  od-
kształ ceń, wówczas One wł aś nie .mogą stanowić WO. Oczywiś cie należy powtórzyć rozumo-
wanie z czę ś ci  3 - pracy w celu ustalenia ograniczeń, jakim podlegał yby tego typu WO.
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Moż liwe jest  również wyznaczenie  obcią ż eń dynamicznych brzegu  przy  pomocy  WO,
których charakter jest inny niż charakter tych obcią ż eń dynamicznych. Na przykł ad moż na
odtwarzać obcią ż enie brzegu warstwy przy znanych przemieszczeniach w dwóch punktach
wewnę trznych,  lub przy  znanych funkcjach,  opisują cych  np. zmiany  w czasie .przemiesz-
czenia i prę dkoś ci w jednym punkcie warstwy.

Należy  podkreś lić,  iż  niezależ nie  od  rodzaju  warunków  brzegowych  otrzymane  roz-
wią zania  odwrotnego  problemu falowego  mają  postać zbliż oną  do  (4.7).  i

6. Wnioski

Przedstawiona  metoda  rozwią zywania  zagadnień  odwrotnych,  dotyczą cych  identyfi-
kacji  obcią ż eń  brzegu,  może być  zastosowana  bez  zmian do  rozwią zywania  problemów
odwrotnych, w których równanie róż niczkowe opisują ce zmiany badanej wielkoś ci  fizycznej
jest  typu  odmiennego niż hiperboliczny.  Jednakże w przypadku  równań hiperbolicznych
otrzymane  rozwią zanie  ma  postać  szczególnie  przydatną  dla  celów  eksperymentalnych.
Jeś li  bowiem  znany jest  zbiór  danych  dyskretnych,  opisują cych  odpowiedzi  wewnę trzne
dwóch  punktów  wewnę trznych,  to  odtworzenie  zmiennoś ci  w  czasie  obcią ż enia  brzegu
obszaru jest szczególnie  proste. Wystarczy  na podstawie  tych danych zbudować  funkcje,
opisują ce  w sposób  przybliż ony  WO, a nastę pnie wykorzystać wzór  (4.7), który  idealnie
nadaje się do obliczeń numerycznych. W przypadku cią gł ego zapisu danych pomiarowych,
dotyczą cych  wewnę trznych  odpowiedzi,  (gdy  zapis  ten  odzwierciedla  przebieg  pewnego
pomiaru),  identyfikacja  obcią ż eń  brzegu  może być  niemal natychmiastowa, o ile  dane te
bę dą bezpoś rednio poddawane obróbce numerycznej wg wzoru  (4.7). Oczywiś cie konieczna
jest  przy  tym  znajomość  warunków  począ tkowych  oraz  obcią ż enia/ (£, T );  to  ostatnie
zwykle jest bą dź stał e, bą dź pomijalnie  mał e.

Wydaje się, że przedstawione rozwią zanie jednowymiarowego  odwrotnego zagadnienia
falowego mogł oby być przydatne wszę dzie tam, gdzie zachodzi potrzeba okreś lenia dyna-
micznego obcią ż enia  brzegu  ohszaru, w  którym  moż na dokonać pomiarów  wewnę trznej
odpowiedzi,  podczas  gdy  niemoż liwy  jest  bezpoś redni  pomiar  poszukiwanej  wielkoś ci
na brzegu.

Dodatek

Wystę pują ce  we wzorze  (2.1) uł amki  są  postaci  smh(,sx)/sinh.s.  Po pomnoż eniu i po-
dzieleniu  takiego  uł amka przez s  otrzymuje  się wyraż enie  sf(s), dla którego  moż na ł atwo
wyznaczyć  retransformatę

oo  •   ca  (D.l)

x+  y  — sin[jn»(T+ ;c)]-   >  - i  — sin[?rn(T- x)].
j i  nit  i  i  nn

y  s n [ ( + ) ]  >
j—i  nit  ,i  i  ,  nn

l  n= l  '

Szeregi  wystę pują ce  po prawej  stronie wzoru  (D .l) mają  argumenty  funkcji  trygono-
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metrycznych spoza przedziału  (0, 1), przez co niemoż liwe jest bezpoś rednie wykorzystanie
odpowiednich wzorów  sumacyjnych, zawartych np. w pracy  [19]. Jednakże  wykorzystując
zwią zek

ń n(nny) =  (- l)nEWsin[nn(y- E(y))],  (D.2)

gdzie  E(y) jest  funkcją   o wartoś ciach równych czę ś ci całkowitej argumentu, moż na spro-
wadzić  argumenty  funkcji  wystę pują cych  po  prawej  stronie wzoru  (D .l) do przedziału
(0,  1). Dokonując przejś cia  granicznego  z xdo  1 we wzorze  (5.3) z pracy  [19], oraz wy-
korzystując  (D.2) moż na wyprowadzić nastę pują cy  zwią zek:

(y—2«- l),  y e(~\ ,  co),  (D.3)
nn

Podstawienie prawej strony wzoru  (D.3) do wzoru  (D .l), a nastę pnie wykorzystanie  faktu,
iż  operator  .s jest  transformatą   operatora  róż niczkowego  8jdr  prowadzi  bezpoś rednio
do  wzoru (2.2).
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HEKOTOPAK  0BPATHA5I   3A,IWł A  ,II,JI5I  BOJIHOBOrO YPABHEHHH

B  ciaiŁH  npeflCTanjiei- ra  oflHopa3MepHa  npoSjieivia  HfleHTHcbjiKamiH  Kpaest ix  yauoBira  .HJIH
Hoii  CTpyHbi.  npco6pa3ODaHHe Jlanjiaca  peuicH iw  STOH  aafla Ĥ   HaxoAHTcn: Ha  ocHOBe  peuieHHji
HO —  Kpaesoii  aa^a Ĥ  nponarau iin  BOJIH.  OnpeAenaeTcsi  yoiOBHJi  J UH  cjjyHKmiH  flonycKaeMLix
y3o6pa5KeHHH  Tai< Ha3i>iBaeMbix  BHyipeHHbix  oTBeroB,  a  IIOTOM  onpeflejiaeTca  u  ^HCKyTHpyeTCii
pememie  npo6nemw.

S u m m a ry

ON  AN INVERSE  PROBLEM   FOR  WAVE  EQUATION

The  one- dimensional problem of  a  boundary  condition identification  for  a  finite  cord  is  considered.
Solution of an initial- boundary valus probhm of  ths wavs propagation is exploited  to obtain  transformed
form  of a formal  solution of  the problem. The conditions imposed  on ths admissible functions  describing
so- called  internal responses  are settled and then the exact solution of  the problem  is found  and discussed.

Praca została złoż ona w  Redakcji  dnia  8  wrześ nia 1981  roku.


