
MECHANIK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

1, 21  (1983)

ZGINANIE POWŁOKI  KONOIDALNEJ

JAKUB  M A R C I N O W S K I

Wroclaw

\

1.  Wstęp

Powierzchnię   konoidalną   (Rys.  1) zakreś la  w  przestrzeni  prosta  tworzą ca  poruszają ca
się   równolegle  do  płaszczyzny  prowadzą cej  (OYZ  na  rys.  1)  po  kierownicach  Ky  i  K2.

Kierownice  te  leżą   w  pł aszczyznach  równoległ ych  do  płaszczyzny  OXZ  i  kierownica  Kt

jest  odcinkiem  prostym  (rozważa  się   też  konoidy  z  dwiema  kierownicami  zakrzy-

Rys.  1

wionymi).  Konoida  jest  powierzchnią   prostokreś lną,  zwichrowaną.  Tu  rozpatrywać-
się   bę dzie  konoidę  paraboliczną   (kierownica  K2  jest parabola), mało wyniosł ą,  to  znaczy,
że  stosunek  jej  wyniosłoś ci  d  do  boku  b jest  mniejszy  od  1/5  (1/3- 7- 1/8).  Powłoki kono-
idalne  posiadają   wiele  zalet.  Znalazły  zastosowanie  do  przekryć  duż ych  hal  przemysło-
wych  i widowiskowych. Stosuje  się  je  także do budowy  zapór wodnych. Z łatwoś cią  moż na,
się  ich doszukać w elementach poszycia  aparatów  latają cych  i sprzę tu  pływają cego.

2.  Róż niczkowe  równania  równowagi  powłok mało wyniosłych

Przyję cie  zał oż enia  mał ej  wyniosłoś ci  pozwala  na  zastosowanie  równań  technicznej i
teorii  powł ok WŁASOWA  [1].

D la  powł ok  mało  wyniosł ych,  o  równaniu  powierzchni  ś rodkowej:  z  =   z(x,  y),  wy-
godnie jest wprowadzić  jako  współ rzę dne krzywoliniowe  linie:  x  =   const y  — const.  D la.
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dowolnej  powierzchni  nie  bę dą  to  linie  krzywizn  gł ównych,  a  warunek  ortogonalnoś ci
bę dą  speł niały jedynie w  przybliż eniu.

Podstawowe  zwią zki  geometryczne  dla  tak  opisanej  powierzchni  przyjmą  postać  na-
stę pują cą  [3]:

tx  »  ix+z,Jz,

ty  -   iy +  Ziylz,

n  =   ~z.xix- z,yh+iz,

&xx  ~  Z,xx>  ™yy  ~  ,̂yy>

gdzie:
K i >  a2  — współ czynniki  pierwszej  formy  kwadratowej  powierzchni,

tx,  ty,n  — wektory  bazowe  powierzchni,
kxx> kyy> kxy — krzywizny  lini i współ rzę dnych  i  skrę cenie  powierzchni  (odpowiednio).
Zwią zki  mię dzy  odkształ ceniami  a  skł adowymi  wektora  przemieszczenia  moż na  za-

pisać w nastę pują cej  postaci  [2]:

.   .   .

Vxy =  «,3. + «,  x- 2z,XyW,

%X ~  W,XX>  My  = '  W,  yy,  Xxy  =  W§  Xy  !

Zał oż enie  mał ej  gruboś ci  i  ortogonalnoś ci  wybranych  kierunków  pozwala  przyjąć
zwią zki fizyczne  w najprostszej  postaci  [1]:

Ny  =  B(ey+/ Lcsx),

yxv,

My  =   D{Ky+iJ,xx),

Mxy  =  Myx  =   B  m D •   (1 - ,£ *>*„.

gdzie:

• °  ~~  1  . . 2  '   - Ł/   —I - / /2  '  12 - ( l-

E —  moduł   Younga,
h —  grubość powł oki,
fj,  —- współ czynnik Poissona.
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Równania  równowagi  mają  postać nastę pują cą  [1]:

NXtX+S<y+Px  = 0,

=  0 ,

-  kxx+N r  kyy+2S- kxy+P2  = 0,  (2.4)

gdzie:
Px,Py>  Ps — skł adowe obcią ż enia zewnę trznego,

Qx,Qy  — siły poprzeczne.
Wprowadź my  wielkoś ci  bezwymiarowe  z „ falą ";  zdefiniowane  nastę pują co:

Da  Da

w  =   w•  1 0 - 4 •   F ' a  ,  z  =   £ - < 5,  (2.5)

x  =   x- a,  y  — y'b,  X =   —.
a

gdzie:
d — wyniosł ość powł oki,
a — wymiar  planu powł oki w kierunku osi X,

b — wymiar  planu powł oki w kierunku osi Y,
P  = Pz — skł adowa pionowa  obcią ż enia.
Przyjmijmy:

Px  = Py  = 0,  P z =  P =  const

Jeś li  do równań  (2.4) podstawimy  zależ noś ci  (2.3) i  (2.2) oraz wykorzystamy  zwią zki

(2.5),  to  otrzymamy  nastę pują cy  ukł ad  równań  na poszukiwane  przemieszczenia  bezwy-

miarowe  (wszystkie  wielkoś ci  tu wystę pują ce  są  bezwymiarowe  choć  pominię to w  nich

„ fale") :

2  A  2

- X',wx-   (r+[it)—w  • (Arx+sy)- (l- [i)'  wy-  s = O,

52  I  —u  „ ^  „   1 + w  .,

2  (2- 6)
— ( f y + A *  sx )  •   w—A •   s ( l—  (j)-   wx  =  O,

2  co  „.  , .  . , . , , ,
•  wxxxx  + -   • a>- wxx  - \  fy  + 12- /I   - A[r  +

X  A,

t2+2(l- f/ )s2+2^rt]-   w+12- [(r+fif)-   X- ux+

X- 0  =  0.
•   f  ^  - **  f  j  *  "  te  *   !•

4  Mech.  Teoret.  i Stos.  1/83
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gdzie:

r  —- 2 -   zxxl  .s —

A-   d

By  •

1 Do rozważ ań  wprowadza  się  nastę pują ce  sposoby  zamocowania  krawę dzi  powł oki:
1)  Krawę dź  sztywno  zamocowana:

(dla krawę dzi o normalnej zewnę trznej — X)

u  — v = w •» 0,  wiX  =  0.

2)  Krawę dź zamocowana  przegubowo:

u  — v •»  w •« 0,  Mx  —  0.

3)  Krawę dź  swobodna:

JV, = 0,   S =  0 s  e ^- f l1 , ,  = 0 ,   M x = 0.

Warunki  te moż na zapisać w przemieszczeniach korzystając  ze zwią zków  (2.3) i (2.2).
Po rozwią zaniu  ukł adu  (2.6), przy  odpowiednich warunkach brzegowych,  ze zwią zków

(2.2)  wyznaczymy  składowe  odkształ cenia, a  nastę pnie z  równań  (2.3)  znajdziemy  siły
przekrojowe w powłoce. ,

3. Rozwią zanie

Ukł ad  równań  (2.6)  rozwią ż emy  zastę pując  operatory  tego  ukł adu  operatorami róż ni-
cowymi, zapisując  te ostatnie za pomocą   schematów  róż nicowych  centralnych. Równania
te zapisuje  się  dla wszystkich wewnę trznych wę złów  siatki  róż nic skoń czonych.  Wielkoś ci
przemieszczeń wę złów zewnę trznych, pojawiają ce  się  w ukł adzie, eliminuje  się  za pomocą
odpowiednich warunków  brzegowych.

Równanie powierzchni  ś rodkowej  parabolicznej  powł oki  konoidalnej  (Rys.  1) ma na-
stę pują cą   postać:

z(x,y) = d(y+a0- - ^C- ,  (2.7)
Cl  '  X J

Zatem:

26

* . „ - < >,  (2.8)

— _
2- d  x

xy  -   „2az  L
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Wielkoś ci  wystę pują ce  w  równaniach  (2.6), w  tym przypadku  przyjmą   postać nastę pu-

ją cą:

A  , „ ,
r=   ——iyb+Oi),

s  -   - A- x,  ~t  -   0,
(2.9)

8,5  =   -

gdzie:

s.~  =  7- ,; =  0.

2-   d2

a- L

Rozwią zano  powł okę   ż elbetową   {fi   — 0,167,  E  =  3,0-   1010  N / m2)  o  nastę pują cych
wymiarach:  a  =  15,0  m,  b  =  9,0  m, L  =  12, Om,  <5  =  3,0  m,  h — 0,10  m.  Powłoka jest
obcią ż ona  równomiernym  obcią ż eniem  Pz  • =  P  =   —4 kN / m2.

4.  Wyniki

Rysunki  2,  3, 4 przedstawiają   iigię cia  i wybrane  siły przekrojowe  w powłoce podpartej
zawiasowo  wzdłuż  wszystkich  czterech  krawę dzi.  Rysunki  5,  6;  7  przedstawiają   te  same
wielkoś ci  dla  powł oki  o  czterech  krawę dziach  sztywno  zamocowanych.  Kolejne  rysunki
(8, 9, 10) dotyczą  powł oki podpartej jedynie wzdłuż krawę dzi prostoliniowych  (łuki —  swo-
bodne),  przy  czym,  krawę dzie  podparcia  są   sztywno  zamocowane.  Ostatnie  trzy  rysunki
przedstawiają   charakterystyczne wielkoś ci  dla powł oki podpartej zawiasowo  wzdłuż dwóch
krawę dzi  prostoliniowych.

Wszystkie  prezentowane  wyniki  dotyczą   takiego  podziału powłoki, że  nieznane  war-
toś ci  składowych  przemieszczeń  wyznacza  się   w  50- ciu  punktach  co  odpowiada  150- ciu
stopniom  swobody  (5 wę złów w  kierunku  osi X  i  10 — w  kierunku  osi  Y), przy  czym  wy-
korzystano  symetrię   powł oki. Przeprowadzono  kontrolę   zbież noś ci  otrzymanych rozwią -
zań.  Rys.  14 przedstawia  zależ ność ugię cia w  ś rodku powłoki od zmiany gę stoś ci podziału
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siatki w kierunku  osi X  (podział  w kierunku osi  Y stały i  równy  M  =  5) dla powł oki pod-
partej  przegubowo  wzdłuż wszystkich  czterech krawę dzi. Wykres przedstawiony  na rys.  15
dotyczy powłoki sztywno zamocowanej na wszystkich  krawę dziach.  Oba wykresy  potwier-
dzają   zbież ność  rozwią zania  dla przemieszczeń. W  przypadku  dwóch pozostał ych warian-

s  a  7  a a

Rys. 15

N

tów podparcia, tj. podparcia przegubowego  wzdłuż krawę dzi  prostoliniowych  oraz  sztyw-
nego  zamocowania  tych  krawę dzi,  uzyskane  wyniki  nie wykazują   tak  dobrej  zbież noś ci.
Aby  uzyskać  rozwią zanie  bardziej  dokł adne należ ałoby zastosować  bardziej  gę sty podział,
co  z kolei wymagałoby  wykorzystania  w  obliczeniach pamię ci zewnę trznych  M C  (w  obli-
czeniach,  których  wyniki  tu  przedstawiono,  wykorzystano  jedynie  pamięć  operacyjną
M C  ODRA  1305).

Znane  autorowi  prace  [4- J- 8]  zawierają ce  rozwią zania  stanu  zgię ciowego  powł oki
konoidalnej  dotyczą   innych warunków  podparcia niż  te  przedstawione  wyż ej.  Praca  sta-
nowi  wię c  istotne  uzupełnienie znanych  rozwią zań  o  kilka  nowych,  nie  bez  znaczenia
praktycznego,  przypadków.

5.  Uwagi  koń cowe

Z  przedstawionych  wyników  wynika,  że  powł oka  konoidalna  (nawet  o  tak  duż ej
rozpię toś ci), mimo swej niewielkiej  gruboś ci,  z powodzeniem przenosi znaczne obcią ż enia.
Wyraź nie  zaznacza  się   sklepieniowy  charakter  pracy  powł oki,  a  sposób  zamocowania
ma  wpływ  na wielkość  sił  przekrojowych  głównie w  pobliżu  krawę dzi  podparcia.  N aprę-
ż enia w powłoce wywołane  siłami osiowymi  znacznie przekraczają   czę ść naprę ż eń od mo-
mentów zginają cych  i momentu  skrę cają cego.

Literatura  cytowana  w  tekś cie

1.  W. W.  NOWOŻ IŁOW, Tieoria  tonkich obołoczek,  Sudpromgiz,  Leningrad 1951.
2.  A, A. NAZAROW, Osnowy tieorii i metody rasczieta połogich obołoczek, Strojizdat, Leningrad 1966.
3.  C. BREBBIA, J. CONNOR, Geometrically nonlinear finite- element analysis, J. Eng. Mech. Div., Proc. ASCE,

Vol.  95, N o.  EM2,  Apr.  1969  pp. 463 -  483.



ZGINANI E  POWŁOKI  KONOIDALNEJ  57

4.  R. W.  CLOUGH, C. P. JOHNSON, A finite element approximation/ or the analysis of  thin shells, Int. J. Solids
Struct.,  1968,  Vol.  4,  pp.  43 -  60.

5.  C. B.  WIŁBY, H. N.  N AQUI , Structural analysis of  conoidal shells,  Structural Engineer,  50, 1972,  No. 5,
pp.  197- 201.

6.  A. P. NIKOŁAJEW,  N. G. BANDURIN , K rasczetu oboloczek metodom koniecznego elementu,  Stroit. Mech.
i  Rasczet  Sooruż .,  N o.  5,  1980,  s.  21 -  25.

7.  A. Ju.  OSTROWSKI],  Pribliż onnyj rasczet konoidalnoj oboloczki,  Stroit. Mech. i Rasczet  Sooruż ., N o. 4r

s.  13- 18,  1970.
8.  W. D .  GAJZER,  Rasczet  pokrytij  iz  oboloczek otricatielnoj  kriwizny,  Stroit.  Mech.  i  Rasczet  Sooruż,

No.  4,  1970,  s.  9- 13.

P  e 3 io M e

H 3rH B  KOH OimAJIBH Oa  OBOJIO^IKH

B  paSoxe peuiaeTCH 3anaMa H3rH6a nonoroft, KonoHfianbHoft  OSOJKMKH.  Peuieme nonyieao  H3 CHC-
TeMŁi flH(b(J)epeHiłHaiibHbrx ypaBHeroni  B ^acratbix  npon3B0flHbix  RMI nepeinemeroiH c  yqeTOM   ynpome-
Hirfł   BrtacoBa.  CTaTHyecKHił  H3rn6  OSOJIO^KH  peineHO MeTo^oM  KOHeMHbix pa3iiocTefi.  PacCMaTpH6aiOTCH
pa3Hbie  cjiynaH  onop  O6OJIO^KH.  CocTaBJienbi  rpa$HKH nepeMememuł  H BHyTpeHHbix can  o6pa3yiomHxc)i
B  paBHOMepno Harpy>KeHHOH

S u m m a ry

BENDING  OF  A  CONOIDAL SHELL

Bending  of  a  shallow  conoidal  shell  is  discussed  in  the paper.  The solution, has  heen obtained  from
a  system  of  partial  differential  equations  of  the  linear  theory  of  shells  in  the  form  simplified  according
to  that  of  Vlasov's. The static  bending  of  the shell  has  been solved  by  finite  Difference  method. Various-
cases  of  support  are considered.  The diagrams  of  displacements  and  internal  forces  for  uniformly  loaded
shell  have  been  presented.

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 27  listopada  1981 roku


