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1.  Basic  equations  of  shells

I n the paper of Cz. WOŹ N IAK  [1], [2] bases of analytical mechanics of material continuum
have  been  given  and  among  other  things  equations  of  motion  and  boundary  conditions
have  been  formulated  for  shells as  a body  with  internal constraints.

F or  static  problems,  taking  the  function  of  motion defined  by  the equation

)  YeF

the equations  of motion have  the form  [1]

i *+ / * =   0,

and  the boundary  conditions are defined  by  the following relations  [1]

8dk  ds

The functions  tp and  d may  be  dependent  on each  other and satisfy  certain conditions  [1]

«y(Z, *(Z , 0, d(Z, t), v>(Z, t), W(Z, 0) = 0,  Zen
pjz,  MZ,  t), d(z, t), mz,  t), dd(z, o) = o,  zG en.  u

2.  Kinetic  contact  conditions  for  shells  with  inclusions

I n  order  to  take  into account the influence  of  the inclusion  on the motion of  the  shell,
we  also  handle  the  inclusion  as  material  continuum [3].

Let  us  assume  that  the notion  of  inclusion  from  the reference  configuration  IR  to  the
actual  configuration  is  described  by  the function  x  =   %{X, t),  X  — (Xv)  e  JR.
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I n accordance with  the analytical mechanics of material continuum, the field  of  external
body  loads  b  and  the  field  of  external  surface  loads  pR  and  the  field  of  internal contact
forces  iR  s  fRnR  (TR  is  the first Piola- Kirchhoff  tensor of  stress)  should satisfy  the prin-
ciple of  virtual  work  [2]

- X)  •  fydvR +  f  h  •   S%daR =  /   fg  •  V(6x)dvR,  (5)

where  gR  is  the  mass  density  of  material  of  the  inclusion  in  the  reference  configuration
We  put  that  the  field  of  external  surface  loads  affecting  the  boundary  of  inclusion

8IR  or  its part  is given  by  the field  of  internal forces  of  the  shell

Pk  -   Tkrnv,  (6)

where  nR  =  (n)y  is  a  unit  normal  vector  in  the  place  of  contact  of  the  shell  with  the
boundary  of  inclusion.  Assuming  that  the  inclusion  is  closely  connected  with  the  shell,
the  functions  of  motion for  the shell  %  and  the  inclusion  %  have  the same  values  on  the
common surface  SR  m  8BRndIR.

Let  the motion  of  arbitrary  particle  of  inclusion  be  given  in  the  following  form:

i(X,  t)  =  <p(Z\ t)+dA(Z\  t)ZA,  Z* elf,  Z  -   (Z2,  Z 3)  e / ,  (7)

where  IR  =  11 x F  is  the  region  occupied  by  the  inclusion  in  the  reference  configuration;
II   is  the set  of  material  particles  being  on  the axis  of  inclusion,  F—  the  set  of  particles
being  in the cross- section  of  inclusion.

Putting that the dimensions of the cross- section of  inclusion are h x  l(Z2  e  ( -   0,5/; 0,5/ ),
Z 3  £ (— 0,5h; 0,5/z) and  taking  into account the condition  (6) we  obtain

0,5*  0,5*

- 0 . 5A  - 0 , 5A

0 , 5 *  0,5A

/   f 5 '   [ (8)
0,5*  '  •   '  - 0 , 5*

0,5*  0,5*

[   /   Ą l$l  [   /
- 0.5A  - 0 , 5*

The  integrals  in  the relations  (8) denote  the jumps  of  the  internal  resultant  forces  in  the
section  of  the shell  oriented  by  a  unit vector  nP  while  crossing  the axis  of  the  inclusion.

Using  the principle  of  virtual  work  (5) and putting  the relations  (7),  (8) and  applying
to  (5) the du Bois- Reymonda  lemma we  obtain  the equations  ot  motion for  the  inclusion
in  the following  form

[H ktZ2]nL  =  -   (H 2k\ ,+h2k+ f  *) ,  f  (9)
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where

HK1
0,5/  0,5*

/  /  TkldZ3dZ2,
-0 ,5 / -0 ,5*

0,5/ 0,5*

f  f  TklZAdZ3dZ2,
- 6 , 5 / -0 ,5*

0,5/ 0,5*

/  (  TkAdZ3dZ2,
-0 ,5 / - 0 ,5*

0,5/

0,5/

0,5/

-0 ,5 /

(10)

The equations  (9) are kinetic  constant  conditions for  the shells  in the place of the oc-
curence of the inclusion and they include its influence on the motion of the shell. We
determine the generalized internal forces  Hkl,  HAkl assuming the appropriate form Of

constitutive equations and for the inclusion being a hyperelastic body  TkV =  pR -^—'

a is the strain energy function.
Equations of motion (2), boundary conditions (3) and kinetic contact conditions (9)

describe the boundary value problem being discussed.

3. Cylindrical shells with ring inclusions loaded axially symmetrically

We write the equations formulated above in the cylindrical coordinates R, X1, X2

assuming that the considered values do not depend on variable X1 (fig. 1).

Fig. 1

We put that the shell and the inclusion are made of isotropic material. The equations
given below will refer to the case in which the constraints (4) are determined

0̂  = ^ - 1 = 0 (U)
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which  by  the  linearization  leads  to dz = d3 = 1.  The  constraints  assumed  so describe
the Reissner  theory  of shells.

From  the equations  of motion  given  by eq.  (2) we  obtain  four  differential  equations
for  cylindrical shells loaded  axially  symmetrically

0 - D 2 2 3 0_£2222 0 _£2222

0 Z>3 2 3 2 0

-  D2222 0  D2222

'0 0

L^2.22

0

.£223 0 Z»322

0 £>322 0

¥2, 2

Io  ~Dl13 °
iv

0 0  D2''

P = 0, (12)

and
= 0

where A1 is Lagrange multipler which corresponds to eq. (11). In the above system equations
the components of function of motion are denoted in the following manner

— o

%pv S  ipy — y)y,  dy =  dy—dy, (13)

where ^ = (0, X2,  R), d - (0,0,1). The factors at the unknown components of function
of motion depend on Lame" constants /W, A and thickness h and radius R of the cylindrical
shell.

' £ " 3 = ^ _ ' £ 2 2 3 = RD223 - hX,

£3232 _ £322 _ . £22 _ £3232 _

h2
jr>322 =

n2222 _ I - i

D  ~T2 (14)

The kinetic contact conditions for shell (9) should be reduced to the form including
the components of the function of motion of shell ijf and d only. Taking into account
the equality of the deformation functions of the shell and of the inclusion on the common
surface 5^ we obtain the mentioned below relations between components

Vv = y ~{dP+d (15)

We determine with sing „ + " the components of the vector of motion for the part of shell
which is oriented by the positive unit normal vector nR while crossing the axis of the in-
clusion and with sing „—" those for the one oriented by the vector — nR. The kinetic
contact conditions by the application of the relations (15) have the form
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where
0,5/ 0,5/

[ J
0,5/0,5/   0,5/

/» = [  /  pzwfi,  / " -  [  /
05/   05/

[ /
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and

(£)4&r]
L 2 2 22  =   lh(U2fi),

L 2233  =  JŁ L322  = Ihl,
£3232  =  £2332  =  £3223  =  / / ^

Ji,X  —  Lame" constants  for  material  of  the  inclusion:
The first  three equations  (12) together  with kinetic  contact conditions  (16) and  suitable

boundary  conditions  let us calculate  the  components  of the  function  of motion  of the
shell  and  the internal  resultant  forces  in  the shell  and  the  inclusion  and  also  the  reaction
forces  of constraints  loading  the  shell  which  secure  the  deformation  consistent  with  the
assumed  constraints. The  internal  resultant  forces  may  be  calculated  from  relations  given
in  [3] and  for  the shell  being  considered  they  have  the following  form

12  "2'2

M21  =  — p ^  f2,2+ —

fihyJ3,2.

M12  = M21  = M31  = H12  -   H21  = H31  = 0.

The  internal  forces  in  the  inclusion  which  are  different  from  zero  are  determined  by  the
relations

if11 =
(20)
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The  reaction  forces  of  constraints  for  the  shell  may  be  calculated  from  [1] and  for  this
shell they  have  the  form

P  =  0

= 0,

T

4.  Example

Let  us  consider  a  cylindrical  shell  of  length  L  in  which  two  rings  have  been  placed.
The  Young's  modulus  for  the  material  of  rings  is 20% greater  than  that  for  the material
of  the  shell  but  the  Poisson's  ratios  are  the  same. The  shell  is  loaded  a  uniform  load  p
along  its  length  (fig.  2) and simple-supported at its ends. It is assumed that the thickness
of shell is h = 0,04 m, the radius of the middle surface of shell R = 0,60 m and the width
of a ring / = 0,03 m.
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Fig. 2

Solving this example, the region occupied by shell in the reference configuration has
been assumed as the sum of three regions B\,  Bxl, flJJ1 (fig. 3).
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Fig. 3
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Fig. 4

After  calculations  vertical  displacements  of  the  points  of  the  middle  surface  of  the

cylindrical  shell  with  two  ring  inclusions  and  the  change  of  bending  couple  M22  along

the  length  of  the shell  have  been  shown  on fig.  4 as  and  example.

Reference

1. Cz. WOŹ NIAK,  Wstę p do  mechaniki analitycznej kontinuum  materialnego,  Cz. I ., Kontinua z  wię zami
geometrycznymi,  IPPT  PAN W- wa  1975.

2.  Cz. WOŹ NIAK, Constrained Continuous Media, I , I I ,  I I I , Buli. Acad. Polon. Sd. Ser. Sci. Techn. 21.1973.
3.  I .  CIELECKA,  S.  KONIECZNY, Równania powłok  o  skokowej  niejednorodnoici,  Zeszyty  Naukowe PŁ.,

Budownictwo  z. 27,  1981.



SHELLS  WITH  INCLUSIONS  123

P  e 3  IO  M e

yP ABH EH HE  OEOJIO^EK C  H H KJH 03I M M H BtfOJIb  OflH OrO  CEMEfł CTBA
nAP AM ETP H ^EC KHX  JIHHHK

HcxoflH  H3  ypaBHeHHH TeopHH cnjionnibix  cpefl c  CBH3«MH  ccpopMyjiHpOBaHHOJi1- !. BO3BHSKOM  [1, 2]
npeflJiaraeM   MaieMaTiwecKyio  iwoflenL o6oJio*ieK  H3  Maiepnana  o  cKain<oo6pa3Hi>ix CBOHCTBax.  OSnacro
3aBMTtie  MaTepHanoM  o  cBoiicTBax  paanbix  OT  CBOHCTB  OCHOBHOBO  MaTepaajia  Ha3Bain>i  HHKJHO3HHMH.

PeiueH ae  npo6jieMŁi  c  CKa- qKoo6pa3in>iMH HeoflHopoAHOcTaMM   CBefleHO  K peineHmo npo6.neMM   pjw
iwaTepaajia  c  HeKOToptiMH  CBS3HMH  HJIH  COCTOHHHH HaHpjDKeHiw.  nojiyieH bi  ypaBHeHHH

npHMeHHTŁ  fljia   BtniHCJieHHH  o6ojioyei< c  THSKHMH  HHIUIK)3HHM H Bppsib oAiioro  ceMeficTBa na-
Ha  cpeflHHHoii  noBepxiiocTH o6oJioqKH.

Streszczenie

RÓWN AN IE  POWŁOK  Z  IN KLUZJAM I WZDŁU Ż JEDNEJ  RODZINY
LIN I I   PARAMETRYCZNYCH

Korzystając  z  równań  teorii  oś rodków  cią głych z  wię zami  sformułowanej  przez Cz. Woź niaka  [1, 2],
skonstruowano  matematyczny  model  powłok  ze  skokowymi  niecią głoś ciami  własnoś ci  materiałowych.
Obszary  zaję te  przez  materiał  mają cy  róż ne  własnoś ci  od  materiału podstawowego  nazwano  inkluzjami.
W  sformułowanym  modelu  rozwią zanie  problemu  ze  skokowymi  niejednorodnoś ciami  sprowadzone  zo-
stało do rozwią zania  problemu jak  dla materiału jednorodnego, lecz z pewnymi  wię zami  dla stanu  naprę-
ż enia.

Otrzymane  równania  mogą   być  zastosowane  do  obliczenia  powłok  z  wiotkimi  inkluzjami  wzdłuż
jednej  rodziny Unii parametrycznych na ś rodkowej  powierzchni powłoki.

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 2  lutego 1983 roku


