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1.  Wprowadzenie

Problem  okreś lenia  efektywnych  własnoś ci  transportu,  takich jak przewodność  elek-
tryczna  lub cieplna, przenikalność  dielektryczna,  współczynniki Lamego  lub któraś z po-
zostałych  oś miu  wielkoś ci  wymienionych  w pracy  Batchelora  [1], nie jest  zagadnieniem
nowym  w  literaturze.  Maxwell  [2] i Lord  Rayleigh  [3] są  prawdopodobnie  pierwszymi,
którzy  badali  własnoś ci elektryczne i magnetyczne materiałów dyspersyjnych.  W ostatnich
latach  dużo uwagi  poś wię cono  efektywnym  własnoś ciom cieplnym materiałów kompozy-
towych,  które  składają   się  z włókien  otoczonych  osnową.  Wię kszość  tych  prac  dotyczy
przypadku, gdy wł ókna mają   przewodność cieplną   istotnie róż ną  od osnowy, są  ustawione
regularnie  w jednym  kierunku i dostatecznie  długie, ponieważ  takie  materiały mają  ko-
rzystną   sztywność w kierunku  równoległym do osi włókien. W takim układzie teoretyczna
efektywna  przewodność  cieplna  materiału An w kierunku  włókien jest  okreś lona  prostym
„wzorem  mieszaniny":  - . > . • • .  ;

ki"ę ltf{l- ę )Xm,  (1)
gdzie Am i A/, są   odpowiednio  przewodnoś ciami  cieplnymi  osnowy  i włókien, natomiast ę
jest  obję toś ciowym  udziałem  włókien w kompozycie.

W  ten sposób  An jest  niezależ ne od sposobu  ułoż enia włókien w płaszczyź nie prosto-
padłej  do osi włókien.  Efektywna  przewodność  cieplna  kompozytu w  kierunku  prosto-
padł ym  do  włókien  zależy  jednak  od  wspomnianego  ułoż enia.

Problem  okreś lenia  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  /^ był  rozważ any
przez  szereg  autorów  [4- 24].  W tych  pracach  moż na  wyróż nić  cztery  kierunki  badań:

1)  eksperymentalne  okreś lenie  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  [4- 9];
2)  okreś lenie  górnej  i dolnej  granicy  moż liwych  numerycznych  wartoś ci  poprzecznej

efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  [8- 13];
3)  przy  założ eniu  losowego  rozkładu  równoległych  włókien  okreś lenie  poprzecznej

efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  [13- 16];  *  -   i  •   .-  ;  .
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4)  dla  regularnej  i  ś ciś le  okreś lonej  geometrii  rozmieszczenia  włókien  (np.  w  siatce
kwadratowej)  okreś lenie poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  [6 -  7,  14,  17 -  24].

Pracę  Kellera  [25] trudno jest umieś cić w którymś  z czterech wymienionych  kierunków
badań.  W  pracy  tej  podaje  się   twierdzenie  dotyczą ce  kompozytu  z  wł óknami uł oż onymi
według  siatki  prostoką tnej,  które  okreś la  zwią zek,  jaki  musi  spełniać  efektywna  prze-
wodność  cieplna,  jeś li  przewodność  cieplna  osnowy  przyjmie  wartość  przewodnoś ci
cieplnej  włókien,  i  odwrotnie.

Omówmy nieco szerzej  czwarty  z wymienionych  kierunków  badań, ponieważ  niniejsza
praca  jest  kontynuacją   tego  kierunku.  We  wspomnianej  pracy  Rayleigha  [3]  podano
przybliż ony  wzór  dla  przypadku  włókien  uł oż onych  w  siatce  kwadratowej,  który  jest
słuszny  dla  małych udziałów  obję toś ciowych  włókien.  W  pracach  [14]  i  [19],  również
dla siatki  kwadratowej,  zaproponowano przybliż ony  model wyznaczania  Aj_, tzw.  „model
cieplny",  w  którym  po  wydzieleniu  powtarzają cego  się   elementu  siatki  zakł ada  się ,  że
linie  adiabatyczne  są   liniami  prostymi  równoległymi  do  ś redniego  strumienia  ciepła.  Jak
słusznie zauważ yli  Furmań ski i  Gogół   [9], wyznaczona  przy  takich zał oż eniach  efektywna
przewodność cieplna jest  dolną   granicą   dla  efektywnej  przewodnoś ci  takiego  kompozytu.
W pracy  [17] podano przybliż ony  sposób  wyznaczania  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej
dla włókien ułoż onych w  siatce  kwadratowej,  który  jest  słuszny  dla  udział ów  obję toś cio-
wych  włókien bliskich  maksymalnemu  przy  założ eniu, że  wł ókna  są   doskonał ymi  prze-
wodnikami  lub  doskonał ymi  izolatorami.

Wiele prac, w  których  wyznacza  się   zastę pczy  współczynnik  przewodzenia  ciepła  dia
kompozytów  o regularnej  strukturze ułoż enia włókien, opiera się  na rozwią zaniu  równania
przewodzenia  ciepła  na  poziomie  mikrostruktury  w  powtarzają cym  się   elemencie  siatki.
Prawdopodobnie po raz pierwszy  takie podejś cie  zastosowali  Keller  i Sachs  [18] —  którzy
rozważ ali  przypadek,  gdy  włókna  są   uł oż one  w  siatce  kwadratowej  —  zakł adają c,  że  są
one  doskonałymi  izolatorami  lub  doskonał ymi  przewodnikami.  Do  wyznaczenia  pola
temperatury  w powtarzają cym  się   elemencie siatki  stosowali  oni  metodę  róż nic  skoń czo-
nych.  Springer  i  Tsai  [14], oprócz propozycji  przybliż onego  modelu  cieplnego,  zauważ yli
analogię  pomię dzy wyznaczaniem  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  i  zastę pczego  podł uż-
nego  modułu  ś cinania.  Wyniki  uzyskane  w  oparciu  o  przybliż ony  model  porównywali
oni  z  wynikami  uzyskanymi  dla  podł uż nego  modułu  ś cinania  obliczonego  w  oparciu
o  rozwią zanie  na  poziomie  mikrostruktury  uzyskane  metodą   róż nic  skoń czonych  [26].
D la  siatki  kwadratowej  wyznaczenie  zastę pczego  współ czynnika  przewodzenia  w  oparciu
o  rozwią zanie  równania  Laplace'a  na  poziomie  mikrostruktury  otrzymane  brzegową
metodą   najmniejszych  kwadratów  moż na znaleźć w pracach  [8] i  [24], natomiast w  pracy
[21] tego  samego  podejś cia  uż yto  dla  rozważ enia  siatki  prostoką tnej. W  pracy  [22] zasto-
sowano  z  kolei  metodę   kollokacji  z  minimalizacją   sumy  kwadratu  bł ę du  w  punktach
kollokacji  do wyznaczenia  rozwią zania  mikrostrukturalnego  dla  siatki  prostoką tnej  i  trój-
ką tnej.  Perrins  ze  współpracownikami  [20]  zastosowali  ulepszoną   metodę   Rayleigha  do
wyznaczania  rozwią zania  w powtarzają cym  się   elemencie siatki  kwadratowej  i  trójką tnej
równobocznej. Jeszcze inną  metodę  do wyznaczania  rozwią zania  równania przewodnictwa
na  poziomie  mikrostruktury  zaproponował   Sekine  [23],  który  wyznaczał   efektywną
przewodność  cieplną   dla  kompozytu  z  cienkimi  nie  przewodzą cymi  wł óknami  rozmiesz-
czonymi  w  wę złach siatki  prostoką tnej  lub  trójką tnej.  Przedstawienie  wtrą ceń  w  postaci
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rozkł adu  pewnych  ź ródeł   ciepła  pozwala  sprowadzić  zagadnienie  do  równania całkowego
z ją drem  typu  Cauchy'ego, rozwią zania  którego poszukuje  się  w postaci  rozkł adu w wielo-
miany  Czebyszewa.

Jak  wynika  z  dokonanego przeglą du  prac poprzeczną   efektywną   przewodność cieplną
wyznaczano  tylko  dla  najprostszych  regularnych  sposobów  ułoż enia prę tów  w  osnowie.
Zasadniczym  celem  niniejszej  pracy  jest  podanie  analityczno- numerycznego  algorytmu
wyznaczania  poprzecznego  efektywnego  współ czynnika  przewodzenia  ciepła  dla  szerokiej
klasy  regularnych  sposobów  uł oż enia włókien  w  osnowie.  Proponowaną   metodę   stosuje
się   dla  dowolnych  stosunków  przewodnoś ci  cieplnej  prę ta  do  przewodnoś ci  cieplnej
osnowy,  jak  również  dla  dowolnych  udziałów  obję toś ciowych  prę tów,  z  wyją tkiem  gra-
nicznych  wartoś ci  tych  parametrów.  Istotną   cechą   proponowanego  algorytmu  jest wyko-
rzystanie metody kollokacji  brzegowej  do wyznaczenia  rozwią zania  równania przewodnic-
twa  ciepła  na  poziomie  mikrostruktury,  co  powoduje,  że  proponowana metoda  pozwala
uzyskać  wymaganą   dokł adność  z  minimalnym  komputerowym  „wysił kiem".

Należy  zauważ yć,  że  sposób  okreś lania  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  kompozytu
przyję ty  w  niniejszej  pracy  nie nawią zuje  do ż adnego  z głównych  kierunków  badań teore-
tycznych  kompozytów,  tj.  procedury  wygładzania  [27 -  29],  czy  procedury  homogenizacji
[30 -  32], natomiast jego  istota  jest  najbliż sza  eksperymentalnemu  badaniu  kompozytów.
Istotą   niniejszej  pracy  jest  propozycja  prostych  myś lowych  eksperymentów,  które  są   tak
pomyś lane,  aby  umoż liwiały  wyznaczenie  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej
przy  zadanej  mikrostrukturze  kompozytu.

2.  Algorytm  okreś lania  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  kompozytów
z  regularnym  rozkładem  włókien  w  osnowie

Rozważ my  materiał   kompozytu  o  jednokierunkowo  ułoż onych włóknach w  osnowie.
Wł ókna  są   rozmieszczone  w  regularny  sposób  według  siatki  kwadratowej,  trójką tnej
i  sześ cioką tnej  lub  innej  siatki,  która jest  kompozycją   regularnych  wieloką tów  (rys.  la -
5a).

Wprowadzamy  nastę pują ce  wielkoś ci  charakteryzują ce  geometrię   siatki:  a — promień
włókien,  b —  odległość  pomię dzy  są siadują cymi  wł óknami.  Stosunek  ś rednicy  włókien

do  odległoś ci  pomię dzy  są siadują cymi  wł óknami  oznaczmy  przez  E  = - j~.  Wielkość
o

ta  zwią zana  jest  z  obję toś ciowym  udział em włókien  cp  (obję tość  włókien/ całkowita obję -
toś ć)  zależ noś cią,  która  dla  sposobów  ułoż enia włókien  przedstawionych  na  rys.  la  -  5a

X
podana  jest  w  tab.  1.  Stosunek  przewodnoś ci  cieplnych  oznaczmy  przez  F  — - ~-

•   ^m

Wprowadzamy  nastę pują ce  zał oż enia:
1)  wł ókna  są   cylindrami  o  jednakowym  promieniu,  przy  czyni  stosunek  długoś ci

włókien do  ich ś rednicy jest na tyle duż y, że mogą   one być  traktowane jako  nieskoń czenie
dł ugie;  ..  ,„.  .  .  .,  ...  ,  ,  ,,A

2)  materiał   włókien  i  osnowy  jest  jednorodny  i  izotropowy;
3)  istnieje  doskonały  kontakt  termiczny  pomię dzy  włóknami  i  osnową;



r  - >  „   ..J—
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b)
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Rys.  I , Siatka  kwadratowa;  a)  widok  ogólny  z  liniami
adiabatycznymi  (linie cią głe) oraz  izotermicznymi  (linie
przerywane)  b)  podział   powtarzają cego  się   obszaru  na

elementy oraz sformułowanie problemu brzegowego

Rys.  2.  Siatka  trójką tna;  a)  widok  ogólny  z  liniami  adiabatycznymi  (linie  cią głe)  oraz  izotermicznymi
(linie  przerywane),  b)  podział  powtarzają cego  się   obszaru  na  elementy  oraz  sfonnulowanie  problemu

i.  brzegowego

[358]
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Rys.  4.  Siatka  trójką tno- kwadratowa;  a)  widok  ogólny  z  liniami  adiabatycznymi  (linie cią głe)  oraz  izo-
termicznymi  (linie przerywane),  b) podział  powtarzają cego  się   obszaru  na  elementy oraz  sformułowanie

problemu  brzegowego

Rys.  5.  Siatka  kwadratowo- oś mioką tna;  a)  widok  ogólny  z  liniami  adiabatycznymi  (linie  cią głe)  oraz
izotermicznymi (linie przerywane), b) podział  powtarzają cego  się  obszaru na elementy oraz sformułowanie

problemu  brzegowego
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Tablica  1

f

2M

kwadratowa

TtE2

4

2N~\

trójką tna

TzEZ

AN- 2

Typ  siatki

sześ cioką tna

nE1

4JV-2

trójką tno-
kwadratowa

7t£3

2+yT

4iV

kwadratowo -

oś mioką tna

TV£ 2

(1 +  / 3 - )2

4N- 2

sposobów  uł oż enia wł ókien  zostały  przedstawione  na  rys.  lb - 5b.  Poprzeczna  efektywna
przewodność  cieplna  może  być  wyznaczona  w  oparciu  o  znajomość  stacjonarnego  pola
temperatury  w  takich  powtarzają cych  się  obszarach.

2.  Podzielić powtarzają cy  się obszar na tzw.  „duże elementy skoń czone"  [33] w sposób,
którego  przykł ady  podano  na  rys.  lb  -  5b.

3.  Sformuł ować problem brzegowy  dla ustalonego pola  temperatury w  powtarzają cym
się obszarze. N a odcinkach, które dzielą  obszar  osnowy  na dwie czę ś ci, korzystamy  z twier-
dzenia  Duhema  cytowanego  przez  Chen  Yi- Zhou  i  Chen  Yi- Henga  [34].  Twierdzenie
to  gł osi, że jest  moż liwa  konstrukcja  funkcji  harmonicznej  w obszarze  Q  przez  „zszycie"
dwóch  harmonicznych  funkcji  definiowanych  w  dwóch  są siadują cych  podobszarach
obszaru  Q.  Warunkiem  „zszycia" jest  równość wartoś ci  tych funkcji  oraz ich pochodnych
normalnych  na  brzegu,  który  dzieli  obszar  Q  na  podobszary.  Przykł ady  sformuł owań
wspomnianych  zagadnień  brzegowych  podano  na  rys.  lb  -  5b.

4.  Wybrać  obcię te  szeregi  funkcji  próbnych,  które  speł niają  ś ciś le  równanie  róż nicz-
kowe w elementach powtarzają cego  się obszaru oraz czę ść warunków  brzegowych, w szcze-
gólnoś ci  warunki  brzegowe  na  granicy  prę ta i  osnowy,  jak  również  na  niektórych liniach
adiabatycznych  i  izotermicznych. Przykł adowy  sposób  otrzymywania  obcię tych  szeregów
funkcji  próbnych  dla  siatki  kwadratowej  podano  w  dodatku  A.  Obcię te  szeregi  funkcji
próbnych  dla  przykł adowo  rozważ anych  ukł adów  z  rys.  1-5  podano w  tab.  2.  Brzegi,
na  których  obcię te  szeregi  speł niają  warunki  brzegowe  w  sposób  ś cisł y,  zaznaczono  na
rys.  lb  -  5b  linią  cią gł ą,  natomiast brzegi,  gdzie  warunki  brzegowe  są  speł niane w  sposób
przybliż ony  •— linią  przerywaną.

5.  Wybrać  punkty kollokacji  na brzegach, gdzie warunki  brzegowe  są  speł niane w spo-
sób  przybliż ony.  D la  rozważ anych  przypadków  na  każ dym  prostoliniowym  odcinku
brzegu,  gdzie  warunki  brzegowe  speł nia się kollokacyjnie,  przyję to  N punktów  kollokacji.
Nastę pnie  zał oż ono równą  odległ ość  pomię dzy  punktami  kollokacji  na  tych odcinkach.
Przykł adowo  dla  siatki  kwadratowej  rozmieszczenie  punktów  oraz  wzory  okreś lają ce
współ rzę dne  tych  punktów  podano  na  rys.  6.

6.  Zastosować warunki brzegowe do obcię tych szeregów  funkcji  próbnych w  wybranych
punktach kollokacji.  Dzię ki temu otrzymamy ukł ad  równań liniowych dla współ czynników
szeregu  w  postaci:

£  AuXj  = Bt  im  1; 2,..'.,  2M,  (2)



Tablica 2. Obcię te szeregi funkcji  próbnych dla pię ciu rozważ anych sposobów  ułoż enia
włókien

siatka  kwadratowa
2M

siatka  trójką tna

M
%XK  / ^- "cos U2K

n  XK

fi  ~

Af

siatka  sześ cioką tna

K= .l

^  [a+ io^</ - 1'+a - io C^]COS[(JC-  i) w
X = l

siatka  kwadratowo- trójką tna
Af

Af

T  -   V  *

i f e l T

Af  - .

iW

[362]
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Tablica  2  (ciąg  dalszy)

siatka  kwadratowo- oś mioką tna
M

T, =  1+  £  XKR?sm(.KQ,)

•  ̂ 2 I  +  *i  JS I

^  Xlt+K  r  r  ^
y  \ (l+F)M$+ (i- / ?)—
J  2  L  -R

D  N-1

R1(K)=

R2(K) =

^(N- 1)2* (I
N-1

V( N—1 ) 2 -̂ (

- 1

< - 1 )r

N- 1
>I- 1)2+(K- 1)2'
N- K)2

N-1

T2(K)=arccos-
N-K • K=1,2

Rys.  6. Rozmieszczenie punktów  kollokacji  w  powtarzają cym  się obszarze  siatki  kwadratowej

gdzie  zwią zek  pomię dzy  M  i  N  podano  w  tabeli  1.  Przykł adowy  sposób  wyznaczania
macierzy ukł adu Au  oraz wektora  wyrazów wolnych  Bt  ukł adu (2) podano w  dodatku B.

7.  Rozwią zać  ukł ad  równań  liniowych  (2).
8.  Okreś lić  poprzeczną  efektywną  przewodność  cieplną  ze  wzoru:

X  -   Q L  (3)

gdzie Q jest cał kowitą iloś cią  ciepła przewodzoną przez powtarzają cy  się obszar kompozytu,
A T —  róż nica  temperatury  na  brzegach  izotermicznych  tego  obszaru,  L — odległ ość
pomię dzy  brzegami  izotermicznymi.  Dzię ki  zastosowanej  metodzie  otrzymuje  się  wzory
w  postaci  zamknię tej  dla  XL,  które  dla  rozważ anych  przypadków  sposobów  uł oż enia
wł ókien zostały podane w  tab. 3. Przykł adowy sposób okreś lenia Xx  dla siatki  kwadratowej
podano  w  dodatku  C.  -
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Tablica 3. Wzory  dla poprzecznej efektywnej  przewodnoś ci cieplnej dla czterech typów
rozważ anych  sposobów  ułoż enia włókien

siatka  kwadratowa
IM

{

siatka  trójką tna

l i
- 1 )

siatka  sześ cioką tna
M

- i  = 3  y ^ y  +
2

- 1)

- ±-

siatka  kwadratowo- trójką tna
M

Należy  tutaj  zauważ yć,  że  nie  ma  powodów,  aby  zakł adać  izotropię   poprzecznego
przewodnictwa  dla  wszystkich  rozważ anych  kompozytów.  Innymi  słowy,  zmieniając
kierunek  strumienia ciepła w płaszczyź nie prostopadł ej do włókien, poprzeczna  efektywna
przewodność  cieplna może ulec  zmianie. W  niniejszej  pracy  nie  bada  się   tej  zmiany,  jak-
kolwiek  opisana  metoda  może  służ yć  do  tego  celu.

W  przedstawionym  algorytmie  dla  przybliż onego  spełnienia  warunków  brzegowych
zaproponowano  najprostszą   odmianę   metody  kollokacji  brzegowej,  zwanej  prostą   kollo-
kacją   brzegową.  Polega  ona  na  tym,  że  liczba  punktów  kollokacji  pokrywa  się   z  liczbą
niewiadomych  współczynników  w  wybranych  szeregach  funkcji  próbnych  oraz na  ś cisłym
spełnieniu  warunków  brzegowych  w  tych  punktach. N iektórzy  autorzy,  np.  France  [35],
Hulbert  [36], twierdzą,  że lepsze  wyniki  uzyskuje  się   stosując  metodę  kollokacji  brzegowej
z  minimalizacją   sumy  kwadratu  bł ę du  spełnienia  warunku  brzegowego  w  przyję tych
punktach  kollokacji.  Wówczas  liczba  punktów  kollokacji  może  być  wię ksza  od  liczby
okreś lanych  współczynników.  Jeś li  zastosujemy  procedurę  opisaną   wyż ej,  to ukł ad  równań



PRZEWOD N OŚĆ  CIEPLNA  KOMPOZYTU 365

liniowych  (2)  bę dzie  ukł adem  nadokreś lonyin.  Zakładają c,  że  suma  kwadratów  bł ę dów

spełnienia  warunku  brzegowego  jest  minimalna,  otrzymuje  się   ukł ad  równań  liniowych

w  postaci  .
ATAX=- - ATB,  <  ,  (4)

w  którym  liczba  niewiadomych  jest  równa  iloś ci  równań.
W  niniejszej  pracy  stosuje  się   obie  odmiany  metody  kollokacji  brzegowej.

3.  Rezultaty  numeryczne

Istotnym  punktem  proponowanego  algorytmu  jest  wyznaczenie  stacjonarnego  pola
temperatury,  opisywanego  pł askim  równaniem  Laplace'a,  w  powtarzają cym  się  elemencie
ukł adu.  Obecnie  istnieje  wiele  metod  numerycznego  rozwią zywania  płaskiego  równania
Laplace'a. Do najbardziej  znanych należą   metoda róż nic skoń czonych i metoda elementów
skoń czonych.  Stosowana  w  niniejszej  pracy  metoda  kollokacji  brzegowej,  jak  również
pokrewne  jej  metody,  nazywane  ogólnie  metodami  brzegowymi,  są   znacznie  mniej  roz-
powszechnione.  Przed  przystą pieniem  do  rozwią zania  konkretnego  zagadnienia  brzego-
wego  należy  zdecydować  się   na  okreś loną   metodę.  Powstaje  wówczas  pytanie,  która
ze znanych metod zapewnia  dostateczną   dokł adność wyników przy minimalnym nakładzie
pracy  komputera i przygotowują cego  obliczenia. Metoda róż nic skoń czonych  i elementów
skoń czonych  tracą,  mię dzy  innymi,  swą   dokł adnoś ć, jeś li  wystę pują   duże gradienty  prze-
strzenne  poszukiwanych  funkcji.  W  rozważ anym  problemie,  dla  niektórych  wartoś ci JF
i E,  istnieją   duże gradienty  temperatury, co ilustruje  przykładowe pole temperatury podane
na  rys.  7.  Jak  wynika  z  tego  rysunku,  przy  odpowiednio  duż ych  wartoś ciach  F  oraz  dla

Rys.  7. Przykładowe pole temperatury w  powtarzają cym  się   obszarze  siatki  kwadratowej  dla  E  i
F=20

•   0,95,

wartoś ci  E bliskich  maksymalnym,  w otoczeniu punktu B wystę pują   duże gradienty tempe-
ratury.  Jest  to jedna  z przyczyn,  z powodu  której  metoda kollokacji  brzegowej wydaje  się
bardziej  odpowiednia  do  rozwią zywania  rozważ anych  problemów  brzegowych  od  popu-
larnych  metod róż nic  skoń czonych  i  elementów  skoń czonych.  Do innych przyczyn  należy



3(56 J.  KOŁOD ZIEJ

zaliczyć znacznie niż szy  wymiar  ukł adu równań liniowych, jaki  należy rozwią zywać  nume-
rycznie  przy  stosowaniu  metody  kollokacji  brzegowej.

W  proponowanej  metodzie  rozwią zywania  zagadnień  brzegowych  warunki  brzegowe
na czę ś ci brzegu  rozważ anego obszaru zostały spełnione w sposób przybliż ony.  Spełnia się
je  ś ciś le  tylko  w  skoń czonej  liczbie  2M  punktów  lub  minimalizuje  się   sumę   kwadratu
bł ę du  spełnienia warunku  w  skoń czonej  liczbie  2M  punktów.

Intuicyjnie  może  się   wydawać,  że  zwię kszając  liczbę   punktów  kollokacji  zwię kszamy
dokł adność  spełnienia warunków  brzegowych,  a  tym  samym  dokł adność otrzymywanych
rezultatów.  Eksperymenty  numeryczne  nie  potwierdzają   jednak  w  pełni  takiego  przy-
puszczenia.  Okazuje  się ,  że  liczba  punktów  kollokacji  nie  musi  być  duż a,  aby  uzyskać
odpowiednio mały maksymalny  bł ą d  spełnienia warunku  brzegowego  pomię dzy punktami
kollokacji.  Sytuację   tę   ilustrują   rys.  8,  gdzie  podano wykresy  bł ę du  spełnienia warunku
brzegowego  na brzegach powtarzają cego  się  obszaru  siatki  kwadratowej.  Widzimy,  że już
przy  kilku  punktach  kollokacji  maksymalny  bł ą d  jest  mał y.

- 0.16  -

Rys. 8. a) Przykładowy bł ą d spełnienia warunku brzegowego Tu = 0 w powtarzają cym się  obszarze siatki
kwadratowej;  linia  cią gła  przy  czystej  kollokacji,  linia  przerywana  dla kollokacji  z minimalizacją   sumy

kwadratu  bł ę du  w punktach  kollokacji.  b) Przykładowy  bł ą d  spełnienia  warunku  brzegowego —— =
By

=  tg6 = 0 w powtarzają cym  się  elemencie siatki  kwadratowej;  linia  cią gła  dla kollokacji  czystej,  linia
przerywana  dla kollokacji  z  minimalizacją   sumy  kwadratu  bł ę du  w  punktach  kollokacji

Z  drugiej  strony powię kszanie  liczby  punktów kollokacji  prowadzi  w koń cu  do złego
uwarunkowania  ukł adu  równań  (2). Zwią zane  to jest  z  faktem,  że  zgę szczanie  punktów
kollokacji  powoduje,  iż  są siadują ce  z  sobą   równania w  ukł adzie (2), wynikają ce  ze  speł-
nienia  warunku  brzegowego  w  są siadują cych  punktach  kollokacji,  niewiele  róż nią   się
od siebie.  Sytuację   utraty dokładnoś ci otrzymywanych  rezultatów wskutek  złego uwarun-
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Tablica  4. Wpływ iloś ci punktów kollokacji  N na poprzeczną   efektywną   przewodność
cieplną   oraz  uwarunkowanie  układu  dla  E = 0,1, F = 0,1  dla  siatki  kwadratowej

367

Wymiar  układu
liniowego

3
5
7
9

11
13
15
17  i

0,98375
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374

- 0,92409

/ }

~ 10
~ 102

~ 102

~ 103

~ 10*
~ 10s

~  1 07  'i  •

o*  108

kowania  ukł adu  liniowego  ilustruje  tab.  4.  Jako  miarę   uwarunkowania  przyję to  „N   —

warunkują cą   liczbę   macierzy  A"  daną   wzorem  {[37] ,  str.  222}:

1

sdzie

2M

2M  2JW

(5)

(6)

0,8

Rys.  9.  Wartoś ci  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  X± w  funkcji  udziału  obję toś ciowego
włókien dla trzech sposobów ułoż enia włókien:  wg siatki trójką tnej,  wg siatki kwadratowej,

wg siatki  sześ cioką tnej
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W  przedstawionym  w  tab. 4 przykładzie wyniki  są   stabilne  począ wszy  od pię ciu  punk-
tów  kollokacji,  jednak  przy  siedemnastu  punktach  kollokacji  przestają   być  sensowne
wskutek  złego  uwarunkowania  ukł adu  liniowego.

N a  rys.  9. zostały przedstawione wartoś ci  poprzecznej efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej
w  funkcji  udziału obję toś ciowego  włókien  dla  trzech  typów  siatek.  Z  rysunku  wynika,
że dla małych udziałów obję toś ciowych  włókien ich ułoż enie nie ma wpływu  na  efektywną
przewodność cieplną.  Jednak dla udziałów obję toś ciowych  bliskich  maksymalnym  sposób
ułoż enia  włókien  ma  istotny  wpływ  na  przewodność  cieplną.  Stosunek  przewodnoś ci
cieplnej  prę tów  i  osnowy  ma  również  istotny  wpływ  na  efektywną   przewodność  cieplną
przy  duż ych  udziałach  obję toś ciowych  włókien.

N a  rys.  10 porównano wartoś ci  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  otrzy-
mane w niniejszej  pracy z wynikami  innych autorów. Na uwagę   zasługuje  fakt,  że dla  siatki
kwadratowej  i  trójką tnej  wyniki  proponowanej  metody  są   zgodne  z  wynikami  innych
autorów. Wyją tkiem  jest tutaj wzór empiryczny podany w pracy  [6], jednak w  konfrontacji
z  innymi  wynikami  doś wiadczalnymi  [4- 5]  nie  budzi  on  zaufania.

Rys.  10. Wartoś ci  poprzecznej  efektywnej  przewodnoś ci  cieplnej  Ax  wg  róż nych  autorów  dla F =>   10:
1 — wzór  (1) dla Xu,2  — górna granica  [10], 3 —r losowe ułoż enie włókien [15], 4 — siatka kwadratowa —
wyniki  proponowanego  modelu  oraz  [7,8,22],  5 — siatka  trójką tna — wyniki  proponowanego  modelu
oraz  [7,22], 6 — siatka  sześ cioką tna — wyniki  proponowanego  modelu,  7 — siatka  kwadratowa — wzór

empiryczny  [6], 8 — dolna  granica  [10]



PRZEWODNOŚĆ  CIEPLNA  KOMPOZYTU  369

DODATEK  A. WYZNACZENIE  OBCIĘ TYCH  SZEREGÓW  FUNKCJI   PRÓBNYCH
DLA  SIATKI   KWADRATOWEJ

Rozważ my  powtarzają cy  się  obszar  siatki  kwadratowej.  Obszar  ten został  podzielony
na  dwa  elementy w sposób  pokazany  na rys.  lb, gdzie  również  podano  sformuł owanie
problemu  brzegowego.  Celem  otrzymania  obcię tych  szeregów  funkcji  próbnych  dla  tych
elementów  weź my  pod  uwagę  ogólne  rozwią zanie  dwuwymiarowego  równania Laplace'a
w  biegunowym  ukł adzie  współ rzę dnych  (R, d)  odpowiednio  w  elemencie I

[0 +  AI

2dlnR+AI

3lnR+

r)m\

oraz w elemencie I I
Ta  =   Al1+A[ J  O+Ai'  0\nR+A'3

I\nR+

'/ l'},   (A2)

gdzie  AQ, A{, .... El, A", A[J,  ..., E'„'  są  stał ymi,  które  należy  wyznaczyć  z warunków
brzegowych.

Z  warunków  —^J- =  —£-   = 0 dla 6 = 0 wynika, że
do co  > < t  •

A\  =  A\l -   Ą  m A$ = 0  (A3)
oraz

Di  =  EH = D"  * El1  = 0  dla  n -   1,2,...  ,  (A4)

Uwzglę dniając  warunki  Tr — Tn  = 1 dla  0 —  -y  otrzymujemy

=  1  (A5)

oraz że dopuszczalne  są nastę pują ce  wartoś ci

n =   1,3,5,  ...  (A6)

Z  uwagi  na fakt,  że Tr  musi  być ograniczone dla R =  0,  otrzymujemy

,  Al = Cl*Q  dla  n =   1,2, ...  (A7)

Jeś li  uwzglę dnimy  otrzymane  wyniki  w (Al)  i  (A2), otrzymamy  nastę pują ce równania
na  rozkł ad  temperatury  odpowiednio  w I i I I  elemencie

(A8)

oraz
00

Tn=   l+ ^'ln jR+   Y  (BitR^- v  + Ck1 R-l2K- ly)cos[(2K- l)6].  (A9)
j s r = i  ••   •   ,  » • . . . • •

Uwzglę dniając  warunki  brzegowe  na granicy  elementów  powtarzają cego  się obszaru

(na granicy prę ta i osnowy), tj. Tt — Tu  oraz h~~  -   - Ł - -̂  przy R =  E  otrzymujemy
ÓR  ÓR

2  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3- 4/85
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=  0,  (A10)

=  B'K~(1  + F),  (All )

Ą ^ - \  (A12)

Po  podstawieniu  (A10 -  A12)  do (A8)  i  (A9)  oraz  wprowadzając  oznaczenie  B*K  =  XK

i  obcinając  nieskoń czone szeregi  do 2M pierwszych  wyrazów  otrzymujemy  poszukiwane
szeregi  obcię tych  funkcji  próbnych dla siatki  kwadratowej  odpowiednio w elemencie I

IM

T, =   1 + 2  XKW- ^OSHIK-  1)6)  (A13)

oraz w elemencie  I I

(A14)

gdzie XK są  stałymi do wyznaczenia z niewykorzystanych  jeszcze warunków  brzegowych
(do  wyznaczenia  metodą   kollokacji).

W  podobny  sposób  otrzymujemy  pozostałe obcię te  szeregi  funkcji  próbnych podane
w  tab. 1, biorą c  pod  uwagę   ogólne  rozwią zania w postaci  (Al ) w każ dym z elementów
i  odpowiednio je upraszczając  dzię ki  wykorzystaniu  warunków  brzegowych  na brzegach
zaznaczonych  liniami  cią głymi.

DODATEK  B. WYZNACZENIE  MACIERZY  UKŁAD U  I   WEKTORA  WYRAZÓW  WOLNYCH
W  UKŁADZI E  RÓWNAŃ  (2) DLA SIATKI   KWADRATOWEJ

W  obcię tych  szeregach  funkcji  próbnych  (A13) i  (A14)  opisują cych  pole temperatury
w powtarzają cym  się  obszarze  siatki  kwadratowej  wystę puje  2M nieznanych współczyn-
ników XltX2,  • • .,X2M,  do wyznaczenia  których  dysponujemy  nastę pują cymi  warunkami
brzegowymi:

TU"  0  dla  X=  1,  (Bl)

= 0  dla  7 = 1 .  (B2)

(B3)

n
Po  podstawieniu  (A14)  do  (Bl)  i  (B2)  i po skorzystaniu  ze wzoru

3T
dY  8R  •   '  R  86

otrzymujemy
2M

m )

K- l

ą   Y*- **.  A^»y* .  )  *  /• **•   SH1|_.Z\ ./C

\ - \  | ;

1
=  0dla R = - ^- c.  (B5)
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Zakł adają c,  że warunki  brzegowe  speł niamy w  przyję tych  punktach  kollokacji,  których
współ rzę dne zostały podane na rys. 6; po skorzystaniu  z  (B4) i  (B5) otrzymujemy  nastę-
pują cą  postać  macierzy  ukł adu i  wektora  wyrazów  wolnych  w  ukł adzie  równań  (2)  dla
siatki  kwadratowej

[ £(4./ - 2)  1
(l+ F)J?l(J)(2J~1> + ( l - /; ' ) - D 1  / Tw,,_rr  • eos[(2J- l)ri(i)L  (B6)

7 =  1,2, ...,  2M  =  2JV- 1,

A,j  m  (27- 1) {(1 +F)£2(KY2J- 2>'  sin[2(7-  l)T2(K)] +

+   <1—JP) - § T P ^ 7-  sin [27 •  T2(JE)]}  (B7)

I=N+K,

J  =   l , 2 , . . . , 2M   =  2iV- l>
B(I)  =  - 2  dla  7=   1,2,  ...,JV

5( 7)  = 0  . d la  1=  N+K,  K=  1,2,...,N- l.

DODATEK  C.  OBLICZENIE  DLA  Aj_ SIATKI   KWADRATOWEJ

Dla  siatki  kwadratowej  we  wzorze  (3)  mamy  (patrz  rys.  lb)

i =   1  i  z l r=   1.  (Cl)

Cał kowitą  ilość  ciepła przewodzoną  przez  powtarzają cy  się obszar  kompozytu w tym
przypadku  obliczamy  ze  wzoru

Uwzglę dniając  wzory  (A13) i (A14) przy obliczaniu  - -̂  i —^-  po  dokonaniu cał kowania
cv  oo

i  pewnych  przekształ ceń  otrzymujemy

^  hihi
(C3)
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P  e  3  IO  M  e

OITPEJTEJIEHME  IIEPIIEH,ll,HKyjMPHOFl  34>c&EKTHBH0H
KOM nO3H TOB  YKPEIDIEUHLI X  BOJIOKHAMH  PA3nOJIO>KEHHŁIMH B  OflHOM

HAIIPABJIEHHH  METOflOM   rP AH H ^H OH  KOJIJIOKAUHH

H a  ocH ose  MeToaa  rpaHuraHoft  KOJinoKairuH  npeflCTaBJieHo  oSiinaM  MeTOff  onpeflejieHHH  nepneiiflii-

3(t>4)eKTHBHOH  TeriJIOnpOBOflHOCTH  KOMII03HTOB  yKpeiUieHHbEC  BOJIOKHaiWH  pa3nOJIOH<eHHbIMH

B  oflHOM   HanpaBJieHHH.  B  STOM  aHajinrae  npeflnonaraeTca  3H8KOMCTBO  reoiweipini  peryjiapHo  pacnono-

H<eHŁix BonoKoH,  a  Tai<>Ke TennonpoBoflHocTŁ  KoiwnoHeHTOB.  HccJieflyexcn  I M T B  CIIOCO6OB  pacnoJioMcetma

BOHOKOH  B  TpeyroJiBHoftj  KBaflpaTOBoiłj  rnecTHyronŁHoftj  KBaflpaToBo- TpeyronbHoft  H

oii  ceTKe.  Pe3yjibTaxw  Bbprncnem in  od)dieKTHBHofi  TenjionpoBoflHoCTH  cpaBHeno  c

t iepe3  Apyr- HMn  aBiopaMH.

S u m m a ry

DETERMINATION  OF  THE  TRANSVERSE  EFFECTIVE  THERMAL  CONDUCTIVITY
OF  UNIDIRECTIONALLY FIBRE  ARRANGED  COMPOSITES BY  MEANS  OF  BOUNDARY

COLLOCATION METHOD

The  general  method of  finding  transverse  effective  thermal conductivity  of  the unidirectionally  fibre
arranged  composites  has  been  presented  in  this  paper.  I t  has  been  based  on  the  boundary  collocation
method.  The geometry  of  regularly  arranged  fibers  and  thermal conductivity  of  componets are  assumed
to  be  known.  Five  different  patterns  of  lattice  of  fibers  are  considered:  triangular,  square,  hexagonal,
square- triangular, and octagonal- square. The results  of  calculations of effective  thermal conductivity were
juxtaposed  with  results  obtained  by  other  authors.

Praca została  złoż ona w  Redakcji  dnia 1  lutego 1984 roku


