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1.  Wstę p

Przeprowadź my  badania  analityczne  drgań  ukł adu  należ ą cego  do  takiej  klasy  nieli-
niowych  ukł adów mechanicznych, które  zawierają   elementy  o  charakterystykach  sprę ż y-
stoś ci  typu  kwadratowego.  Przyjmijmy  ponadto,  że  ukł ad  charakteryzuje  się   również
okresowo  zmienną   sztywnoś cią,  poddany  jest  dział aniu  kinematycznego  wymuszenia
zewnę trznego  oraz  przedstawić  go  moż na  w  postaci  dwumasowego  modelu  płaskiego
z  liniowym  tł umieniem  (rys.  la).

Q)

Rys.  1

Rys.  lb  przykł adowo ilustruje  model fizyczny  takiego  ukł adu  w  przypadku  pionowych
drgań ogumionego pojazdu. W przypadku  tym masa uresorowana M poł ą czona jest z masą
nieresorowaną   elementem  pneumatycznym  ( ł )  o  charakterystyce  sprę ż ystoś ci  w  postaci
funkcji  drugiego  stopnia  [6] oraz  amortyzatorem  (2) którego  charakterystykę   aproksymo-
wano  funkcją   liniową .  Element sprę ż ysty  (3) przedstawia  koło  którego  sztywność  promie-
niowa  ogumienia  na  obwodzie  zewnę trznego  zarysu  opony jest  zmienna na  skutek  nieje-
dnorodnoś ci  jej  budowy  powstał ej  w  trakcie  procesu  technologicznego  [5],  [7]. Zmianę
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tej  sztywnoś ci  wokół   pewnej  wartoś ci  ś redniej  aproksymujemy  funkcją   harmoniczną
w  postaci  dwóch  fal [7].

Ze wzglę du na adekwatność  modelu — z pewnym  przybliż eniem  wynikają cym  mię dzy
innymi z założ enia .słabego sprzę ż enia  drgań  tylnej  i przedniej  osi samochodu — moż emy
traktować go jako  odpowiadają cy  ukł adowi przedniego lub tylnego  zawieszenia  pojazdu.
W dalszych rozważ aniach skoncentrujemy  się  na analizie drgań tego typu ukł adów (rys. la)

2.  Matematyczny  model drgań

Ukł ad  równań  róż niczkowych  ruchu  przyjmuje  postać

Mz\+h(ż1- ż2)+k(z1  - ZaH&ifo- z2f  -   0

mż2- h(ż1- ż2)- k(z1- z2)- k1(z1- z2)
2  =  c(t)[q(t)- z2]

gdzie:

Zi i *2 — współ rzę dne uogólnione,
k1k1  — współczynniki  sztywnoś ci,

h — współczynnik  tł umienia,
c(t) — zmienny  współczynnik  sztywnoś ci  elementu  (3),
q(t) — funkcja  przemieszczenia.

Przyjmijmy  okresowo  zmienną   sztywność  elementu  (3) w postaci

c{t)  =   c1- cocos2art
oraz

q{t)  =   q0COS{Qt- q>),
gdzie:
Ci — ś rednia  wartość  współczynnika  sztywnoś ci,
c0 — amplituda modulacji  sztywnoś ci,
co — czę stość  kołowa  wymuszenia  parametrycznego,
Q — czę stość  kołowa  wymuszenia  zewnę trznego,
<p — ką t  przesunię cia  fazowego.
Wprowadzając  oznaczenia

q0cosq> = nQi',  qosmq> =  (iPx

oraz  pomijając  niektóre wyrazy  ze wzglę du na realne  założ enie, że amplituda  modulacji
sztywnoś ci  jest  znacznie mniejsza  od podwojonej  ś redniej  wartoś ci  współ czynnika  sztyw-
noś ci

c0  < 2ci

otrzymujemy  ukł ad  nieliniowych  równań  róż niczkowych  z których  jedno jest  równaniem
niejednorodnym i zawiera  okresowo  zmienny współczynnik

Mz\+{ih l(ż1- Ż 2)+k(zl- z2)  + fixk(zi—z1)
2  =  0

mz2  -  / nhi (żx -  ż2) -   k(zx—z2)  -   (Mxkizx- z2)
2 +   (2)
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Podstawiając  do  ukł adu  równań  (2)  /* =  0  otrzymujemy

- Zj)  =  0,

mz2—k(z1- z2)  + c1z2  =  0.  '  '

Przyjmując  rozwią zania  równań  (3) w  postaci

Zj.  =   acospt  z2  =   bcospt

znajdujemy  —  przy  zał oż eniu,  że  a  i  b  są   róż ne  od  zera —  kwadraty  czę stoś ci  kołowych
drgań  własnych ukł adu liniowego  w  postaci

Zakł adając  małe  tł umienie  [4], wprowadź my  współ rzę dne  quasi- normalne  dla  których
przy  fi  — 0  nastą pi  rozprzę ż enie  ukł adu  równań  róż niczkowych.  W  tym  celu  dokonajmy
liniowej  transformacji  współ rzę dnych  w postaci

gdzie:

myi  _  .  my2

M(yx- - y2)  '  M(yt—y2)  '

_ k- Mpj  t  _  k- Mpl
k  k

Wprowadzając  czas  bezwymiarowy

r  = (ot

oraz  wykorzystując  zależ ność  (5), z  równań  (2)  otrzymujemy

i(yi  —y2)cos2t + Qt X\ COS,QT+ Pt X\

Ayi  Ą   X\   ^  ( ly2  2 ytf  ^
Pi  I   L  \ Pi I   Pi

gdzie:

o  Q

mp\  '  r i  ~  mpl
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oraz

Mp2hi  .

mp\

AY drugim  przypadku  gdy  A2  =   - —-  znajdujemy

P2I  \  Pi

/^j  iiAl/ ^- j sini3T

-   yi)  cos  2 T + g2

3.  Metoda  rozwią zań

W badaniach drgań parametrycznych układów nieliniowych z symetrycznymi charakte-
rystykami  sprę ż ystoś ci  zazwyczaj  stosuje  się   metodę   bilansu  harmonicznych  [2],  [3].

Rozwią ż my  ukł adu równań  (6) i  (7) w  oparciu  o  perturbacyjną   metodę  małego para-
metru  [1].  Dzię ki  temu  wyznaczymy  poszukiwane  wielkoś ci,  rozwią zując  ukł ad  reku-
rencyjnych  równań  róż niczkowych  liniowych.

Zbadajmy  drgania  układu  odpowiadają ce  głównym  rezonansom  parametrycznym.
W  celu  znalezienia  rozwią zań  okresowych  układów  równań  (6),  (7)  przedstawmy  y1(r)
i  y2(

T )  w  postaci szeregów potę gowych  wyraż onych  w  funkcji  małego parametru

gdzie  y[iy, yil)  (i  = 0, 1,2  ...)  są   funkcjami  okresowymi.  Rozwią zania  okresowe  równań
(6) moż liwe są   dla pewnych wartoś ci  parametru X\ , który  również przedstawimy  w postaci
szeregu  potę gowego

.gdzie  at(i  =  1,2...)  są   stałymi współczynnikami, które  wyznaczymy  z  warunku  okreso-
woś ci  unikając  w  rozwią zaniach  wyrazów  sekularnych.

W przypadku  układu równań  (7) parametr X\ wyrazimy  w postaci

)2

=  l+ 0«1+ fł a 8+ . ..  (10)
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Podstawiając  szeregi  (8)  i  (9)  oraz  (8)  i  (10)  odpowiednio  do  równań  (6) i  (7) oraz  wpro-
wadzając  oznaczenia

Pi  P2

po  przyrównaniu  do  zera  czł onów  przy  / J,1 otrzymujemy  ukł ady  rekurencyjnych  równań

róż niczkowych  liniowych.  W  celu  uniknię cia  rezonansów  wewnę trznych,  wył ą czmy  przy-

padek  szczególny  gdy  v  — - =- £-  jest  liczbą  cał kowitą.
Pi

4.  Analiza  drgań  okresowych  ukł adu  bez  wymuszenia  zewnę trznego

Rozpatrzmy  drgania  okresowe  ukł adu  opisane  równaniami  (6)  i  (7)  w  przypadku
gdy  Pi  =   Qi  =   P2  =   Qz  — 0-  Oznacza  to, że na ukł ad nie działa wymuszenie  zewnę trzne.
N a  przykł adzie  modelu  przedstawionego  na  rys.  lb  równoważ ne  jest  to  z  zał oż eniem, że
ogumione  koło  toczy  się  po  idealnie  równej  nawierzchni.

Rozpatrując  ukł ad  równań  (6)  zbadajmy  drgania  okresowe  dla  których  zgodnie  z  (9)
przy  [i•   =   0  czę stość  at  jest  równa  pierwszej  czę stoś ci  drgań  wł asnych  j?x.  Przyjmując
y(°)  =  0  otrzymujemy

(11)

(12)

(14)

Zał oż enie  trywialnego  rozwią zania  y2

0)  *=   0  wynika  z  równania

yP+v%  -   0,

Przy  wcześ niejszym  zał oż eniu, że  obie  czę stoś ci  drgań  wł asnych fi,p2  są  niewspół mierne
(v  nie  jest  liczbą  cał kowitą ), gdyby  y2

0)  ^  0,  współ rzę dna  „nierezonansowa"  y2(r)   nie
zmieniał aby  się  z  taką  samą  czę stoś cią  jak  współ rzę dna  „ rezonansowa"  yi(r).  W  takich
przypadkach  rozwią zanie  niezaburzone  J>2O)(T) stanowił oby  czł on  zakł ócają cy  okresowość
funkcji  y2(r)   a  tym  samym —  z uwagi  na  równania  (5) —  również  drgań  opisanych  przez
współ rzę dne  uogólnione.
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Podstawiając  do równania  (12)

/ i0)  =

z  warunków  okresowoś ci  rozwią zań  otrzymujemy

fej  = 0,

skąd  przy ax *fc 0 i bt  Ą= 0 znajdziemy

gdzie

Po  przekształ ceniach równanie  (12)  przyjmuje  postać

Rozwią zaniem  szczególnym  tego  równania  jest  funkcja

z  o

+  ^ x M e i a i 6 1 s i n 2 T r3  lo

natomiast  równania  (14)  funkcja

i j

ł -   / 1  ,

cos T +

sin r—

xAfe2fll>sin2r+   T

1  -   1  ( 1 7 )

M i 6 i 2 (

2T xAfe : f l 1 l> 1sin 2r+   9 ) T 2 Q T

Podstawiając  zależ noś ci  (17) i (18) do (15) z warunku  zapewnienia  rozwią zań  okresowych
otrzymujemy

- ^ia1+ i- (a2- 62)fl 1+ yfl 1^
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2 f

oraz

~-   <?!   e  ac o  +  (

1

Z  powyż szych  zależ noś ci  znajdujemy

2  1_  2
x  32  e i

Podstawiając  znalezione  wyraż enia  do  (9)  otrzymujemy

#W  =  i + ^^^ f - ^J g l  + a2/«
2+ ...

(20)

AJW = l- y^l/ eJ- 4ó?eI   + a2/a
2+ ...

Zbadajmy  nastę pnie drgania  okresowe  opisane  ukł adem  równań  (7). W  tym  celu  w  rów-
naniach  tych wykorzystajmy  szeregi  (8) i  (9) przy  uwzglę dnieniu  rozwinię cia

Po przyrównaniu  do zera  poszczególnych  wyrazów wystę pują cych  przy  fil  (i  =  0,  1, 2,  ...)
oraz analogicznym jak  dla ukł adu  równań  (6) założ eniu y[0)  =  0 wynikają cym  z  równania

y[o>+vly[°>   =  0

otrzymujemy

J  (21)

(22)
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-   0  (23)

(24)

Postę pując  analogicznie jak  w  przypadku  poprzednim  znajdujemy

a l j 2  =  ±  ~Y ]'Q2—4o2s1  (26)

2  I   c

I   -   1
- „-   xMsla2b2sm2T+——•
3  16

+   ó i   £ i  a2  sin T -   • s73-iTr  («2 - 62)cos2T +  (28)

- - - ^- r  %Me\a2b2%m2r

oraz

(29)

vf — 1  (v? —1)^2  2(vi — lK^ i — 9)  l  32

Powyż sze  zależ noś ci  wykorzystujemy  w  równaniach

(30)

2

5.  Analiza  drgań  okresowych  ukł adu  z  wymuszeniem  zewnę trznym

Zbadajmy  drgania  ukł adu  z parametrycznym  oraz jednoczesnym  zewnę trznym  wymu-
szeniem  drgań.  W  dalszych  rozważ aniach  ograniczymy  się  do  takich  przypadków,  dla
których  czę stość wzbudzenia  parametrycznego jest  równa  czę stoś ci  wymuszenia  zewnę trz-
nego  (co =   Q).  Zał oż enie  to  zasadniczo  rzutuje  na  rozważ ane  rozwią zania.  Podstawowa
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bowiem  czę stość  drgań  parametrycznych  rozpatrywanego  ukł adu —  bez  wymuszenia
zewnę trznego —  w  przypadkach  rezonansów  głównych  jest  równa  co.

Jeś li  rozpatrujemy  drgania  ukł adu  z  ogumionym  kołem  (rys.  lb),  to  ze  wzglę du
na  zwią zki

v  ^  2nv
co =  —- ;  U  —  —- —

gdzie:  v —  prę dkość  jazdy,  R—  promień  koł a,  /  —  długość  fali  nierównoś ci  drogi;
założ enie  co =  Q,  odpowiada  jeź dzie,  po  drodze  której  dł ugość  fali  nierównoś ci  okreś la
zależ ność

Podstawiając  szeregi  (8) i  (9) do ukł adu  równań  (6) przy  założ eniu yl

2

y  =  y2

0)  =  0,  otrzy-

mujemy

(31)

sinr,  (32)

(33)

—  (34)
+v2Q2oos  % + v 2 P i

^ 2 ) 1 2 2  (35)

Podstawiając  do  równania  (32)

po  przekształ ceniach  znajdujemy

Z  powyż szych  równań  dla  przypadku  Pt  =  <2i  co  odpowiada  przyję ciu  w  funkcji  prze-
mieszczenia  q(t)  wartoś ci  ką ta  przesunię cia  fazowego  q>  =   n/ 4  oraz  A t  i=  0  otrzymujemy

=  ± (36)
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Rozwią zaniem  szczególnym  równania  (32) jest  funkcja

#>  xMĄ Al+ xM

natomiast  równania  (34)

v i i  \
*  + - ^n~  T  ftwi  +  d2 e2 bx +vQ2  cos T +

V  — i  \  /   /

j  (37)

2
xMĄ ax  bx sin2T- - —-  P j ^ COS3T+&! sin3r)

5  16

xMe\v2  ,  P2V2

* (ffef) (38)

Wykorzystując  zależ noś ci:

Qt

(?1

po  przekształ ceniach  znajdujemy

x  A\   ^y  A\   7

Podstawiając  szeregi  (8)  i  (10)  do  ukł adu  równań  (7)  przy  y  ̂ m y[0)  =   0  otrzymujemy

-   - ^ x Me f ^ 2

o ) 3 - ól £ l V i ; 2

o )

+V1Q1 cos T + v\  Pt  sin T
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(41)

+  ocx vjQi  cos t+at  v\ Py sin r

+ g2  cos  T + P 2  SUIT

(42)

(43)

(44)

Postę pując  analogicznie  jak w  przypadku  poprzednim  przy  zał oż eniu,  że P2  =  £>2  znaj-

dujemy

| ^  j / ^ 2 2 l )  +  ̂ -   (45)

y ^ M £ M !  + - ^%M^(^- Z>2
2)cos2r +

1  -   1  ( 4 6 )

- -̂  % M e \ a2 b2 sin 2T+ - —r-  g2 (a2  cos 3 T + b2 sin 3 T)
3  lo

Wykorzystując  zależ noś ci

al- bl =

a2b2  =

otrzymujemy  również

[Ql+Pl- 2(ai,Q2a2  + alP2b2  + d2 e1Q2b2  +

5  Mech.  Teoret.  i  Stos. 2/83
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[~  b2  -   a2  ,

32

6.  Przykład  liczbowy  i  badania  analogowe

Badania  analityczne  zilustrowano  przykładem  liczbowym  przyjmując  nastę pują ce

dane:

[ Ns 1

~m~  '

m  =  100  [kg],  d  =  150000  [N / m],  MX =  0,4  [l/ m] ,

? 0  = 0,01  [m].

Na  podstawie  (4)  obliczono

P l  -   14,3182  [l/ s],  ^ 2  =  46,8507  [l/ s]

Wykorzystując  wyniki  analityczne  oraz  zależ noś ci  (5)  sporzą dzono  wykresy  amplitud
A1^,  A2^,  / 4\2), A2

2)  odpowiadają ce  współ rzę dnym  z% i  z2  oraz  wartoś ci  bezwzglę dnych
przemieszczeń  ś rodków  drgań  \XZi\   i  |ZZJ  obu  mas w  przypadkach  braku  i  wystę powaniu
wymuszenia  zewnę trznego.  Wielkoś ci  te  przedstawiono  w  funkcji  rozstrojenia  czę stoś ci
wymuszenia  parametrycznego  a  zgodnie  z  zależ noś cią

i) 1

W  celu  sprawdzenia  poprawnoś ci  badań  analitycznych  przeprowadzono  badania
analogowe  na  maszynie  MEDA  43H.  Badaniom  analogowym  poddano  ukł ady  równań
róż niczkowych  wyraż onych  we  współ rzę dnych uogólnionych  zt  i  z2,  przy  automatycznej
zmianie co —  czę stoś ci  wymuszenia  parametrycznego. Pisak  rejestrował   graniczne  wartoś ci
wychyleń  kreś ląc  obwiednię   amplitud.  W  celu  okreś lenia  przedział ów  dwuznacznoś ci
rozwią zań  rejestrację   analogową   przeprowadzono  przy  zwię kszaniu,  a  nastę pnie  zmniej-
szaniu  wartoś ci  w.  Z  tego  też wzglę du  symulacja  analogowa  spełniła  również  rolę   badań
statecznoś ci  rozwią zań.

Wyniki  badań  analogowych  przedstawiono  ł ą cznie  z  wynikami  badań  analitycznych,
nanosząc  na  osiach  odcię tych wartoś ci  co oraz  odpowiadają cych  im  wartoś ci  rozstrojenia
czę stoś ci  a.

N a  rysunkach  przedstawiają cych  wykresy  amplitud  w  funkcji  czę stoś ci,  literami  „a"
oznaczono  krzywe  odpowiadają ce  amplitudom  drgań  ukł adu  bez  wymuszenia  zewnę trz-
nego, natomiast literami  „ i " — krzywe dotyczą ce amplitud  drgań  ukł adu  z  wymuszeniem
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zewnę trznym.  Wyniki  badań  dla przypadku  rezonansu wzglę dem  czę stoś ci  drgań własnych

PL  przedstawiają   rysunki  2, 3, 4 i 5.

Wyniki  badań  dla  przypadku  rezonansu  wzglę dem  drugiej  czę stoś ci  drgań  własnych

p2  przedstawiają   rysunki  6, 7,  8  i 9.

Rys.  10  przedstawia  przykł adowo  przebieg  czasowy  drgań  zarejestrowany  w  trakcie

badań  analogowych.  Ilustruje  on przesunię cie  ś rodka  drgań.

7.  Analiza  wyników  badań  i  wnioski  koń cowe

Przebiegi  krzywych  amplitudowych  otrzymanych  na  drodze  rozważ ań  analitycznych

oraz  symulacji  analogowej  ś wiadczą   o  dobrej  zgodnoś ci  wyników  obu rodzajów  badań,

a  tym samym o poprawnoś ci  dociekań analitycznych. Jedynie dla amplitud drgań masy M

przy  samym  wymuszeniu  parametrycznym  i  rezonansie  wzglę dem  p2  rozbież ność  tych

wyników  wynosi  około  12%.
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Krzywe  amplitudowe  dla  ukł adu  z  nieliniową   sprę ż ystoś cią   typu  kwadratowego  od-
chylają   się  w stronę  mniejszych  czę stoś ci wymuszenia  drgań,  tak jak  w przypadkach  mię k-
kiej  charakterystyki  sprę ż ystoś ci  z  nieliniowoś cią   sześ cienną.  Najwię ksze  amplitudy
drgań  statecznych  stwierdzono  dla  dolnej  masy  m  przy  rezonansie  wzglę dem  drugiej
czę stoś ci  drgań  własnych p2,  zarówno w  przypadku  samego wzbudzenia  parametrycznego,
jak  również  jednocześ nie  działają cego  z  nim  wymuszenia  kinematycznego.  Szerokość
obszaru niestatecznoś ci parametrycznej w przypadku  rezonansu wzglę dem  drugiej  czę stoś ci
drgań własnych p2,  jest  około 7,2 razy wię ksza od szerokoś ci  obszaru  dla  rezonansu wzglę -
dem  czę stoś cią.  Porównując  prawe  gał ę zie krzywych  amplitudowych  „a"   i  „b"   — odpo-
wiadają cych  rozwią zaniom  statecznym —  należy  stwierdzić  znaczny  wpływ  wzbudzenia
parametrycznego  na  wartoś ci  amplitud  drgań.

Unaocznia  się   to  tendencją   do zbliż ania  się   obu  tych krzywych  wraz ze  zmniejszaniem
czę stoś ci  co  począ wszy  od  prawej  granicy  obszaru  niestatecznoś ci  parametrycznej.  N a
przykład, dla  rezonansu wzglę dem  drugiej  czę stoś ci p2,  amplituda  drgań, przy  a. = 0  masy
m  w  przypadku  dział ania samego  wymuszenia  parametrycznego  stanowi  około  82%  war-
toś ci  amplitudy  przy  jednoczesnym  działaniu  obu  rodzajów  wymuszeń,  natomiast  dla
masy  M  udział   ten  wynosi  około  80%.

Podczas  symulacji  analogowej  — spełniają cej  również  rolę   badań  statecznoś ci —  nie
stwierdzono  drgań  odpowiadają cych  lewym  gał ę ziom  „ a"  teoretycznych  krzywych  ampli-
tudowych.  Ś wiadczy  to  o  tym,  że  drgania  przedstawione  tymi  krzywymi  są   niestateczne.
Ponieważ  badania  analogowe  przeprowadzono  przy  cią głym  zwię kszaniu,  a  nastę pnie
zmniejszaniu  wartoś ci  co, w  rezultacie  otrzymano  obwiednie  amplitud  drgań  statecznych.

N a  rysunkach, wzdłuż krzywych  amplitudowych  oznaczono strzał kami kierunki  ruchu
pisaka,  a  tym  samym  zmian  wartoś ci  amplitud wraz  ze  zmianą   czę stoś ci  co. Stwierdzono
przy tym przeskoki amplitud wystę pują ce  w miejscach zaznaczonych strzał kami pionowymi.
Rezultaty  te  potwierdzają   znaną   w  teorii  drgań  zasadę   zrywania  amplitud  wzdłuż piono-
wych  stycznych  do  krzywych  amplitudowych.

We  wszystkich  rozpatrywanych  przypadkach  (rys.  4, 5, 8, 9)  bezwglę dne  wartoś ci
przesunięć  rosną   wraz  ze  zmniejszaniem  czę stoś ci  co. D la  rezonansów  wzglę dem  pt  i  p2

bezwzglę dne  wartoś ci  przesunięć dla  masy  M  są   wię ksze od  masy  dolnej  m.
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COBMeCTHO  C  KHHeMaTH îeCKHM   B03fleHCTBHeM.

HCCJiefloBaHHH  npoBefleriM   c  HcnoJiL3oBaHneM   nepTyp6aqHOHHoro

pe3yjii.TaToB  aHanHTHMecKHX  HccjieflOBaHHHj  a  TaKwe  HcarcefloBanira

nyTeM   aH anoroBoii  nMH Tatpin.

S u m m a ry

THE  VIBRATION S  OF  THE  SYSTEM   WITH  NONSYMMETRICAL  CHARACTERISTICS  OF
THE  ELASTICITY  UN DER  THE  PARAMETRIC  EXCITATION  AN D  EXTERNAL EXERTION

I n  this  work  the vibrations  were  considered  of  the system  of  two  degrees  of  freedom  with nonlinear
quadratic  type elasticity  and  linear  damping  under  the parametric excitation and simultaneous kinematic
exertion.

Analytical  examinations  were  proceeded  by  the method  of  perturbation. The correctness  of  the re-
sults  of  analytical  considerations and stability  examination were proved  by  means of  an analogue simula-
tion.
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