
M ECH AN IKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

2, 23 (1985)

SOME  EXISTEN CE  AN D  U N IQU EN ESS  RESU LTS  IN ELASTOSTATICS  WITH
CON STRAIN TS  F OR  D ISPLACEMEN TS AND  STRESSES
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Uniwersytet  Warszawski

The  aim  of  the  paper  is  the  investigation  of  some  class  of  problems  of  elastostatics
with  constraints  for  displacements  and  stresses.  There  are  considered  such  restrictions
which  lead  to  the problems  with  generalized  displacements  and generalized  stresses.  Some
existence  and  uniqueness  results  are  proved.

1.  Basic  concepts  and  assumptions  of  elastostatics  with  constraints

Throughout  the  paper  {&k}k=i.,2,3  denotes  a  fixed  ortonormal  basis  in  Euclidean
3- space  (£. The  dual  basis  is  given  by  {e*} t = l i 2 t 3 ,  e  =   (du),  where  du,  i,j  =  1,  2, 3  is
the Kronecker delta, is the metric tensor in (£. I f x  e (5 then by  (xk)  we denote the ortogonal
coordinates  of  x  relative  to  the basis  {e*} ,  x  =   &kXk,  and analogously  (xk)  are coordinates
of x  relative  to the basis  {ek  },x  — xk  e* (In the following  the summation convention holds
and  the  indices  i,J, k,  ...  run  from  1 to  3).

Let B  be  a bounded  region  in (S with  the regular  boundary  SB, c.f.  [1], occupied by  the
body  in  its  undeformed  state.  The  problem  will  be  analyzed  under  the basic  assumption
of  the  infinitesimal  theory.

Let  us  denote  by  3)  the  space  of  all  vector  functions  components  of  which  relative
to  the  basis  {e*}  are  square  integrable  together  with  their  first  partial  derivatives  in  B,
i.e.

3)  =  {u  =  («k(x)) ,  xeB,  u.eH^B),  fc—  1, 2, 3),

equipped  with  the  norm

B  n

where  Vu  =  («t i ,)  is  the  gradient  of  u with  respect  to  x,  h  is  a  positive  constant  suitable
choosen  in the problem  under consideration. The space 3) will be interpreted as the displa-
cement  space  and  its  elements  as  displacement  fields.

External  forces  acting  at  the body  will  be  represented  by  linear  continuous  functionals
on 3), i.e. by  elements of  3)*, 3)* being  the dual  of 3). To  the system  of external forces  will
be assigned  such element f*  of 3)*  that the value  of work  done by  these forces  on  arbitrary
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field  v e 35 is equal to the value of the functional  f*   at v. Assuming that the body is subjected
to  the  body  forces  b  =  (bk(x)),  xeB,bke  L2(B),  k  «= 1, 2, 3,  and  to  the  surface  traction
p  =  (pk(x)),xe8B,pk  eL2(8B),k  =  1,2,3,  we  have  the  following  representation  for
the  corresponding  functional  f*   e 3)*:

<f*,T>! =  fbvdv+  Jpvis ,  ve£>,  (1,1)
ii  8B

where < •,  • >x  being  the  pairing  between  D*  and  D.
Let us introduce S  as the  space of  all  symmetric tensor  functions,  components  of  which

relative  to  the  basis  {e*®e'}Jfc|;.i,3,3i  are  square  integrable  in  B,  i.e.

.  S  =  {C =  (Cw(x)),  xeB,  CM = Clk,  CkleL2(B)}.

The space S  is assumed  to be equipped with  the  norm

IjCHl   / t r ( C Q *  =  /  Q ( C " * ,  C e  6 .

The  displacementstran  relations  will  be  described  by  the  linear  continuous  operator
E:  t )  > S ,  which  assignes  to  any  v e T> the symmetric  part  of  the  displacement  gradient
Vu,  i.e.

E(v)  =  l/2(Vu + VuT),
•or  equivalently

E  =  (Ekl), Ea(y)  (

The  subspace  of S  being  the  image  of ©  by  the mapping  E  is  said  to  be  the  space  of  all
strain  fields.  The whole  space  S  will  be called  the  strain  space.

Independently  of  S  we  introduce  the  space  £  of  all  symmetric  tensor  functions  T,
components  of which  relative  to  the  basis  {e t®e,} t = l i 2 ,3,  are  square  integrable  in  B,  i.e.

) ,  xeB,  Tkl  =  r \  Tk'eL\B),  k,  / = 1 , 2 , 3 } ,

the  space X  being  equipped  with  the  norm

HTIII =  JtrCTT)*  =  J  TuTkldv,  T  eX.

X will  be treated  as  the  stress  space  and  its  elements  as  stress fields.  It  is  easy  to  see  that
from  the  mathematical  point  of  view  the  spaces  Q  and  X  coincide.  The  main  difference
between  them  follows  from  the physical  interpretation.

For  any T e l  and  any  C e S  let

<T, C>2 =  Jtv(TC)dv  =  J  Tk'Ckldv.  (1.2)
B B

Under  the  above denotation  the  value  of  virtual  work  done  by  the  internal  forces  corres
ponding to the stress field  T e X  over any strain field E(v), v e D, can be written  as

<T,E(v)>2  =  Jtr(TE(v))<fo.
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The  material  properties  of  the body  will  be  determined by  the  operator K:Z  ->  £>,
which  is  assumed  to  satisfy  the  following  monotonicity condition

<KT- Ka, T - a>2  ^  c||T - a||Ś  VT, oe%,

where c  is a positive constant.
I t must be stressed, that in this approach the constitutive operator K may be non- linear.

It means  that we can also  deal  with  problems  in which some physical  non- linearities are
taken  into account.  In  the  linear  case  K coincides  with  a compliance  field  tensor K =
=   (^WJU(X))I   x  G B.  Then  the  above  monotonicity  condition  can  be  rewritten  in  the
form

In  the  paper  we  shall  deal  with  such  problems  of  elastostatics  in  which  admissible
are only certain distingushed  subsets  of the displacement speace D and the stress space S.
I t  means  that on displacements  and stresses are  imposed some restrictions which will be
called  displacement  constraints and  stress  constraints, respectively.  To precise  these con-
cepts we  shall  assume  that in every  problem under consideration there are given a priori
two  subsets  U  <=   £> and  Z  c  X  of  all  admissible  displacement  fields  and  stress  fields,
respectively.  In  particular,  if  I I  = 2)  and  S  =  Z  then  we  deal  with  the unconstrained
body.

Throghout  the  considerations we  confine  ourselves  to  some class  of  constraints, na-
mely  it will be assumed  that I t and £  are proper convex and closed  subsets  of D and %,
respectively1'.

The equations of equilibrium  in problems with constraints will be assumed in the form
of  the  following  condition

f  tr(TE(v))<fo-  / b  •   \dv-  f  p •   vefa- <r*,  y\  = 0,  (1.4)
BBl)

which has  to be  satisfied  for  any  v e£>, where T e S  is  the stress  field,  b and p have the
same meaning as in  (1.1), r*  e£>* is  the functional  which represents the work  of reaction
forces due to the displacement constraints, c.f.  [6]. The condition (1.4) states that the value
of work done by  the  external forces  and  by  the  reaction  forces  over  any  v e 3)  is  equal
to  the value  of  work  done by  the  internal  forces  over  corresponding  strain  field  E(v).

In this approach together with the displacement constraints we have introduced reaction
forces  which have  to  maintain the constraints. As  far  as  the mathematical aspects  of the
problem is concerned it will be assumed that the functional  r* e 3) *representing the work
of reaction forces  (contrary to the functional f*  e 3)* which represents the work of external
forces)  can be an arbitrary  element of T>*.   This requirement is due to the fact  that in the
considerations we  are  to deal with  a wide class  of  constraints and therefore we  ought to
introduce  suitable  wide  class  of  reaction  forces  in  order  to  maintain  these constraints.
Thus we take into account not only functionals  r*  of  the form

<r*, v>j  =   J  r-   \dv+  [s- vds,  Vve3),j
B SB

"  These assumptions  are  due the mathematical tool which will be used  later.
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where  r e L2(£)3  and  seL2(8B)3  are  interpreted  as  body  reaction  forces  and  surface
reaction tractions, respectively, but also functionals having the most general representation,
namely,2',

<r*, v>, =  /  (w • v+tr(VwVvT))<fo,  Vv £ 2),  (1.5)
B

for  some w e D.
For  every  displacement  field  u admissible  by  the  constraints,  i.e.  u e U,  we have  to

determine the set of all  reactions which can  act  at  the body.  In  order  to  determine  this
set we shall  assume that  the displacement constraints are ideal, c.f.  [6], i.e.

<r*. Tn>i  >  0,  W e l l .  (1.6)

The above condition is said to be the principle of ideal displacement constraints  [6  8].
It states that the value of work done by the reaction forces  over any virtual displacement
field  v—u, v eU,  is always nonnegative.

The constutive relations for  stresses will be given in  the form  of  the following  condi
tion

(tr [a (KT   E(u))] dv   [  tr [oG] dv = 0,  (1.7)
B B

which  has to be satisfied  for  any a e%, where u is the displacement  field,  T is the stress
field,  G e S  is  said  to  be the  strain  field  incompatibilities  due  to  the  stress  constraints,
[8]. Together  with  the  stress  constraints  we have  introduced  the  strain  field  incompati
bilities which  have  to  maintain  these  constraints.  As  in  the  case  of  reaction  forces,  for
every stress field  T admissible by the constraints,  i.e. T e 2 ,  we have  to  determine  a set
of all strain incompatibilities. In order to determine this set we shall assume that the stress
constraints  are  ideal,  [8], i.e.

Jtr[(aT)G]«fo>0,  VaeS .  (1.8)
B

The above condition is said to be the principle of ideal stress constraints. It states that
the value of work done by internal forces corresponding to any virtual stress  a—T, a e S,
over the strain field  incompatibilities G is always nonnegative. In particular,  if the stress
constraints  are absent,  i.e. 2  =  T,  then  from  (1.8) it  follows  that  G =  0 and  (1.7) leads
to the well known form of the constitutive equations for elastic body, namely

KTE(u)  =  0.

Ideal  constraints  are  the  special  case  of  so  called  quasiideal  constraints  which  have
been discussed in  [8]. Such constraints  and  their  realization  are defined  by means  of  the

z)  Since, as it is known, 35 is a Hilbert space with the inner  product given by

(v, w) =  j  (wv+tr(VwVvT))dv,  v, w e 35,
B

so, by Riesz Representation  Theorem it  follows  that  an arbitrary element of 35* can be represented  in  the
form  (1.5).
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known proper convex lower semicontinuous functions  (S: 35 > R and y:%+ R,3),  suitable
choosen  in every  problem  under  consideration.  Principles  of quasiideal  constraints are
assumed  to have  the following  forms:

(r^vnX + p W  p W H ,  VveD,  (1.6)'
for  the displacement  constraints, and

0,  V<r e%,  (1.8)'
D

for  the stress constraints,  respectively. In particular,  if (3 and y are the indicator  functions
of It  and 2  then  (1.6)' and (1.8)' reduce to (1.6) and  (1.8), respectively,  and we are to deal
with  ideal  constraints.

We  shall  assume  that
f*-fj+fj,  (1.9)

where  f* e 35*  represents  „dead"  load, i.e.

<f?,v>i  =  jbo\dv+  J toyds,  VveD,  (1.10)
B  as

where  b0 e L2(B)3,  p0 eL2(dB)3  are the known  vector  functions  not depending  on  the
displacement  field  u, and f,* e 35*  represents  external  forces  essentially  depending  on  the
displacement  field  by the formula

<f?,vuX+C(v)+C(u)»0,  We35,  (1.11)

where  C:35 ~* R is the known  proper  convex  lower  semicontinuous  function  such  that
its  effective  domain  satisfies  the condition  Z)(C) =>  lt4). For instance,  by means of (1.11)
we  can charecterize  the potential  forces  (C  being  Gateaux  differentiable),  the forces of
friction  [1], the forces  of mutual  interaction  between  the body  and its foundation, [1],
e.c.t.5'.

Summing  up,  foundations  of  elastostatics  with  constraints  for  displacements and
stresses  are given  by  equation  of  equilibrium  (1.4),  constitutive  equation  for  stresses,
(1.7),  constitutive  relations  for external  forces  (1.9)  (1.11), the principle of ideal  (quasi
ideal)  constraints  (1.6) ((1.6)')  and that  of the  ideal  (quasiideal)  stress  constraints (1.8)
((1.8)').

2.  Generalized  displacements  and generalized  stresses

In  this Section  the restrictions  will be given leading to problems with so called  genera
lized  displacement  and generalized  stresses.

Let us begin  the formulation  of the displacement  constraints. It is supposed  that  there

3)  Here  and what  follows  R  =  Ru{+os}.

4)  For any convex function  oc:X'*• R  we use the symbol  Z>(<x) to denote the effective  domain of a, i.e.

D(a)  =  {xeX:a.(x) <  +oo}.
5>  Eqs.  (1.9)  (1.11) can be reffered  to as the constitutive  relations for  external forces  f*.
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is given  a space 23, being a closed  linear  subspace  of  T>,  and  an  element  u0  e 2)  such  that

• ||E(T)||a>c|M|x,  ve33,  (2.1)

i.e.  on  35 Korn's  inequality  holds,  and

UcSB+Uo  =  {v+u o:ve23}.  (2.2)

For  instance,  such  situations  take  a  place  if U  is  a  subset  of  all  displacement  fields  sati
sfying  on  a  given part  of  the body  the known  displacement  boundary  conditions.

Moreover,  we  suppose  that  there  is  given  the  linear  continuous  operator  <£:£) > 93
from  a  reflexive  Banach  space  Q  into  33 such  that

ll*(q)lli  >  c||q||a,  q eQ , c>9 ,< 6 > ,  (2.3)

and  there is known  the nonempty  closed convex subset Q  c  Q  for  which

U = G+uo = {v+uo:vetf}5  (2.4)
where

U  =  *(&)  =  {v e  33: v =  *(q)  for  some  q e Q } .  (2.5)

£} will  be  called  the  space  of  generalized  displacements  and  Q  the  set  of  all  admissible
generalized  displacements.  The  set U is the  image  of  Q.  by  the mapping  «i», translated  by
u0. From Eq.  (2.3) it follows  that to any displacement field  u admissible by the constraints,
i.e.  U E I I ,  corresponds  exactly  one q e Q  such  that  u =  33(q)+u0.

In  order to  specify  the set of all admissible stress fields we suppose that  there is known
linear continuous operator W :II  + Z  from a reflexive Banach space II into Z  with

||«F(n)||2  >  c\\it\\n,  n s H . o O .  (2.6)

There is also known the nonempty  closed convex subset n  <= II  such  that

2  =  ?(IL)  =  { T e I : T  =  ?(*)  for  some  TC e ń }.  (2.7)

I I   will be called the space of generalized stresses and ń  —  the  set of all admissible genera-
lized stresses. The set 2  is the image of  ft by the mapping VP.  F rom  (2.6) it follows  that to
any  stress field  T admissible by  the constraints, i.e. T e S, corresponds  exactly one iv  ell
such  that  T  =   ?(n),«\

Now,  let us pass  to  the governing  relations  of  the problems  of  elastostatics  with  con
straints  defined  above.

By Riesz  Representation  Theorem  the  stress  space  T  can  be  identified  with  the  dual
of  <5.  Thus < •,  • >2> defined  by  (1.2) can be treated  as the paring between Z  and  S.  The
adjoint  of the restriction E  to  33, E|o ,  as the operator  from  Z  into  93*, 33* being the  dual
of  33,  will be denoted  by E*, W:Z  > 23*. Recall  that E*  assignes  to  any o e T  such ele
ment  E*w e  23*  that

<E*o,T>i<a,E(y)> a ,  ve33,

(we use  the  same  denotation  for  the  pairing  between  33* and  23 as  that  of  between £>*
and  £>).

6)  Throughout  this  paper  c denote  generic  positive  constants,  necessarly  the  same  at  each  occurance.
7)  The  physical  meaning  and  selected  applications  of  the  introduced  constraints  can  be  found  in  [3.4].
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Assuming that  the displacement  constraints  given  by  (2.4)  are ideal, i.e.  (1.6)  holds,
for  the  restriction  of  r*  e£)*   to  93,  r*|ffl  e 33*,  we  obtain

r*| ffl s{v*eSB*:<v*,vu>a  ^  0,  W e l l }  =

=  {v*e33*:<**v*,pq>cSs0,  VpeQ},  u = *(q)  + uQ,  (2.8)

where ** :  93* » Q* is the adjoint  of 4>, Q* denotes the dual of Q, < •,  • >n is the pairing
between £>* and £>. Let indQ: Q  ^Rbe  the indicator function  of Q  and Sind5:Q  > 2°*
be its subdifferential,8).  Then  (2.8) can be written as

**r*|»6aindfi(q),  q e Q .  (2.9)

Analogously,  assuming  that  the  stress  constraints  (2.7)  are ideal,  i.e.  (1.8) holds,  for
the strain field  incompatibilities we obtain the similar results to that given by (2.9) namely

n),  nett,  71 =?(«),  (2.10)

where ?*:<5 +'11*  is  the  adjoint  to T,  II* being  the  dual  of II,  aindfi: II • 2n* being,
the  subdifferential  of  the  indicator  function  of  n,  indfi: II  * R.
By virtue of  (1.10) and  (1.11) for  the external forces we have

**f*|Be**fJ|83C(q),  (2.11)

where f*|B  and £*!» are the restrictions of  f*  and f,*  to S3 (treated as elements of 33*) and
C:£i »• R  is  the  function  defined  by

8%:Q + 2°*  is  the  subdifferential.
Combining  equations  of  equilibrium  (1.4)  and  constitutive  relation  (1.7)  with  the

reaction  force  relation  (2.9),  the  strain  incompatibility  relation  (2.10)  and  the  external
force  relation  (2.11)  we  arrive  at  the  following  system  of  two  variational  inequalities

for  the basic unknown  (q, 7t) e Q x II, provided that a function C:Q + R, defined by %  Ł

=   inda+ C, satisfies  the condition 8%  = dind£ + <9C. In  the  foregoing  system ~K:"X -> &

stands for  the operator  given by

K(- )  = K( - )+ E(u0) .  (2.13)

8)  Let a be an arbitrary  proper  convex  function  defined  on a Banach space X. Following  [10] we are
the  notation

8K(X) =   {x* eX*:  a.(y)- a.(x)) > <x*,  y- x}x,  VyeX}e  2X*,

where X*  is  the dual  of X,  < • , •  >x  is  the pairing between X*  and X,  2X*   stands  for  the  family  of  all
subsets  of  X*.  The mapping

Xex

is  said  to  be  the  subdifferential  of  a.
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In particular, if constraints for  generalized stresses  are absent, i.e. n  = I I , then (2.12)
reduces to the following  system  of  relations

= 0,

for the basic unknown (q, re) e Q x I I . If only „dead" loads act at the body then £ =  ind£.
The system  (2.12) can be represented in equivalent  form  as  follows

/ t rpf(«)(E*(p) - E*(q)) ]«fo-   / b 0  •   (*(p)- *(q))< fo
B

(*(p)- *(q))<fr+?(p)- |(q)  > °>  VpeQ,  (2.12)'

5=0,  Voe ll.

Now, let us  assume  that the realization of  the constraints are quasi- ideal,  i.e.  (1.6)' and
(1.8)' hold. In this case the governing relations take the form  of two following  variational
inequalities

in  which  (q,7t )eQxII   is the  basic  unknow,  provided  that  the  function  oc:Q- >R,
defined  by a =   (ł  + C, satisfies  the  condition  da =   dfi + dĘ , where  p(p) =  p(4»(p) +
+  u0),  Vp eQ  and  y(p) =  YO^(P))>  Vp ell,  and 5a,  By stand for  the  subdifferentials
of a and y,  respectively.

3. System  of variational inequalities

The general form of the governing relations for problems of  elastostatics  with constra-
ints for displacements and stresses given by (2.4) and (2.7) takes the form of two variational
inequalities (2.12) — for  the ideal constraints, and (2.15) — for  the quasi- ideal constraints.

In  this Section we shall  consider more general  abstract  problem which  can be stated
as  follows:  find  (u,<r) eVxY*  such  that

iL*a- fe - B<p(u)

\Ko- Lue- df{a),  ( 1 1 )

where L:V— Y is a linear continuous operator from  reflexive  Banach space  V  into a  re-
flexive  Banach space Y with  domain D(L) =  V, V*  and  Y*  are  the duals of V and Y,
respectively, K: Y*  - * Y is a maximal monotone operator from  Y* into Y with the domain
D(K) —  Y*,  f.V- >  R  and f.Y* - >•  R  are  proper  lower  semicontinuous  functions  on,
F and  Y*, dy:V- +2v*   and d?:Y*+2r  are  subdifferentials  of q>  and  y,  respectively
f  is a given fixed  element of V*. The  norms  on  V and  Y will  be  denoted  by  || • ||K  and
|| •  ||y,  respectively.

Note,  that  putting  in (3.1)  V = Q, 7 = IP, L = W*E* ,  <p   «, y » y, /   **f?|»
we  obtain  the  system  (2.15).
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Systems of variational  inequalities of the form  (3.1) have been analyzed  in  [2] under
the assumption that Ker L —  0 (Ker L denotes the null space of L). In our considerations
this condition  in general  is not  satisfied.

If Ker L is not trivial subspace of V, i.e. Ker L $ 0, we pass to the quotient with Ker L.
Thus,  we  introduce

V  = V/KcIh

and  define  L'\V  * Y setting

LV  = Lu,  ueu',  u e V.

As it is known, V  equipped with the norm

ll'i r  i f  lr l|  + «?llc,  usu,  ueV,
Q e Ker  L

is a reflexive  Banach  space,  [9]. Assuming  that

</, Q)V = 0  Vg G KerL,

<P(V+Q)   <p(v)  Vg eKerL,  veV,

we can define /" e (V')*  and  q>':V ~* R setting

</>">. = </, u\,  ueu\  ueV,

cp(u) = cp(u),  u eu,  u' e V,

where  (V)*  stands for the dual of V. As a results  we obtain  the following  system of
variational  inequalities

\KaL'ue8f(a)

for  the basic  unknown  (w", cr) e V'xY*.  Above,  (L')*:Y*  * (V)*  and 8cp\V  * 2<V!)'
stand for the adjoint  of U and the subdifferential  of cp',  respectively.

It  must be stressed  that  if (u, a)eV'x  Y* is a  solution  of (3.2) then  any element
(w, cr) e Vx 7*, where w £ «\ is a solution of (3.1).

The formal  structure of (3.2) is the same as that of (3.1) and furthermore  KerZ/ = 0.
Thus for  the formulation  of existence resulsts we can use the argument given in [2].  To
this aid let us define the function  a •: Y* *• R putting

«'fo)    («O*((Lrv+f) ,  Vi? 6 Y\  (3.3)
where  (q>')*:(V)*   * R is the conjugate  of  q>'.

Theorem 3.1, [2]. Suppose  that

(i)  ||IV||r > c\\u\\\  WeV,  c > 0;

(ii)  {KrjKa,rjayy^c\\rja\\^,  Vi),(reP,  o  0;

(iii)  dip + da,'  is maximal  monotone.

Then  (3.2) has at least  one solution. Moreover, the solution is unique with  respect to a.
As an immediately  consequence of the above Theorem we have

4  Mech.  Teoret.  i  Stos. 2/85
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Theorem  3.2. Suppose  that

(i)  <p(v)  = <p(v+o)  VQ 6 KerL,  v e V;

(ii )  </ , Q>v  = 0  Ve e KerL;

(iii )  \ \bo\ \ ,>c iń £
Q e Ker L

(iv)  (Kri- Ko,  rj- ayY  ^  c||»?- cr||?*  \ / iq,aeY*,

(v)  dip + da'  is  maximal  monotone.

Then  (3.1) has at least  one solution. The solution  is unique with  respect  to a.  Moreover,
if{u,  a) is a solution  of (3.1)  then for  any Q e Ker I-  the pair  (U+Q, a) is  also  a  solution
of (3.1).

In  Theorem 3.2 conditions  (i) -  (iii )  assure  the maximal  monotonicity  of da.  In fact,
from  (iii ) we have  the  surjectivity  of  (£')*»  i.e  Im(L')*  =   (V)*,  which  together  with  (i)
and  (ii) guarantees  that  a'  is  a  proper  lower  semicontinuous  convex  function.  As  it  is
known,  subdifferentials  of such  functions  are maximal  monotone mappings [5].

I n  particular,  if  ip = 0  on Y*, then  8f  = 0  and the sum  dy+da,'  reduces  to da.',
which  is maximal  monotone. Thus  the condition (v) in Theorem 3.2 is satisfied  immedia-
tely.  Moreover,  the second  inequality  in  (3.1) becomes  the equality.  I t  implies  that  if
(«t ,  a), («2, a) are any solutions of  (3.1), then ux —u2  e KerL. As a results we can  formu-
late  the  following

Theorem  3.3. Suppose  that

(i)  q>(v)  =   <P(V+Q)  VQ e KerL,  v  e  V;

00  </, 0>v = 0  Ve s KerL;
(iii )  \ \Lv\ \r  > c  inf  ||o+ e||y,  v e V,  c>  0;

Q S  Kxr Li

(iv)  y>BsO  o n P;
(v)  ^ - AT ff. ł j- ff^^c I l i j- a lU,  Vf},aeY*.

Then  (3.2) has at least  one solution. The solution  is unique  with  respect  to a. Moreover,
if  («!, a) and (u2, a) are any solutions  of  (3.2)  then M a- w2  e KerL.

From our considerations it follows  that  the condition  (iii ) in Theorems  (3.2) and  (3.3)
plays  the fundamental  role  in the existence  of solutions  to the problem  under  considera-
tion. As it is known  this condition is equivalent  to the closedness  of the image of L,  I m L
in  Y,  [9].

Let us consider  the case in which  L : V -> Y can be represented in the following  compo-
sition L =  AB, where A :X  - *•   Y and  B: V - *•  X  are  linear  continuous operators, X  is a re-
flexive  Banach  space.  N ote,  that  setting  A  =  ?*   and B  =  E *   we  obtain  L  =  T * E * .
The below  lemma  characterizes  in terms  of A  and B conditions  under  which  ImL is a closed
subspace  of  Y.

Lemma  3.1. Suppose  that  A  is surjective,  i.e. Im^  =  Y, and that  there  exists  an  abso
lute  constant  c > 0  such  that  ||2to||x  ^  c||a||v, V© e V.  Then  ImL,  where  L  = AB, is
a  closed  linear  subspace  of Y if and only  if Ker,4+Im.fi  is a  closed  linear  subspace  of X.

Proof.  {Sufficiency).  Assume  that  Ker^4+Im5  is  closed  and  that  {Lvn},  vneV,
n  =  1, 2 , . . . ,  converges  to  y,  i.e. Lvn  + y  as  n > oo. It  suffices  to  prove  that  y  =  Lv
for  some v e V. By the surjectivity  of A we can find  a constant  cx  >  0 with
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The  sequence  {ABv„}   satisfies  Cauchy  condition.  From  (3.3)  it  follows  that  we  can  find
{x„ },  xn  e Ker A  such that  {Bvn  + xn}  is Cauchy sequence, so it converges.  By the assumption
the  limit  of  this  sequence  belongs  to  KerA  + lmB,  i.e.  Bv„ + x„  -»  Bv + x  as  «  -> oo  for
some  v  eV  and  x  e Ker A.  Hence ABv„  -> ABv  and  consequently  we  obtain y  — ABv  =
=   Lv.

(Necessity).  Assume that Bv„ + xn  -> x  asn  -> oo, wherew„   e  K, JC„  e  Ker^, n =  1,2,  ....
F rom  the continuity  of  A  we  have  ABvn  - *  /4x.  But  the range  of  L  =  ^  JS is  closed  by  the
assumption  and  therefore  /Lr  =   ABv  for  some  » e F.  Hence  x  =  Bv + x  for  a  certain
x  e Ker ,4. This  completes  the  proof  of  the  lemma.

The  above  Lemma  shows  that  the  closedness  of  Im  L  is  equivalent  to  the  closedness
of  the  sum  K er^ + Imi?  (under  suitable  assumptions  related  to  A  and  B).  Now  we  give
some  usefull  result  for  the  sum  of  closed  lineare  subspaces  of  a  Hilbert  space  to  be  again
closed.

Lemma  3.2.  [11] Let X  be  a  H ilbert  space  and  let M  and N  be closed  linear  subspaces
of  X.  Let  us  denote  by  R  the  intersection  of  M  and  N,  i.e.  R  =  M nN.  The  ortogonal
projection  of  X  onto  R  will  be  denoted  by  P, P:X  - * R.  Suppose  that  there exists  e  >  0
such  that

\ \x- Px+y- Py\ \x  Z  e  (*)

for  any  x  e M and y  e Nsuch  that  ||jc—Px\ \x  =  1 and  \ \y—Py\ \x  — 1. Then the sum  M+N
is  a  closed  subspace  of  X.

Proof. Let  {x„+y n}  be  a  sequence  in  M+N  (x„  e M,  y„ eN,  n+\ ,  2,  ...)  converging
to  x  and  such  that  \ \x„- Px„\ \ x  =  1,  \ \y,i~Pyn\ \ x  =  1.  n  =  1, 2,  ....  We  have  to  prove
that  x  e  M+N.  F irst,  we  will  show  that  the  sequence  {x„—Pxn}  satisfies  Cauchy  condi-
tion.  Suppose  that  it  is  not  true.  Then  there  exists  d  >  0  and  a  sequence  {k„}   of  natural
numbers  that

for  any  natural  number  n. F rom the continuity  and  linearity  of  P we  have

P(Xn+yn)  =   Pxn  + Pyn  - * Px,  as  n  -> oo.

Since  the  sequence  {x„+y„—P(x„+y„)}   converges,  it  has  to  satisfy  Cauchy  condition.
Hence

\ \Xn+n  ~Pxn+k  +yn+ k,—Py„+ k  —xa + Px„—y„ + Pyn\ \ x- *Q,  n->  oo.  (3.5)

F or  the  simplicity  of  denotations  let  us  put

«„, =   xm- Pxm  and  /?,„  =   ym- Pym,  m  =   1,2, ...

U nder  the  above  denotations  (3.4)  and  (3.5)  take  the  form

I K+ *, , - aJ lx  S5  <5>  «  =  1»2,  ...  (3.6)
and

||«ii+*  ~<xn + Ai+fc  "Aill x  - >•   0,  as  n  - >•   oo.  (3.7)

From  (3.6)  and  (3.7)  we  obtain

^Ż h—"  +  "+ *"  "  -> 0,  as  n  -> co.  (3.8)
ll««+*.- a»llx  11 <W„- <*„l lx

4«
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Since

~ [

for  any  n,  the  condition  (3.8)  yields

1,  as  n  - * oo. (3.9)

At  the  same  time  we  have

! ! « K l l
n- Pn

!!««+ *, - Kflllj f  WPn +  k,- PnWx l|a»+*„- <*»llx

Pu +  k.~Pn

This condition together with  (3.8) and  (3.9) gives

On  nothing that
an + fc , ~~  an  xn+k„~ XH

- > 0  as  n  - *•   oo.

*«+)(„

(3.10)

l lx
- P  T

fjl x  /
k„   xn

-   G  M, =   1,  f i - 1 , 2,  ...

i n p

I  similarly  for  -  ̂ —^- p— I and  taking  into account  (3.10) we  arrive  at the contradiction
'  llPn+Jfc„- - Pnll.Y  /

with  the assumption  (*) . Thus  sequences  {x„—Px„}  in  M  and  {y„—Py,,}  in N  have  to  sa-
tisfy  Cauchy condition. From  the closedness  of M  and N  it follows  that there exists x  e  M
and  yeN  that  xn- Pxa  - * x  and  y„- Py„ - * y.  Hence  x„+y„  =  x„+y„- Pxn- Py„  +
+P(.x„+y n)  - * x+y+Px  and  finally  we  obtain  x  — x+y+PxeM+N.  This  ends  the
proof  of  the  lemma.

4.  Existence  and  uniqueness results

Now,  on  the base  of  the  results  given  in  Section  3 we  shall  formulate  some  sufficient
conditions for  the existence  and uniqueness  of  solutions  to problems  governed  by  systems
(2.12)  and  (2.14).

Let  us  begin  with  problems  in  which  on  generalized  displacements  and  generalized
stresses  are imposed  some restrictions. In this case the corresponding system  of  variational
inequalities  takes  the form  (2.12). Putting

e  II ,

Ę *  being  the  conjugate  of  %,  denoting  by  5R the  intersection  of  Ker  *F * and  Im E4»,  i.e.
9J  =  Ker*F*  n  Im E4>  and  by  P^ the  ortogonal  projection  on  9?, P^: © -> (3, we  arrive
at  the  following
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Theorem  4.1.  Suppose  that  (2.1),  (2.3)  and  (2.6)  hold.  Moreover,  let  the  following
conditions  be  satisfied:

(i)  K is maximal monotone operator with the domain D(K)  =  X such that there exists
positive  constant  c, c >  0,  with

(ii)  There exists positive constant e, e.  > 0, suchthatfor any or e Ker ?*,  ||crF3{o||2  =
1  and  any  YJ  e ImEO,  | |IQ—JPSHTT] 112 =  1 the  following  inequality holds

>  e;

(iii)  <f* |o , *(p)X  =  0,  Vp e  Ker?*E*;

(iv)  Ę (q) -   C(q+ p)  Vp £ Ker\ F*E#,  q eJQ;

(v)  5(JL+3indn is  maximal monotone.

Then  (2.12)  has at  least  one solution  (q,Tt) e£ ł xft.  The solution  is unique with  respect
to u  and for  any p e Ker T*E<E» the pair  (q+ p, it)  is  also  a solution.

Proof  of  the above  theorem follows  immediately  from  Theorem 3.2 and Lemmas  3.6
and  3.7.

An  analogous  result  can  be  formulated  for  (2.15)  replacing  only  in  the  hypotheses
(iv) and (v) of Theorem 4.1 the functions C and indfi by a and  y,  respectively.

I f  there are no restrictions  on generalized  stresses  then n  = I I  and the system  (2.12)
reduces  to  (2.14).  In  this  case  the  assumptions  (iii )  and  (iv)  imply  immediately  (v) and
therefore  we  obtain

Remark  4.2,  Suppose  that  (2.1),  (2.3)  and  (2.6)  hold.  Moreover,  let  the  hypotheses
(i), (ii) , (iii) , (iv) of Theorem 4.1 be satisfied.  Then problem  (2.14) has at least one solution
(q, TC) e Q x I I .  The  solution  is  unique with  respect  to n  and  for  any p e Ker *F *E *  the
pair  (q+ p, 7t) is  also  a  solution.

Remark 4.3. Let us suppose that  ft  =   I I  and Q. = Q  (restrictions on generalized  displa-
cements and generalized  stresses  are absent) and that \  = 0 (the body  is subjected  to the
„dead"  load  only).  Then  (2.12)  reduces  to  the  system  of  two  equations.  In  this  case
if  (qj, 7t) and (q2, TC) are any two solutions of (2.12) then qt — q2  e Ker T *E * , i.e. we have
obtained  the  uniqueness  of  generalized  displacements  with  respect  to  elements  of  Ker

Remark  4.4.  From  our  considerations  it  follows  that  in  general  the  displacement
field  in problems with stress  constraints of  the form  (2.7) is not uniquely determined. The
uniqueness  depends  on  the  kernel  of  the  operator  T *E * .  If  Ker SP*E*  = 0  then the
solution  is unique, but if  Ker  *F *E *  is not trivial  subspace  of Q.  then the strain field can
be determined up to strain fields  belonging  to the set  {H  = E«f»(p)  for  some p such that
/  trflE*(p) ?(it)]dv  =  0, VTT e n} .

Some applications  of  obtained  results  to  problems  of  plates,  shells,  membranes  and
discretization  can  be  found  in  [3, 4].
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P  e 3 w  M e

HEKOTOPŁIE  PE3yjIf»TATBI
H  0,n ;H 03H A^H 0CTH

B  3JIACT0TATH KE  CO  CBH 3^MH B  nEPEM EmEH H flX  H  HAIIPAJKEHHflX

B  paSoTe paccMOTpen HeKOTopŁift KJiacc npo6neM  Teopnn 9JiacroTaTJiKH co  CBH3HMH B nepeiviemeHHHx
H  HanpjDKeHHHX. PacciwoTpHBaeTCH  CBH3H npHBoflamHe  K npo6jieMOM  c o6o6meHHBiMH nepeMen;eHHHMx
H  o6o6meHHMMn  HanpjDKeHHHMH.  floKa3ano  TeopeMbi  cymecTBOBamia  H oflHO3HaxniocTH   pjift
npoSjieiw.

S t r e s z c z e n ie

ISTNIENIE  I  JEDNOZNACZNOŚĆ  ROZWIĄ ZAŃ  W  ELASTOSTATYCE
Z  WIĘ ZAMI  DLA  PRZEMIESZCZEŃ  I NAPRĘ Ż EŃ

W  pracy  rozpatrzono pewną   klasę  zagadnień  elastostatyki  z  wię zami  dla  przemieszczeń  i naprę ż eń.
Zbadano  takie  ograniczenia,  które prowadzą   do  problemów  z  uogólnionymi  przemieszczeniami  i  uogól-
nionymi  naprę ż eniami. Udowodniono twierdzenia  o  istnieniu  i  jednoznacznoś ci  dla  tych  zagadnień.

Praca została złoż ona w  Redakcji  dnia 21 grudnia 1984 roku


