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1.  Wstęp

Problem  dynamicznych  obliczeń  konstrukcji  mostowych  jest  złoż ony.  Wystę puje
w nim znaczna liczba  parametrów  i nie udało  się   go  dotychczas w  pełni  rozwią zać.

Istotne  oż ywienie  w  rozwią zywaniu  zagadnienia  drgań  nieustalonych  konstrukcji,
m.in.  przy  obcią ż eniach  ruchomych, wnosi  elektroniczna technika  obliczeniowa.  Szczegól-
nego  znaczenia  nabrały  przy  tym  modele  dyskretne  i  oparte  na  nich  metody  macierzo-
wych  analiz konstrukcji,  w  tym zwłaszcza  metoda elementów skoń czonych.  Mimo postę pu
w  matematycznym  modelowaniu  pracy  ukł adów  dynamicznych,  osią gane  rezultaty  nie
mogą   zadowalać.  Jak wynika z analizy  dotychczasowych  prac w tej dziedzinie, charaktery-
zują   się   one podejś ciem  polegają cym  na  rozwią zywaniu  odrę bnych  przypadków.  Bardziej
zł oż one  geometrycznie  ukł ady,  wymagają ce  nawet  w  dyskretnych  modelach  obliczenio-
wych  znacznej  liczby  współ rzę dnych, przy  inercyjnym  traktowaniu  obcią ż eń  prowadzą   do
duż ych  ukł adów  liniowych  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  drugiego  rzę du  o zmien-
nych współ czynnikach, których  rozwią zywanie  jest  bardzo  czasochłonne.  Wynika  to z ko-
niecznoś ci  bezpoś redniego  cał kowania  krok  po  kroku  pełnego  ukł adu  (por.  YOSHIDA,
WEAVER  [1],  BOROWICZ  [2]),  postę powanie  takie  wymaga  generowania  i  odwracania
macierzy współ czynników  w każ dym  kroku  cał kowym,  przy  czym macierze  te,  jak  i postać
wektora  obcią ż eń,  wyznaczane  są   na  podstawie  funkcji  kształ tu.

W  pracy  przedstawiona  zostanie  efektywna  metoda  formowania  i rozwią zywania  rów-
nań  ruchu konstrukcji  poddanych obcią ż eniom zmiennym zarówno w czasie, jak  i w przest-
rzeni.  W  szczególnoś ci  rozważa  się   ogólny  przypadek  inercyjnych  obcią ż eń  skupionych.
Obcią ż enia  te  mogą   być  traktowane  jako  grupy  mas  lub  lepkosprę ż ystych  oscylatorów
pozostają cych  wzglę dem  siebie  w  dowolnie  zmieniają cym  się   ukł adzie.

2.  Idea metody

W proponowanej metodzie wprowadza  się  oprócz stosowania  dyskretyzacji  geometrycz-
nej  również  dyskretne  podejś cie  do  opisu  wielkoś ci  bę dą cych  funkcją   czasu.  Jako  punkt
wyjś cia  przyję to  podstawowe  równanie  dynamiczne  metody  elementów  skoń czonych,
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opisują ce  zachowanie się  konstrukcji  sprę ż ystych  z liniowym  thimieniem, w postaci podanej

przez  ZIENKIEWICZA  [3]:

K8 + CS + M 8 + F  =  0, (2.1)

przy  czym  w  rozpatrywanym  przypadku  oprócz  wektora  F  także  macierze  sztywnoś ci,
tł umienia  i mas  (K, C i M) są   zmienne w czasie.  Do rozwią zania  zagadnienia dochodzi się
drogą   nastę pują cego  rozumowania. Załóż my, że wystarczają ca  jest znajomość  usytuowania
obcią ż eń  tylko  w  wybranych  stosunkowo  odległych  chwilach  czasu  tls  t2,  ...,tm.  Zdeter-
minowane w  tych chwilach  stany  obcią ż enia układają   się  w  kolejne  „zdję cia  migawkowe"
przebiegu  całego  procesu  obcią ż enia.  Jeś li  dodatkowo,  w  miejscu  poł oż enia  każ dego
obcią ż enia  w wydzielonych  chwilach  tt,  wystę puje  wę zeł   (stopień  swobody)  generowanie
macierzy K ( i,  C(, i M<( oraz  wektora  F ,,, może  odbywać  się   bezpoś rednio  na  podstawie
odpowiednich macierzy ustroju  nieobcią ż onego, bez  stosowania  funkcji  kształ tu.  W  tym
celu  wprowadza  się   dwa  kryteria  doboru  wę złów  siatki  podziału  ustroju  na  elementy.
Obok kryterium dotychczas stosowanego,  jakim  jest  właś ciwe  oddanie  cech  geometrycz-
no- materiałowych  obliczanego  ustroju,  wprowadza  się   nowe,  polegają ce  na  takiej  ich
lokalizacji,  by w chwilach  tt  każ de z obcią ż eń znajdowało się   w  wę ź le  (rys.  1).  Jeś li  teraz

Fig.  1

przyjmiemy,  że  znany  nam jest  wpływ  zachowania  się   ukł adu  w  odcinkach  czasowych
pomię dzy „zdję ciami"  (zagadnienie to przedstawiono  w pracy), to dysponując  tak  usytuo-
wanymi wę złami, przebieg zmiennoś ci obcią ż eń i odpowiadają cą   mu  modyfikację   macierzy
współczynników  moż na  opisać  i  wyznaczyć,  deklarując  jedynie  numery  stopni  swobody,
okreś lają ce  położ enia  obcią ż eń  w  chwilach  czasu,  przyję tych  jako  obligatoryjne.  Obo-
wią zuje  przy  tym  założ enie, że  ruch pomię dzy  kolejnymi  chwilami  odbywa  się   po  torze
prostym, z prę dkoś cią   ś rednią.

Udogodnienie powyż sze wystę puje  również  po  przeprowadzeniu  transformacji  redu-
kują cej  liczbę   stopni  swobody  [3, 4]  (tzw.  kondensacji  stopni  swobody)  pod  warunkiem
zachowania  tych, które wydzielone  zostały ze wzglę du  na drugie  kryterium.  D okonać  jej
moż na  przez  transformację   ukł adu współ rzę dnych uogólnionych:

8  =  L8*, (2.2)



INERCYJNE  OBCIĄ Ż ENIA  RUCHOME 41

gdzie  8 — wektor  (u) przemieszczeń  wę złowych  ukł adu  wyjś ciowego,  8* — wektor  (n)
przemieszczeń  wę złowych  ukł adu  zredukowanego,  L — prostoką tna  (u x ń )  macierz  re-
dukcji.

Macierz L może być znajdowana w sposób  oparty na analogii  fizycznej  (por.  np.  [5]),
a  nastę pnie  macierze  sztywnoś ci  i  mas, zredukowane  do wybranych  stopni  swobody,
otrzymujemy  z zależ noś ci

K*  =  LrKL ,  M* =   I/ ML .  (2.3)

Po takiej  redukcji  przestaje  mieć znaczenie typ modelowanej  konstrukcji,  istotne  są   tylko
numery  identyfikacyjne  pozostawionych  stopni  swobody,  przy  czym  nawet  znaczne
zmniejszenie  ogólnej  bazy  współ rzę dnych  (np. na  stć utek  wyeliminowania  obrotowych
stopni  swobody)  nie ma wię kszego  wpływu  na wartoś ci  podstawowych  parametrów dy-
namicznych  konstrukcji, a przyczynia  się  zdecydowanie do podniesienia  efektywnoś ci  dal-
szych  operacji  matematycznych.

3.  Formowanie macierzowego równania  ruchu

Istnieją   dwa podstawowe  modele inercyjnych  obcią ż eń  ruchomych; masa  poruszają ca
się   bezpoś rednio po konstrukcji  i oscylator,  czyli  masa, której  działanie przekazuje  się  za
poś rednictwem wię zi sprę ż ystej  z liniowym  tłumieniem. W  obu przypadkach przemieszcze-
nia, poprzeczne  odcinka  toru, na którym  aktualnie wystę puje  obcią ż enie,  moż na  wyrazić
przez  wartoś ci  przemieszczeń  wę złowych  oraz  założ onych  funkcji  aproksymacyjnych
(kształ tu).  Na rysunku  2  pokazano  odcinek  toru  zawarty  pomię dzy  punktami  s(<;- i)

Fig. 2

i p(tf), w których wystę pują   stopnie swobody  <5f i <S*. Punkty te identyfikują   również położ e-
nie obcią ż enia we współ rzę dnej  czasu. Przemieszczenie  „ś ledzą ce"  W wyraż amy  zią zkiem

W  = HS?,'  (3.1)

gdzie N — funkcja  kształ tu, 8* — wektor przemieszczeń wę złowych koń ców  odcinka  toru.
Przyjmują c,  że obcią ż enie  przesuwa  się  po odcinku ze stałą  prę dkoś cią

At,'
(3.2)
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bezwymiarową   zmienną  geometryczną  moż na wyrazić również jako bezwymiarową   zmienną

czasu

«,  .  *. -   i j l  -   ^ i .  (3.3)

Zakładając  funkcje  kształ tu w postaci  hermitowskich wielomianów  sześ ciennych, zwią -

zek  (3.1)  zapisujemy

(&,  0  - (3.4)

a  uwzglę dniając  ponadto  (3.3),  kolejne  pochodne  czasowe  przemieszczenia  ś ledzą cego

wyraż ają   wzory:

= - 4- KSfAu  '

dt2 dt

(3.5)

symbolem  ()'  oznaczono pochodną   po  zmiennej  geometrycznej.
W  przypadku  obcią ż eń  masą   nieresorowaną   M,  wektor  obcią ż eń  wę złowych  (równo-

waż ników  obcią ż eń zewnę trznych) przyjmuje  postać ,

F? = (3.6)

gdzie  g  jest  przyspieszeniem  ziemskim.
Ostatecznie po uwzglę dnieniu  (3.5)  przy  wartoś ci  Ct =  1,0  odpowiadają cej  położ eniu

obcią ż enia  w  punkcie p(tt)  (por.  [6]),  otrzymujemy

J*  -   0. 6 - r̂ +  6 - - M'6*p. (3.7)

Wprowadzając  powyż sze wyraż enie  na sił ę  do równania p  ukł adu  i grupując  składowe
zależ ne od niewiadomych  d'f oraz d* i jej  pochodnej otrzymujemy  schemat (rys. 3) modyfi-
kacji  macierzy sztywnoś ci  i mas  oraz generowania wektora  obcią ż eń w  chwili  tt,

6M 6M

s

P M P Mg

ju
Rys. 3
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W  analogiczny  sposób  okreś lany  może być  udział  wszystkich  mas  ruchomych znajdu-
ją cych  się   w  danym  momencie na  konstrukcji  i  tym  samym  wygenerowanie  bloków  K*,
Mf.  i  F* -  W  rozważ anym  przypadku  obcią ż enia,  macierze  K*  stają   się   niesymetryczne.
Jest  to wynik  uwzglę dniania  wpływu przyspieszenia  Coriolisa. W proponowanej dalej me-
todzie  rozwią zania  równań  ruchu  o  zmiennych współ czynnikach, wpływ  ten pominię to.
Uproszczenie  to nie ma wię kszego znaczenia, gdy  się  weź mie pod uwagę   realne prę dkoś ci
obcią ż eń  i wartoś ci  przemieszczeń konstrukcji,  a pozwoli  zachować symetryczność wszyst-
kich macierzy  ukł adu.

W  przypadku obcią ż eń masą   M  na zawieszeniu  sprę ż ystym  o charakterystyce kM  z  tł u-
mieniem  o współ czynniku cM>  współ rzę dne wektora  obcią ż eń wę złowych  wynoszą

Ff  -   N T
M(y  -

oraz  równanie  równowagi  ruchomej wię zi  sprę ż ystej  (rys.  2b)

v  dW\
dt +  kM(y- W)  =

(3.8)

(3.9)

gdzie  v współ rzę dna wychyleń  masy  na  zawieszeniu  sprę ż ystym.

D la  wartoś ci  it  -   1,0  otrzymujemy:

F*   -   0, F*   =

- y  =  0 .

(3.10)

(3.11)

Doł ą czenie  dodatkowego  równania  (3.11)  do  ukł adu  równań równowagi  dynamicznej
ustroju  wyjś ciowego,  na  skutek  pojawienia  się   nowego,  (przemieszczają cego  się )  stopnia
swobody y, powoduje  rozszerzenie macierzy współ czynników ukł adu. Schemat modyfikacji
macierzy  sztywnoś ci  i  mas  oraz generowania wektora  obcią ż eń w  chwili  tt  przedstawiono
na  rysunku  4.  I  tym  razem moż liwe jest  uwzglę dnienie wielu  róż nych oscylatorów. Ulega
wówczas  zwię kszeniu  w  odpowiednim stopniu liczba współ rzę dnych, nie wpływa  to jednak
na  sposób  generowania  powyż szych  macierzy.

k M

- kM

- kM

kM M

V

M 9

M

Rys. 4
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Macierz  tł umienia  na  tym  etapie  nie jest  modyfikowana.  Uzasadnieniem  takiego  po-
stę powania jest przede wszystkim mały wpływ na postacie i czę stoś ci  drgań własnych, a wię c
na dokł adność przeprowadzanej  w dalszym  toku  transformacji  własnej. Ponadto za  takim
podejś ciem  przemawia  wcią ż  jeszcze niejednoznaczne  okreś lanie  tej  macierzy  przy  rozpa-
trywaniu  wszystkich  aspektów  tł umienia  (zwłaszcza  tł umienia  konstrukcyjnego).

4.  Rozwią zanie równań

Po  skompletowaniu  bloków  K*  ,  M *  i  F*  dla  wszystkich  chwil  tt,  wydzielonych
z ogólnego czasu trwania obcią ż enia, do rozwią zania  ukł adu  równań  równowagi  dynamicz-
nej  stosowana  jest  metoda  oparta  na  analizie  modalnej  przy  założ eniu,  że  wś ród  liczby
uwzglę dnianych  czę stoś ci  drgań  własnych nie wystę pują   ich wartoś ci  wielokrotne.  W  tym
przypadku  zagadnienie  własne  rozwią zywane  musi  być  dla  stanu  konstrukcji  w  każ dej
z  chwil

( K * - < M *) 8 * ( 1  =  0.  (4.1)

Celowe  wykorzystanie  tzw.  redukcji  dynamicznej  [4] polegają cej  na  opuszczeniu  rów-
nań  odpowiadają cych  wyż szym  czę stoś ciom,  a  wię c  na  nieuwzglę dnianiu  udziału  tych
postaci, które mają   pomijalne  mały wpływ  na drgania  wypadkowe  ukł adu,  umoż liwia  już
na  tym etapie ograniczenie  liczby  obliczanych  najniż szych  czę stoś ci  i  odpowiadają cych  im
wektorów  drgań  własnych.  Przedstawiając  postać  ruchu w  chwili  t  jako  liniową   kombi-
nację   wektorów  własnych  8*y(,()  mamy

K  =  [ 8S u,( )S S2 ( t l )  ... 6 jWł jĄ ,  =  AS ( iz„ ,  •   (4.2)

gdzie  1 <  k  <:  n —  liczba  przyję tych  do  obliczeń  współ rzę dnych  głównych,
A*, f— macierz  ortogonalna  k  wektorów  własnych  z  wagą   mas

z,; —  wektor  współ rzę dnych  gł ównych  w  chwili  tt.

Dysponując  widmami  wartoś ci  wł asnych  co1( ( / ),  oj2lti),  ...,coki,t)  oraz  macierzami  Ajj (|

przeprowadzamy  diagonalizację   ukł adu  w  każ dej  obligatoryjnej  chwili:

(4.3)

d  d2

Otrzymane  tą   drogą   kolejne  postacie  rozprzę ż onych  równań  równowagi  dynamicznej
moż na  przez  aproksymacje  funkcji  współczynników  oraz  obcią ż enia  każ dego  z  równań
zastą pić  jednym  ukł adem k  rozseparowanych,  liniowych  równań  róż niczkowych  zwyczaj-
nych  drugiego  rzę du  o  zmiennych  współ czynnikach  w  bazie  współ rzę dnych  głównych:

Kj<  k.  (4.4)

Separacja  równań  ruchu  pozwala  zastą pić  cał kowanie  krok  po  kroku  całego  układu,
cał kowaniem  kilku  pojedynczych  równań.  Funkcje  współ czynników  oraz  obcią ż enia

' każ dego  z  równań  (4.4) moż na wyznaczyć  stosując  jedną   z wielu  metod  interpolacyjnych.
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Rozwią zanie tych równań przy  wykorzystaniu  maszyn  cyfrowych  nie nastrę cza wię kszych
trudnoś ci,  niewiadome  wartoś ci  funkcji  i jej  pochodnych obliczane  mogą   być  przez  za-
stosowanie  jednej  ze  znanych  metod cał kowania numerycznego.  Po okreś leniu  wektorów
z, ż  i  z  w  wybranych  punktach czasu,  wyraż enie  tych  wielkoś ci  w  bazie  współ rzę dnych
naturalnych  odbywa  się   na  podstawie  transformacji  (4.2).  W  przypadku  niepokrywania
się  założ onych na wstę pie  obligatoryjnych  chwil  z tymi punktami na  osi  czasu,  w  których
chcemy  uzyskać  parametry  ruchu konstrukcji,  zachodzi  konieczność  interpolacji  wartoś ci
wektorów  własnych.

Wprowadzenie  oscylatora  zmienia  rozpatrywany  ukł ad w  sposób  jakoś ciowy,  prowa-
dząc  również  do  zmiany jego  widma czę stoś ci  drgań własnych. Zazwyczaj  jednak  czę stość
drgań własnych oscylatora znajduje  się  w dolnych rejonach, tego widma i gdy sprzę ż enie jest
w istocie znaczą ce, nie wystę puje niebezpieczeń stwo pominię cia jego wpływu przy odrzuce-
niu  równań  odpowiadają cych  dalszym  czę stoś ciom.  Współczynnik  tł umienia  równania
zwią zanego  z  czę stoś cią   oscylatora  moż na przyją ć  jako  stały  i okreś lić  z  zależ noś ci  2y  =
=   cMjM. Zastosowanie  analizy  modalnej pozwala  również uniknąć  generowania  i nastę p-
nie dalszego  przekształ cenia macierzy  tł umienia  ustroju,  której  postać  (w  aspekcie  złoż o-
noś ci zjawiska) jest  trudna do okreś lenia. W zbiorze współ rzę dnych głównych istnieje mia-
nowicie  moż liwość  okreś lania  współ czynników  tł umienia nie  tylko  według  hipotezy  tł u-
mienia  masowego  czy  tł umienia  Teologicznego  wg  wariantu  Voigta,  ale  również  według
hipotezy  ustalonego  dekrementu,  tł umienia  mogą   one być wreszcie specyfikowane  indy-
widualnie  dla każ dej  postaci.  •

S.  Przykład

Opierając  się   na  przedstawionej  metodzie  dokonano rozbudowy  systemu  programo-
wego  ID IM- 34  [7]. N owa konfiguracja  systemu  [5] pozwoliła zachować jego otwartoś ć.

W pracy przedstawiono  analizę  dwóch przykł adów, do których dane ustalono na  pod-
stawie  obliczeń  zamieszczonych  w  pracy  [2]. Belkę   swobodnie  podpartą   obcią ża  się   raz
masą   nieresorowaną   i  drugi  raz  tą   samą   masą   na  zawieszeniu  liniowo- sprę ż ystym  z tł u-
mieniem.  Obcią ż enia  poruszały  się   ze  stał ymi prę dkoś ciami.  Obliczenia  prowadzone były
dla  trzech  róż nych  modeli  ustroju  charakteryzują cych  się   róż ną   liczbą   stopni  swobody.
Modele te, oznaczone B4, B8  i B16  składają   się   odpowiednio z 4, 8 i  16 elementów  prę to-
wych  o równych  dł ugoś ciach  (oznaczonych lx,  l2  i I3).

Dane  fizyczne  belki  wynoszą:  moduł   sprę ż ystoś ci  E  =  21 •   1010N / m2,  moment  bez-
władnoś ci /   =  0,01  m4, pole powierzchni przekroju  F  =  0,1 m2, długość belki  /  =  20,0 m,
długoś ci elementów; I,  =  5,0 m, l2  = 2,5 m, / 3  =  1,25 m, masa obję toś ciowa  # =  267584kg/
Im3,  współczynnik  tł umienia  y  =   0.

W  poszczególnych  modelach  przeprowadzono,  zgodną   co  do  zasady,  kondensację
stopni swobody, i tak kolejne modele ustroju  (B4, B8 i B16) zredukowano do 5,9  i 17 stopni
swobody, pozostawiając  te, które są   przemieszczeniami poprzecznymi wszystkich  (również
podporowych) wę zł ów. W  każ dym  modelu  liczba  stopni  swobody  stanowiła równocześ nie
o liczbie punktów obligatoryjnych  na osi czasu, a funkcje  obcią ż enia i czę stoś ci  drgań włas-
nych  z  równań  (4.4)  aproksymowano  wielomianami  Lagrange'a  o  stopniu  maksymalnie
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moż liwym  do osią gnię cia  w danym modelu, tj. odpowiednio 4- tego, 8- mego  i  16- tego stop-
nia.

W  przypadku  obcią ż enia  belki  ruchomą  masą  bezpoś rednio,  parametry  obcią ż enia
wynosił y: masa M  =   133792 kg, a jej  prę dkość v  =  8,8595 m/ s. Uzyskane w każ dym  obli-
czeniu przebiegi czasowe  ugięć  punktu  ś rodkowego  belki  (rys.  5)  nie  róż niły  się  znaczą co
mię dzy  sobą,  jak  również  w  porównaniu  z  przebiegiem,  którego  wykres  zamieszczono
w pracy  [2].
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W  tabeli  1  przedstawiono  dwie  wartoś ci  charakterystyczne  powyż szego  wykresu
otrzymane przy  kolejnych  modelach; są  t o: ugię cie  maksymalne  (w^)  oraz  ugię cie  wy-
stę pują ce  w  chwili  zjazdu  obcią ż enia  z  belki  (w%).  Ponadto  w  tabeli  tej  podane  zostały
dwie  pierwsze  czę stoś ci  drgań  wł asnych; ustroju  nieobcią ż onego  (ft  i / 2)  i ustroju  w mo-
mencie gdy  ruchoma masa znajduje  się w  ś rodku  belki  {f[ ,  i  f 2 ) .

Tabela 1

Model

B4

BS

B16

w"
"ma x

[m]

0,11661

0,11804

0,11741

[m]

- 0,0158

- 0,0219

- 0,0212

A:
[Hz]

.  1,1005

1,1001

1,1001

[Hz]

4,4323

4,4018

4,4006

fi
[Hz]

0,89762

0,89751

0,89750

fi
[Hz]

4,4323

4,4018

4,4006

W  tabeli 2 zamieszczono wartoś ci  ugięć w£ax  i  w", uzyskiwane  przy wykorzystaniu  mo-
delu B8 z uwzglę dnieniem zmiennej  (od 1 do 4) liczby  form wł asnych.

Rezultaty  zawarte  w  tabelach  1 i  2 potwierdzają  dobrą  zgodność  wyników  otrzyma-
nych przy uwzglę dnieniu róż nej liczby stopni swobody  oraz gł ówne znaczenie podstawowych
form  drgań  wł asnych.  Uzasadnieniem  owej  stabilnoś ci  rozwią zań,  otrzymywanych  przy
wykorzystaniu  proponowanej metody, mogą być wykresy funkcji  przedstawionych  na rys. 6
i  rys.  7.  N a pierwszym  z  nich  znajdują  się wykresy  funkcji  czterech pierwszych  czę stoś ci
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Tabela 2

Liczba
postaci

1

2

3

4

[m]

0,11850

0,11804

0,11839

0,11839

[m]

- 0,021906

- 0,021906

- 0,021831

- 0,021831

drgań  własnych, uzyskane  z  aproksymacji  przy  dziewię ciu  punktach obligatoryjnych.  Za-
równo  charakter  ich zmiennoś ci  (wystę powanie  minimów  lokalnych w  liczbie  równej nu-
merowi  czę stoś ci),  jak  i  wartoś ci  amplitud,  wskazują   na  moż liwość  uzyskiwania  naj-
wię kszych  dokł adnoś ci aproksymacji  funkcji  najniż szego  rzę du,  a  wię c  najbardziej  zna-
czą cych.  Rysunek  7 zawiera  cztery pierwsze,  rozwinię te wzglę dem  form własnych,  funkcje
obcią ż enia, które podzielone zostały przez odpowiadają ce  im funkcje  czę stoś ci drgań włas-
nych.  Tak  okreś lone funkcje,  w  przypadku  gdy  pomija  się   wpływ  inercji  obcią ż enia  (ob-
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cią ż enie sił ą ), decydują   o wartoś ci zmiennych w czasie amplitud —  oscylują cych  sinusoidal-
nie  z  właś ciwą   czę stoś cią  —  funkcji  podcał kowych rozwią zania  Duhamela (5.1).

i

Mr)
sin — r)]dr. (5.1)

Gdy pomija  się   tł umienie, te dwie wielkoś ci;  amplitudy i czę stoś ci mają   decydują cy  wpływ
na  udział  kolejnych  postaci w  rozwią zaniu  wypadkowym.

W  przypadku  obcią ż enia  przyję tej  belki  masą   na  zawieszeniu  sprę ż ystym,  parametry
oscylatora wynosił y: M  =  133792 kg, kM  =   262500  N / m, cM  =  37480 Ns/ m, a jego  prę d-
koś ćv  =  11,206 m/ s.

Uzyskany  wykres  ugię ć  dynamicznych punktu  ś rodkowego  belki  pokazano na  rys.  8,
a  wartoś ci  wielkoś ci  charakterystycznych  (okreś lonych  poprzednio) zamieszczono  w  ta-
beli 3.

W  obliczeniach  przy  każ dym  modelu uwzglę dniono  trzy  główne  formy  własne, przy
czym pierwsza jest tu formą  wynikają cą   z wprowadzenia oscylatora. Porównanie zmiennoś ci
wartoś ci zestawionych w tabelach 1 i 3 pozwala stwierdzić —  mniejszy  tym  razem —  wpływ
liczby  stopni swobody  na zgodność wyników.  O ile przy  obcią ż eniu masą, wyraź ne ustabi-
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Tabela 3

Model

B4

B8

B16

[m]

0,13037

0,13087

0,13148

[m]

0,00516

0,00576

0,00581

A
[Hz]

0,22233

0,22293

0,22293

fi
[Hz]

1,1005

1,1001

1,1001

fi
[Hz]

0,22183

0,22262

0,22274

[Hz]

1,1083

1,1043

1,0970

lizowanie  wartoś ci  porównywanych  wystą piło  w  modelach  B8  i  B16,  to  przy  obcią ż eniu
oscylatorem wynik  uzyskany  przy najprostszym  modelu B4 jest również bliski pozostał ym.

Uzasadnienie  powyż szego  i  tym  razem  moż na znaleźć  analizując  przebieg  funkcji,  od
których zależy  rozwią zanie  zadania. N a rys.  9 pokazano wykres  funkcji  pierwszych  pię ciu
czę stoś ci  drgań  wł asnych.  Pomimo że  obraz  przebiegu  tych  funkcji  wydaje  się   ś wiadczyć
o  ich  stałej  wartoś ci,  zawierają   one  jednak  pewną,  niewidoczną   w  tej  skali,  zmienność
w  czasie. Tym  razem wystę puje  tendencja  odwrotna, niż to miało miejsce  przy  obcią ż eniu
bezpoś rednio  masą.  Otóż w  kolejnych  funkcjach  czę stoś ci  pojawiają   się   nie  minima, lecz
maksyma  lokalne  w  liczbie  równej  numerowi  danej  postaci  drgań  (liczą c  z pominię ciem
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postaci wynikają cej  z wprowadzenia  oscylatora), jak  również  obserwuje  się  zanikanie war-
toś ci  ich amplitud wraz  ze wzrostem  numeru czę stoś ci.

Rysunek  10 zawiera  wykresy  trzech pierwszych  funkcji  obcią ż enia w  konwencji  okreś-
lonej  wcześ niej.  Funkcja  o  numerze  j  — 1  jest —  rozwinię tą   wzglę dem  form  własnych
i  podzieloną   przez  właś ciwą   czę stość — prawą   stronę   równania  oscylatora.  Jest  ona  po-
dobnie uformowana  jak  pierwsza  funkcja  równania  belki  i  przy  założ onych parametrach
ukł adu ma znacznie mniejszą   amplitudę. Dalsze, nie pokazane funkcje  mają   ten sam kształt
jak  na rys.  7.
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Mają c  powyż sze na  uwadze, jak  i  brak  widocznych  róż nic pomię dzy  wykresem  ugięć
punktu ś rodkowego  (rys. 8), a analogicznym wykresem  zamieszczonym w pracy  [2], moż na
stwierdzić, że powodem  tak  dobrych  rezultatów jest  z jednej  strony  model matematyczny
ustroju, który już przy  niewielkiej  liczbie  stopni swobody  pozwala  uzyskać z dużą   dokład-
noś cią   podstawowe  parametry  drgań  swobodnych,  z  drugiej  zaś  ł agodny przebieg  pierw-
szych  funkcji  czę stoś ci  i  obcią ż enia, pozwalają cy  na  dokł adną   ich  aproksymację.

6.  Wnioski

Przedstawiony  sposób  powią zania  współ rzę dnych przestrzeni  i  czasu  umoż liwia  efek-
tywną   analizę  drgań wymuszonych  praktycznie dowolnych konstrukcji  w  zakresie  liniowo-
sprę ż ystym  przy  ruchomych obcią ż eniach  inercyjnych  traktowanych jako  grupa  niezależ-
nych mas  skupionych  lub  pojedynczych  oscylatorów.  •

Efektywność  zaproponowanej  metody  wynika  z  dwuetapowej  redukcji  współ rzę dnych
ukł adu  =  statycznej  i  dynamicznej. Redukcja  statyczna  ukł adu  (kondensacja  stopni  swo-
body) pozwala zmniejszyć  ogólną  liczbę  współ rzę dnych naturalnych, ograniczając je jedynie
do  tych,  które  mają   istotny  wpływ  na  drgania  ustroju.  Redukcję   dynamiczną  — w  tym
przypadku — umoż liwia zaproponowany sposób rozwią zywania  ukł adów równań o zmien-
nych współczynnikach przez  ich diagonalizację   interpolacyjną   na podstawie  diagonalizacji
w  okreś lonych  chwilach.  Wykorzystanie  rozwinię cia  wzglę dem  form  własnych,  a  wię c
rozwią zania  ukł adu we współ rzę dnych głównych ma jeszcze tę  zaletę, iż czyni  stosunkowo
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gładkimi  funkcje  bę dą ce  współ czynnikami  i  wyrazami  wolnymi  równań  odpowiadają cych

najniż szym  formom,  co  podnosi dokł adność  ich  aproksymacji  na podstawie wartoś ci stabli-

cowanych.  Najczę ś ciej  już  kilka  pierwszych  równań  postaci  modalnej  wystarcza  dla  uzys-

kania  wyników  technicznie  dokł adnych.
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HArPY3KAX

B  paGoTe npefleraBJieH  Meioa  o6pa3OBannH  H peuieH iw  ypaBiieHHii  ffBumwwt  KOHcrpyiumii,  nofl-
Bep>KenHbix  fleiicTBHio  noflBH>Kiifaix  imepTHHX  iiarpy3oi<)  pacciwaTpiiBaeMbix  B Bitne  rpynn  cocpeflo-
• rcraeHHbix  Mace  HJIH  BH3K0- ynpyrnx  ocunJUMTopoB. llpiraera  OTflenŁHŁie  Harpy3iai  Mory?  ociaBaTBca
no  oTiioiuenHio i< ce6e  B npn3BOJibHo n3MeiiHiomeMcn  cooTHomenHH.

B  npeflJiaraeMOM   cnoco(5e  peuieimu  ncnoJib3OBaii  Meiofl  KOHeiiRŁix  aJieiweHTOB, B  KOTOPOM  KpoMe
i-i flnci<peTH3anHH ncnojiB3OBaH pa3Hocria>ifi  MCTO^ nnn  oniicannn

3T OT  CIIOCOG  peuieH ua  no3BaJi«eT  3t])cpeKTiiBH
erpyKTypu  B  jmneftuo- yripyroił   oSnacra  n pn  CJIO>KHWX  noflBii>KHwx  Harpy3Kax.

BbrreKaeT n3  flBysTaiinoii  peflyi<qnH  KoopflHHaT CHCreMbl —  eraTimecKOH H flHHaMiwecKOH — npii-
nocJiesiMH  BO3Mon<na  SnoroflapH  npHMCHcunio nirrepnojiapnow  ja,HaronajiH3amin  CHCTCMŁI ypaB-

S u ni  m a ry

A  METHOD  OF  SOLVING  EQUATIONS  OF  MOTION  FOR  INERT  MOVIN G  LOADS

A method of formulating  and solving of  the equations of motion of the constructions subjected  to  the
inert  moving  loads  is  presented.  The  loads  are  treated  as  groups  of  concentrated masses  or  viscoelastic
oscillators,  particular  loads  can  be  in arbitrary  varying relations  with  respect  to one another.

In  the considered solution we make use  of the finite  element method and apart from  the  geometrical
discretisation  also  the time depending quantities are discretised.  The method lets  us  to  find  the  effective
solution  in  the linear  elastic  regions  for  complex  moving  loads.  The effectiveness  of  the  method  results
from  the  two- stage  reduction  of  the  coordinate  system — static  and  dynamic;  the  latter  one  is
feasible  due  to  the  introduction  of  the  interpolar  diagonalisation  of  the  system  of  equations  of  motion.

Praca została złoż ona w Redakcji dnia 29 lipca 1982 roku


