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Sterowanie  lotem  obiektów  latają cych  realizowane  jest  najczę ś ciej  za  pomocą   sił  aero-
dynamicznych  lub  innych  równoważ nych  tym  sił om oddział ywań.  Jednakże niezależ nie  od
sterowań  wiele wł asnoś ci  obiektu  istotnych  dla  optymalizacji  zwią zanych  jest  z jego  konst-
rukcją ,  jego  wewnę trznymi  param et ram i.  Zmiany  w  konstrukcji  obiektu,  wprowadzenie
dodatkowych  sprzę ż eń  pomię dzy jego elementami zasadniczo wpł ywają   na charakter ruchu.
Z adan iem  optymalizacji  jest  ustalen ie  takich zwią zków  mię dzy  ukł adem sterowania  a para-
metrami  konstrukcyjnymi  obiektu,  aby  proces  przejś ciowy  cał ego ukł adu  był  jak  najszyb-
ciej  t ł umiony.

Zależ noś ci  pomię dzy  param et rami  obiektu  a  charakterem jego  ruchu wyraż one  są   ana-
litycznie  przez  współ czynn iki  równań  róż niczkowych  opisują cych  dany  proces.  Z  tego
wzglę du  optymalizacja  ruchu  obiektu  może  być  wykonywana  nie  tylko  przez  dobór  odpo-
wiednich  oddział ywań  zewnę trznych  i  programu  ich  zmiany  w  czasie,  lecz  również  przez
dobór  odpowiedniej  konstrukcji  obiektu  i  parametrów  ukł adów  wewnę trznych.  Synteza
optymalnych  ukł adów  powinna  uwzglę dniać  oba  obszary  optymalizacji,  tak  obszar  stero-
wań,  jak  i  obszar  param et rów  obiektu.

Jako  szczególny  przypadek  zbadano dynamikę  podł uż nego ruchu  samolotu z ruchomym
waż kim  sterem  wysokoś ci  i  odkształ calnym  ukł adem  sterowania  [4].

Stosowane  oznaczen ia:

CH  —  współ czynnik t ł umien ia wiskotycznego  w ukł adzie  sterowania(zredukowany),
k  —wspó ł czyn n ik  sztywnoś ci  zastę pczej  w  ukł adzie  sterowania,
xH  —  zredukowany  współ czynnik  sztywnoś ci

Ca  —  CrSH,  xH  =  km  Tgu,
rsH  —p r o m i eń  bezwł ad n o ś ci  steru  wysokoś c i,

m  —m a sa  sam olo tu
msB  —  m asa  steru  wysokoś ci,
eH  —  odległ ość  ś rodka  masy  steru  wysokoś ci  od  jego  osi  obrotu,
Zn  —  współ rzę dna  osi  obrotu  steru wysokoś ci wzdłuż  osi  z,

*> Referat wygłoszony na  I Krajowej  Konferencji  „Mechanika w lotnictwie".
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Sf,  .  • — współ rzę dna  osi  obrotu  steru  wysokoś ci  wzdł uż  osi  x,

Xd  —  przemieszczenie  rą czki  drą ż ka  sterowanego  w  kierunku  x,

V(U;  V;  W) — prę dkość  lotu  i  jej  skł adowe  wzgl.  odpowiednich  osi  ukł adu  Oxyz,

p,q,r  —p rę d ko ś ci  ką towe  obrotu  samolotu  wzgl.  odpowiedn ich  osi,

L  —  moment  przechylają cy,
M  —  moment  pochylają cy,
N  —  moment  odchylają cy,
M  —  moment  pochylają cy,
I H  —  masowy  moment bezwł adnoś ci  steru  wysokoś ci  wzgl.  osi  obrotu,
I y  —  moment  bezwł adnoś ci  samolotu  wzgl.  osi  Oy,

MH  —  moment  zawiasowy  steru  wysokoś ci,
P(t)  —  zewnę trzna  siła  wymuszają ca,
Q  —  cię ż ar  samolotu,

Mwz  —  sterują cy  moment  zawiasowy  steru  wysokoś ci,
T  —ciąg  silników

1.  Równania ruchu samolotu

Rozpatruje  się podł uż ny ruch samolotu  o napę dzie odrzutowym.  Przyjmuje  się,  iż ruch
odbywa  się  w  pionowej  pł aszczyź nie,  która  pokrywa  się  z  pł aszczyzną  symetrii  samolotu.
Równania ruchu zapisano  posł ugując  się ukł adem osi  przepł ywu  Oxa  z„,   którego  począ tek
umieszczono w ś rodku  masy  samolotu. Zał oż ono,  iż samolot jest bryłą  sztywną, natomiast
ukł ad  sterowania  sterem  wysokoś ci  jest  odkształ calny,  charakteryzują cy  się  odpowiednią
sztywnoś cią  i tł umieniem.

Przyję to  ustalony  ruch  prostoliniowy  samolotu  okreś lony  nastę pują cymi  parametrami

V  =   vo,  ya  =   Yao, @ =  ®o,  «  =  «o  =   &o~Yo,  <5« =  <5//o —  kąt  wychylenia  steru
wysokoś ci  dla ustalonego  ruch  samolotu.

Ponadto zakł ada się,  iż  małe perturbacje  V nie mają  istotnego  znaczenia dla procesu  opty-
malizacji,  a wartoś ci  ką tów  y  i  a są  małe pozwalając  na linearyzację  (sin  •£ ~  •£  ; cos  £  g
£  1).  Dodatnie zwroty  sił   i  momentów  dział ają cych  na  samolot  przyję to  jak  na  rys.  1.
Schemat  odkształ calnego  ukł adu  sterowania  sterem  wysokoś ci  pokazano  na  rys.  2.  Przy
powyż szych  zał oż eniach  ukł ad  równań  opisują cych  ruch  samolotu  wzglę dem  trajektorii
lotu poziomego  ma postać:

 ̂ ^ i  ̂ (1.2)
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gdzie:

Rys.  1.  Układ współ rzę dnych  osi oraz dodatnie kierunki  sił, momentów i ką tów

p,L,   A

Rys.  2.  Schemat odkształcalnego układu sterowania  steru wysokoś ci

V  '6H+ CH-   bH -  bH  =   mn- ~

da  cfa
d t +  dt  •

(1.3)

(1.4)

i i *



644  S.  DUBIEL,  M.  M RÓZ

Wyeliminowując  z równań ką t ya  i jego pochodne oraz pomijając  równanie (1.1) jako,
że lot jest poziomy ze stałą  V

{Ya  -   Yao  = 0,  sina  s  a),

równanie  (1.2) moż na zapisać w postaci  (1.2')

^L  = b- a- g,  (1.2')

gdzie:

Uwzglę dniając  (1.2') w równaniach (1.3) i (1.4), otrzymuje się  układ równań ruchu samolo-
tu z odkształcalnym układem sterowania w nastę pują cej postaci:

+C+   oc  -   a0  •   dII+a l  •  6H+f t,  (1.5)
dt2

gdzie:

a0  =  — -
Ms

JH  \   IH   1 \   in  /  J '

•  (\ Ą - Y)- \  [\   I   mBeBSH\   M < t l . „   •   M

L  hi  \  In  I   h  \  'n

W zapisie macierzowym układ równań (1.5) i  (1.6) przedstawia  się  nastę pują co:

x  =  A- x+ F ( O,  (1.7)

gdzie:

X±   =  Ct',  X2  —  Ot  ',  X3  =   Ofl',   X4  =   OJJ  I
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"Współczynniki- oznaczone  *5  są   tymi parametrami, które należy  w procesie  optymalizacji
dobrać celem zapewnienia  odpowiedniej  charakterystyki  napę du ze wzglę du na tłumienie
procesu  przejś ciowego.

2.  Optymalizacja parametrów dynamicznych

Własnoś ci  dynamiczne obiektu  reprezentuje  macierz stanu A,  zatem dla  optymalizacji
parametrów napę du sterów zapewniają cych  najszybsze tłumienie wahań samolotu  rozważ a-
nia sprowadza  się   do analizy  układu bez wymuszeń,  czyli

x  = A- x.  (2.1)

Wartoś ci własne macierzy stanu A okreś lone są  przez równanie charakterystyczne o postaci:

I AT I I   —  0.

gdzie:  I —jest  macierzą   jednostkową,  a  , / "  dla  i =   1, 2, 3, 4]  stanowią   wartoś ci  własne
macierzy  A.

Macierz A  nie musi posiadać  rzeczywistych  wartoś ci  własnych, ale ponieważ  |A- r  l|  = 0
ma współczynniki  rzeczywiste,  to wszystkie zespolone wartoś ci  własne muszą  być parami
sprzę ż one.

4

Ponieważ trA  = Jj  rt,  a dla najszybszego  tłumienia  procesu  przejś ciowego  ż ą da  się   aby

wartoś ci  własne były niezależ ne  i posiadały jednakowe  ujemne  czę ś ci rzeczywiste  a  [1, 3]
zatem:

»ff«- ~.   (2.2)

Zgodnie z tzw. Sylvestra warunek  ujemnych wartoś ci  o- jest spełniony, gdy:

4

detA =   [Jrt>0.
i

Warunek  optymalizacyjny  uzyskuje  się  na drodze przekształcenia macierzy stanu A w ma-
cierz A stosując  przekształcenie

x  = ye0 ' ,  .  (2.3)

zatem:

y = A- y,   (2.4)
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gdzie:
A=  A- d,

i wówczas  tr (A -   a I) = tr A -   n •  a = 0
Poszukuje  się   takich  wartoś ci  CH  i xH  aby rozwią zanie  równania  (2.4)  było  rozwią -

zaniem  nierosną cym.
Ponieważ  ś lad  macierzy  A  jest  równy  zero

tr A  =  0,

zatem wartoś ci własne det A winny być urojone lub równe zeru  [1]. Przekształ camy w tym
celu wyznacznik  charakterystyczny  macierzy  do wielomianu

|A- a)l|  =  {~\ )n[(o"- pLm
n- 1 +p2w"- 2 + ... +(- l)"p„].   (2.5)

Współczynniki/; (i =  1, 2, ..., n) tego wielomianu wyraż ają   się  za pomocą   elementów ma-
cierzy  A w sposób  nastę pują cy:

= 5u+ 3a3+  ... +anl, = =  t r A,

d2—jest  sumą  minorów głównych  (tj. minorów położ onych symetrycznie  wzglę dem  głów-

nej przeką tnej)  stopnia drugiego  macierzy  A

7 1 - 1

au  au

cfji  aJ3

p3  — jest  sumą   minorów  głównych  stopnia  trzeciego

y j > i,

Ps  =

n-2

2
a u  a,j  alh

h  > j  >  i,

itd, a
p„  =  det A,

gdzie:  ~aH = au — a.
Rozwią zanie  równania  bę dzie  nierosną cym  jeż eli:

Pi > 0,  dla i — parzystych,
Pi = 0,  dla i — nieparzystych.

Otrzymuje  się  w ten sposób  warunki  na charakterystykę   ukł adu napę dowego  steru, a wię c
na CH i xH,  która zapewnia najłagodniejsze  sterowanie samolotem przy najkrótszym  czasie
trwania  procesu  przejś ciowego.

Dla  rozpatrywanego  przykładu A ma postać:

- o-   1  0  0
02i  a22  — a  a23  a2*

0  0  - er  1

«4i  «42  a%3  a%A-

a  poszukiwane  warunki  są   nastę pują ce:

p±  = tr A  i=  - 4 f f + f l2 2 + aJ4 = 0,
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p2  =   3a2- a(2a22+at4)- (a2l  + ai3)  >  0,

p3  =   - 2a3  + o2(2a22+a%4)  + 0(a2l- a22a%4+a$3+a42+a24)+  (2.6)

+ (a4.2a23- a22ai3)  =  0,

p4  -   det A  =  <74- cr3(a22 + fl|4) +   ff2(a22^4- «l3- «42«24~«22) +

+  (T(fi(22fl43- «42fl23+a21.a*l- fl24«4j)  + («23fl41- a2ia*3)  >  0.

Najszybsze  tł umienie  wymaga  aby  współczynnik  a%4 był   co  do  bezwzglę dnej  wartoś ci
jak  najwię kszy.  Zatem jego wartość  należy dobrać pod tym ką tem widzenia,  uwzglę dniając
moż liwoś ci  konstrukcyjne.
Ponieważ

zaś  CH  —jest  współ czynnikiem  tł umienia  w  ukł adzie wychylenia  steru  wysokoś ci,

wię c  moż na dobrać  współ czynnik  a%A  drogą   zwię kszania  ——^ ——  oraz M\  Wartość —

moż na  wstę pnie  dobrać  dla  izolowanego  napę du  sterów.  Z  relacji  najszybszego  tłumienia
dla  ukł adu  oscylacyjnego  wynika

Pozostaje  wię c  dobranie  odpowiedniej  wartoś ci  współczynnika  a%3. Wykorzystuje  się
do  tego  celu warunek  na/ >3  =  0, z którego  wynika,  że a%3 winna mieć wartoś ć:

( 2 ' 8 )

Wartość  ta  musi  ponadto  spełniać  warunki

p2  >  0  i  p4  >  0,

czyli  det A > 0 dla  n —  parzystego.
Zresztą   ten ostatni warunek  jest  warunkiem  koniecznym  statecznoś ci  ukł adu w  ogóle.

Istotne znaczenie mają   tu relacje  mię dzy  współczynnikami wiersza  drugiego  i  czwartego
macierzy  A.  Szczególnie  istotną   rolę   odgrywa  ich zależ ność  od prę dkoś ci i wysokoś ci  lotu
jak  i stosunek  pochodnych współ czynników  aerodynamicznych samolotu i sterów.  Szczegó-
łowe  omówienie  ich  wpływu  na  strukturę   ukł adu  sterowania i na  optymalne wartoś ci  od-
powiednich  współ czynników  wymaga  oddzielnego  opracowania.

Wnioski

Zastosowanie  nowej  metody syntezy  liniowego  ukł adu dynamicznego przedstawiono  na
uproszczonym modelu mechanicznym. Uproszczenia idą   tak daleko aby\   jednej  strony dać
jak  najbardziej  przejrzysty  obraz  stosowania  metody i wynikają cych  z tego korzyś ci, z dru-
giej  zaś  strony  aby  model  nie  zniekształ cał  nadmiernie  sensu  fizycznego  procesu. Za taki
model  uznano  sterowanie  podł uż nym  ruchem  samolotu,  przy  założ eniu, że  małe pertur-
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bacje  prę dkoś ci  nie wpływają   w sposób  istotny na wzajemne  sprzę ż enie  dynamiki  lotu sa-
molotu i dynamiki ukł adu sterowania. Potwierdzenie  słusznoś ci takiego  zał oż enia wymaga
porównania  wyników  ukł adu  uproszczonego  i  ukł adu  pomijają cego  te  uproszczenia.
Zagadnieniu  temu  poś wię cona  bę dzie  oddzielna  praca.

Korzyś cią   uproszczonego  modelu jest  przejrzystość  uzyskanego  wyniku  w  postaci za-
leż noś ci  (2.8).  Pokazano w nim sprzę ż enie  charakterystyki  dynamicznej  samolotu  i od-
kształ calnego ukł adu sterowania.  Znaczenie tej zależ noś ci jest  szczególnie  istotne dla pro-
cesu  projektowania.

Dodatkową  korzyś cią   jaką  daje zastosowanie proponowanej metody syntezy jest prosto-
ta  w uzyskaniu  odpowiednich  czę stoś ci  wahań  ukł adu. U ł atwia to rozwią zanie  równania
dla ukł adu przekształ conego. Wyznaczenie  pierwiastków  czysto urojonych dla wyjś ciowego
ukł adu 4- go rzę du sprowadza się  do rozwią zania  równania bikwadratowego.  Daje to moż li-
wość uniknię cia stanów krytycznych  [2] dla przypadku kiedy  czę stoś ci zbliż ają   się  do siebie.
Z  punktu widzenia  praktycznego  posiada  to niebagatelne  znaczenie.
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S u m m a ry

MATRI X  METHOD  APPLIED  TO  OPTIMIZATION  OF THE DEFORMABLE  CONTROL
SYSTEM   CHARACTERISTICS

In  most of the  cases the dynamical control systems are presented in terms of the  system of  differential
equations in the matrix form. Then the coefficients  of linear systems of the strongest  damping can be deter-
mined directly  from  thi optimization conditions. The application of the matrix method has been  illustrated
by optimization characteristics of the deformable  control system for the longitudinal motion of an airplane.

Praca  wpłynę ła do  Redakcji  dnia  14  lutego  1986  roku.


