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1.  Uwagi  wstę pne

W  pracach  [1],  [2], [4] przedstawiono  metodę  obliczania  naprę ż eń i przemieszczeń dla
prę tów  pryzmatycznych  cienkoś ciennych o przekroju  zamknię tym.  Podano założ enia pół-
bezmomentowej  teorii  powł ok  i  pół bezmomentowej  teorii  ramowo- powłokowej  opraco-
wanych na podstawie  podanej  przez W.  Z. Wł asowa  ogólnej  teorii prę tów cienkoś ciennych
[3],  Rozważ ania  prowadzono  w  obliczeniach  statycznych  kadł ubów  statków  bezgrodzio-
wych.

• W  celu  zautomatyzowania  obliczeń  opracowano  metodę   konstruowania  macierzy
współ czynników  ukł adu  róż niczkowych  równań  równowagi.  Podstawę   metody  stanowi
uogólnienie wzoru  Wł asowa na obliczanie liczby stopni  swobody w płaszczyź nie  przekroju
poprzecznego  prę ta oraz sposób  konstruowania  funkcji  kształ tu ip dla przemieszczeń stycz-
nych. Całość postę powania  przystosowano w programie na maszynę  cyfrową   do  generowa-
nia  macierzy  współ czynników  ukł adu,  w  których  interpretacja  niewiadomych  nie jest
w  trakcie  pracy  maszyny  znana.

W  celu wykonania  obliczeń wystarczy podać nastę pują ce  informacje  dotyczą ce analizo-
wanej  konstrukcji:

—  liczbę   wę złów  w przekroju  poprzecznym  prę ta

—  tablicę   poł ą czeń  wę złów  mię dzy  sobą
—  współ rzę dne  wę złów  w  dowolnym  kartezjań skim  ukł adzie współ rzę dnych
—  charakterystyki  geometryczne i materiał owe elementów  mię dzywę złowych  (gruboś ci

odcinków,  moduły  Younga,  Kirchhoffa  oraz  liczby  Poissona)
—  obcią ż enie  zewnę trzne  elementów  prę ta  oraz  rodzaj  warunków  granicznych.

2.  Cał kowita energia  mechaniczna układu
Macierzowa postać równań  równowagi

Rozpatrujemy  prę t pryzmatyczny  cienkoś cienny  posiadają cy  w przekroju  poprzecznym

skoń czoną   liczbę   zamknię tych  konturów  (rys.  1).
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N a  każ dym  konturze  zamknię tym  Ki  przekroju  wprowadzamy  współ rzę dną  krzywo-
liniową  s  mierzoną  po  dł ugoś ci  konturu. W  każ dym  punkcie  konturu  Kt  wprowadzamy
ukł ad  trzech  wersorów  7it  ńt,  i ( ,  lewoskrę tny,  taki  że 7; —  wersor  zgodny  z  kierunkiem
wzrostu  współ rzę dnej  s,  ńt  —  wersor  normalnej  zewnę trznej  do  konturu,  bt  —  prosto-
padły  do dwóch  pozostał ych i  skierowany  zgodnie  ze skrę tnoś cią  osi  z  (rys.  1).

i
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Przemieszczenia  powł oki zadajemy  w  postaci  wektora  przemieszczenia  R  (z, s)  funkcji
dwóch zmiennych z, s
gdzie:  z —  współ rzę dna wzdł uż belki

s —  współ rzę dna w  kierunku  obwodowym
i rozkł adamy w bazie lokalnej 7, ń, b  (rys.  1)

R(z,  s)  =   u(z,  s) •   b+v(z,  s)  •   l+w(z,  s) •  n,  (2.1)

N a przemieszczenia nakł adamy wię zy powodują ce, że współ rzę dne wektora  przemieszczenia
moż na wyrazić w  formie  sum  iloczynów  dwóch  funkcji  o zmiennych  rozdzielonych,

=  £ Ui(z)q>i(s)

v(z,s)=
k- l

w(z, s) =  £  Wj(z)  Xj(s)

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

w których funkcje  zmiennej  z:  Ut{z), V^z),  Wj(z)  są  funkcjami  poszukiwanymi,  zaś  funk-
cje współ rzę dnej s:  q>i(s), y>k(s), %j(s) stanowią  bazy, w których  rozł oż one są  przemieszczenia
R(z,s).

Przyjmując  materiał   sprę ż ysty  ortotropowy  o  osiach  ortotropii  b,  I, n  i  uwzglę dniając
zał oż enia poł bezmomentowej teorii powł ok  [1] otrzymujemy  wyraż enie  na cał kowitą energię «
sprę ż ystą  odkształ cenia

dv \  du
l

dv

3w  dv  \  M2  ,
• fl-  +  - fl-   +   n ~ }*  ^ z

du \  dv
lte}~ds

(2.3)
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gdzie:

1 - 1 .2

Ex,  E2  —  moduły  Younga
"12.^21  —  stałe Poissona
G  —  moduł   ś cinania  (Kirchhoffa)

d  —  grubość  powł oki  (stała na odcinku  mię dzy  wę zł ami)
K  —  zamknię ty  kontur

L  —  dł ugość powł oki.

Obcią ż enia powł oki  zadajemy  w  postaci  wektora p  (z, s)  funkcji  dwóch  zmiennych z,  s

i  również  rozkł adamy w  bazie  ń , I,  b

p(z,  s)  = p„(z,  s)  •  n+ps(z,  s)  •  l+pb(z,  s) •  b.  (2.4)

Pracę  sił   zewnę trznych  zapisujemy  w  postaci:

L  L

A = /   [fp(z,ś )- R(z,s)ds]dz = J
0  K 0  K

(2.5)

Wykorzystujemy  dalej  zał oż enia teorii  ramowo- powł okowej  [1]  w  której  hipotezy  defor-

macji  wystarczy  narzucić na  funkcje  u(z, s), v(z,  s)  a  mianowicie:

(2.6.1)

(2,6.2)

u(z, s) = 2 1  Ut(z) •   0t(s)

m

v(z, s) =  21  V*&  •   W^

a  funkcje  w{z,  s)  —  £  Wj(z)Xi(s)  nie są  potrzebne do peł nego opisu  przemieszczeń  ponie-

waż  są  jednoznacznie  okreś lone  przez  funkcje  v(z,  s)  [1],

Z  warunku  ekstremum  funkcjonału  cał kowitej  energii  mechanicznej  po  wykorzystaniu

(2.6)  i  wprowadzeniu  zapisu  macierzowego  otrzymujemy  ukł ad  równań  róż niczkowych

T,
[M„,] T- [MV,J'

T2

frr]+[M FF]

(2.7)

Szczegóły  obliczeń  macierzy  współ czynników  podano w  [1].
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3.  Metoda układania równań  równowagi  dla prę ta pryzmatycznego
o przekroju  dowolnym  wieloobwodowym

3.1. Opis metody.  Równania  równowagi  (2.7) są   równaniami  róż niczkowymi  drugie-
go  rzę du.  Ich liczbę   okreś lamy  na podstawie  niewiadomych  przemieszczeń binormalnych
i  stycznych do konturu w oparciu o przyję tą   hipotezę   deformacji  (2.6).  Liczba  niewiado-
mych  odpowiada  liczbie  funkcji  kształ tu <p i ip.  Jeż eli  przez n  oznaczymy  liczbę   funkcji  <p

' a  przez  k  liczbę   funkcji  f  to rząd  ukł adu równań  róż niczkowych  jest

R=>2- (n+k).  (3.1)

D o  rozważ ań  wybieramy  funkcje  kształ tu <p  i  tp pierwszego  rodzaju  [1] jak na rys. 2 i 3.

V„CS 1

Rys. 2.

S

Rys. 3.

Funkcję   (pi(s) okreś lają   przemieszczenia  prostopadłe  do  konturu — muszą   być  zatem
cią głe na całym konturze K. Są  one skonstruowane tak, że w wybranych  wę złach mają   war-
tość 1 (jeden) i zmieniają   się  liniowo  do zera w wę złach  najbliż szych.
Funkcje  ^ ( J )  okreś lają   przemieszczenia  styczne  do konturu. Muszą   być zatem  cią głe na
każ dym odcinku prostym mię dzy wę złami. Wybrane  funkcje  tf>k(s) nie uwzglę dniają   wpływu
sił  osiowych w prę cie są  zatem stałe na odcinku  mię dzywę złowym.

Liczba  funkcji  CJ, odpowiada  liczbie  stopni  swobody  w kierunku  binormalnym  (równa
liczbie wę złów w ramie bę dą cej przekrojem poprzecznym prę ta cienkoś ciennego). Podobnie
liczba funkcji  y odpowiada  liczbie stopni swobody  w płaszczyź nie przekroju  prę ta.

W  dowolnym  przekroju  wieloobwodowym  istnieją   ograniczenia  kinematyczne zmniej-
szają ce  liczbę   stopni swobody  i wprowadzają   ograniczenia na dobór  funkcji  tp. Okreś lenie
liczby stopni swobody w płaszczyź nie przekroju  prę ta i dobór funkcji  f  wymagają   szerszego
omówienia.

3.2.  Okreś lanie liczby stopni swobody w płaszczyź nie przekroju prę ta:  Liczba  stopni  swobody  W
elementu  płaskiego  wyraża  się  wzorem  [3]

t  w =  2n- c  (3.2)
gdzie:

w — liczba  stopni  swobody  w płaszczyź nie przekroju  prę ta
n — liczba wę złów
c — liczba  odcinków  ł ą czą cych  wę zły.

W przypadku przekroju  dowolnego składają cego  się  z wieloką tów  dowolnego kształ tu wzór
ten nie jest  słuszny  (rys. 4c, d,  t).
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Poniż ej  przedstawimy  wyprowadzenie  wzoru  pozwalają cego  okreś lać  liczbę  stopni swo-
body dla dowolnego przekroju  wieloobwodowego.  Kształt profilu  okreś lamy przez podanie
liczby wę złów i ich współ rzę dnych w dowolnym układzie kartezjań skim  oraz przez podanie
tablicy  poł ą czeń  mię dzywę złowych  (np. rys.  1, tab.  1). Wprowadzamy  poł ą czenia fikcyjne
mię dzy wę złami takie aby  cały profil  skł adał  się   tylko  z trójką tów  (liczba wę złów nie może
ulec zmianie). Taka figura  może w płaszczyź nie przemieszczać się   tylko jako  ciało  sztywne
i  posiada  trzy  stopnie  swobody.

a) b)

e) t)

Rys.  4.

Tablica  1.

Współrzę d-
na  X
Wspótrzę d-
na  Y
• j^Nrwez-
wez4cr~- - 4g
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1
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0
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0
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0
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0

0

1

1

0

X6

Y6

6

0
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0
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1
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7

0

0

0

0

1

0

0

1
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0

0

0

0

0
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1
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Jeż eli  w  <  3  (rys.  4d —  może być  nawet  liczbą   ujemną ), oznacza  to, że pewne poł ą czenia
mię dzywę złowe  mogłyby  nie istnieć, a profil  byłby nadal ciałem  sztywnym.  Stąd  wniosku-
jemy,  że  pewne  poł ą czenia są   „przesztywniają ce".  Liczbę   tych  poł ą czeń  moż na  okreś lić
z zależ noś ci

z  =  3- w  (3.3)

gdzie:

z —  liczba  „przesztywnień ".

Przyjmujemy,  że liczba  „przesztywnień"  z  skł ada się   z  sumy

Z  —  Z±+Z2. (3.4)
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Liczby zt  i z2 okreś lamy  nastę pują co. Założ ymy, że jakiś fragment  profilu  bez poł ą czeń fik-
cyjnych  skł ada się  z pewnej figury  geometrycznej, która zbudowana jest z trójką tów.  Gdyby
tę   figurę   rozpatrywać  oddzielnie  miałaby  „przesztywnienia".

Takich fragmentów  może być wię cej a suma  wszystkich  „przesztywnień"  daje  nam  licz-
bę  z1.  Oczywiś cie jeż eli  „przesztywnień" we fragmencie profilu  nie ma to zx  = 0.  Gdy teraz
wprowadzimy  r poł ą czeń  fikcyjnych  i okreś limy  liczbę   z  według  wzoru  (3.4)  to jest mo-
ż liwe,  ż ezj.  Ą=  z2. Oznacza  to, że pewne poł ą czenia fikcyjne  dają   „przesztywnienia".  Liczbę
poł ą czeń fikcyjnych,  które  dają   „przesztywnienia"  okreś lamy  przez  z2.

Wprowadzając  pewną   liczbę   poł ą czeń  fikcyjnych  (wię zów  dodatkowych)  ograniczamy
liczbę   stopni  swobody.  Mają c" na uwadze, że poł ą czenia  fikcyjne  dawać  mogą   „przesztyw-
nienia"  to liczba  wię zów  ograniczają cych  liczbę   stopni  swobody  jest:

rt  =  r- z2.  .  (3.5)

Rzeczywistą   liczbę   stopni  swobody  k okreś lamy  nastę pują co:

k  =   w+ z+ / v  (3.6)

Wykorzystując  (3.4) i  (3.5) i wstawiając  do (3.6)  otrzymujemy

k  = w + z1+z2  + r- z2  (3.7)

stą d:
k  -   w + Zy + r.  (3.8)

Wzór  (3.2) moż na wię c  zapisać w postaci

w -   In -  ct  = 2n- (p+r).  (3.9)

Jest  to „poprawiony"  wzór  Własowa  uwzglę dniają cy  przesztywnienia.  Poszczególne  litery
oznaczają:

cx  — ł ą czna  liczba  poł ą czeń  mię dzywę złowych  rzeczywistych  i  fikcyjnych
p  —liczba  rzeczywistych  poł ą czeń  mię dzywę złowych
r  — liczba fikcyjnych  poł ą czeń  mię dzywę złowych

Jeż eli  (3.9) wstawimy  do (3.8)  otrzymujemy.

k  = w+zL + r  -   2n- {p  + r)+zY+r,   (3.10)

stą d:

k =  2n- p+zL.  (3.11)

Ostatnia zależ ność oznacza, że w celu okreś lenia liczby  stopni swobody  profilu w płaszczyź-
nie przekroju  należy  obliczyć liczbę   „przesztywnień"  zt.  Pozostałe wielkoś ci  nip  są  dane.

Mają c  dane n i obliczone k okreś lamy  liczbę  niewiadomych funkcji  Uj, Vt  (j =   1,2,...
... n, I  = 1,2, ... k) a tym samym  liczbę   równań róż niczkowych  równowagi.
Przykład.  Przekrój  na rys. 5a skł ada się  z  samych  trójką tów.  Korzystając  z  wzoru (3.2)
otrzymujemy  w -   1. Jako  ciało  sztywne  przekrój  ten ma 3 stopnie  swobody  stąd  liczba
„przesztywnień" zx  = 2. Przekrój na rys.  5b zawiera  czę ść 4- 5- 6- 7- 8- 9- 10- 11- 12  składają cą
się  z trójką tów.  Rozpatrując tę  czę ść oddzielnie otrzymujemy  z wzoru  (3.2) w = 2 (n = 9,
c  =   16). Stąd wynika, że posiada  „przesztywnienia'!̂  = 1. Rozpatrując  cały profil  otrzy-
mujemy  z wzoru  (3.11) k  -   4 (n =  12, p  =  21, zt  = 1).
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Rys. 5.

Przekrój  na rys.  5c zawiera  dwie  czę ś ci  składają ce  się  z trójką tów.  Czę ść pierwsza  (linia
cią gła  i  przerywana)  2- 3- 5- 6,  dla  której  z"  =  0  oraz  czę ść  drugą   (linia  cią gła  podwójna)
4- 5- 7- 8- 10- 11- 12 dla której  z"  =   0.  Korzystając  z wzoru  (3.11)  otrzymujemy  liczbę   stopni
swobody  k  =  3  («  =  12, p  =   21, zL  =   0). Podobnie obliczamy  liczbę   stopni  swobody  dla
profilu  na rys.  5d  (Je  = 4).

Przekrój  na  rys.  5e nie zawiera  czę ś ci składają cej  się  z trójką tów,  a zatem nie ma „prze-
sztywnień"  (linią   przerywaną   zaznaczono poł ą czenia fikcyjne).  W  tym  przypadku  k  =  7
{»  .  12, p  -   17, zx  =  0).

3.3. Wybór  i budowanie funkcji  kształtu.  Rozpatrujemy  dwa  przypadki:

1.  Przekrój  prę ta jest  sztywny
2.  Przekrój  prę ta nie jest  sztywny.

3.3.1. Przekrój prę ta jest ciałem sztywnym.  Przekrój  prę ta  bę dą cy  ciałem  sztywnym  posiada
trzy  stopnie  swobody.  W  tym  przypadku  funkcje  y>  okreś lamy  nastę pują co:
a)  wybieramy  jeden  trójką t  (dowolny)  wchodzą cy  w  skład figury  wyznaczają cej  przekrój

poprzeczny  prę ta cienkoś ciennego (zawsze  istnieje  co najmniej  jeden trójką t  w przypad-
ku  ciała  sztywnego)

b)  przyjmujemy  jeden  z wierzchoł ków jako  chwilowy  ś rodek  obrotu
c)  zakł adamy  obrót  trójką ta  o  ką t  a  =  1 i  okreś lamy  przemieszczenia  na  boku  przeciw-

ległym  do  chwilowego  ś rodka  obrotu,  przemieszczenia  styczne  tego  boku  traktujemy
jako  zadane

d)  okreś lamy  wszystkie istnieją ce  przemieszczenia styczne na pozostał ych elementach kon-
turu  od zadanego  przemieszczenia.
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W  ten sposób  otrzymujemy  pierwszą   z funkcji  ip. Pozostałe funkcje  okreś lamy  w  ten sam
sposób  przyjmując  za  chwilowe  ś rodki  obrotu kolejne  wierzchołki  trójką ta.

Poniż ej przedstawimy  przykład budowania  funkcji  ę   dla przekroju  sztywnego.  Rozwa-
ż amy przekrój sztywny  jak  na rys. 6. Wę zły ponumerujemy w sposób dowolny.  Wybieramy
jeden trójką t  np.  1- 2- 6. Za chwilowy  ś rodek obrotu przyjmujemy  wę zeł  1 i obracamy o ką t
«i  •   1. Przekrój przemieś ci się  jak na rys. 7. Przed przystą pieniem do okreś lania funkcji  ^ 1

Rys.  6. Rys.  7.

na poszczególnych prę tach posłuż my się  nastę pują cym  rozumowaniem. Wybieramy  odcinek
AB  (rys. 8) i dokonujemy jego obrotu wzglę dem chwilowego  ś rodka obrotu 0. Punkty A  i B
po obrocie przyjmują   położ enie C i D. Przeprowadzamy proste przez A  i B oraz przez C i D.
Sjest  punktem przecię cia się   tych prostych. Moż na wykazać,  że ką t  ax  (ką t przecię cia  się
prostych ABS  i CDS) jest równy ką towi  a (co łatwo moż na sprawdzić prostym rachunkiem).

Jak wynika  z rys.  8 przemieszczenie styczne odcinka AB  na kierunku AB  (kierunek współ-
rzę dnej s) jest równe-

AAB  m SA- SC  (3.12)

lub
AM  =  SB- SD.  (3.13)

Okreś lone relacjami  (3.12) lub  (3.13) przemieszczenie styczne jest po prostu funkcją   ip dla
odcinka  AB.

Postę pując w podany wyż ej sposób potrafimy  okreś lić przemieszczenia styczne dla każ-
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dego prę ta przy  zadanym przemieszczeniu  innego prę ta  (rys.  7), a  tym samym  funkcję   ipx.
Funkcje  f2  i  Vi  okreś lamy  analogicznie.

3.3.2. Przekrój prę ta nie jest dałem sztywnym.  Przekrój  prę ta  nie  bę dą cy  ciałem  sztywnym
posiada wię cej  niż trzy  stopnie swobody.  W  celu okreś lenia funkcji  yj postę pujemy nastę pu-
ją co:

a)  wprowadzamy  poł ą czenia fikcyjne  mię dzy  wę złami  w  takiej  liczbie  aby  cały  przekrój
skł adał   się   z  samych  trójką tów  (liczba  wę złów  nie może ulec zmianie — prę ty  fikcyjne
nie mogą   się   krzyż ować ).

b)  Przekrój  zł oż ony z  samych  trójką tów  jest  ciałem  sztywnym  wię c moż emy okreś lić  trzy
funkcje  y> dla takiego profilu  w sposób podany w p. 3.3.1 pracy. Oczywiś cie przemieszcze-
nia bę dą   rejestrowane  tylko  dla poł ą czeń  rzeczywistych  bez wzglę du  na to czy  wybrany
trójką t,  którego  wierzchoł ki  są   chwilowymi  ś rodkami  na  boki  utworzone  z  poł ą czeń
fikcyjnych  czy  rzeczywistych.

c)  Pozostałe funkcje  w iloś ci  (/c- 3) okreś lamy z warunku wystą pienia  moż liwoś ci  deformacji
przekroju.

Przy okreś laniu k- 3 funkcji  ip postę pujemy  w sposób opisany niż ej. W tym celu wybiera-
my  dowolny  prę t fikcyjny,  usuwamy  go  i  sprawdzamy  czy  taki  przekrój jest nadal ciałem
sztywnym  (tzn. czy jest  to prę t „przesztywniają cy"  czy nie). Jeż eli przekrój bę dzie pozosta-
wał  ciałem sztywnym  usuwamy  kolejny  prę t fikcyjny  i postę pujemy  jak  poprzednio (proces
powtarzamy  dotąd dopóki przekrój  pozostaje  ciałem sztywnym). W przypadku  kiedy prze-
krój  już  nie jest  ciał em  sztywnym  otrzymujemy  czworokąt  (przynajmniej  jeden), który na
pewno  może  się   deformować.

Wybieramy  dwa  są siednie wierzchoł ki czworoką ta  i zakł adamy, że się  nie przemieszczą.
W zwią zku  z tym moż emy okreś lić przemieszczenia dla czę ś ci przyległej do odcinka ł ą czą ce-
go  te  wierzchoł ki —  są   równe  zero.  Pozostałe dwa  wierzchołki  czworoką ta  przemieszczą
się . Wybieramy  prę t ł ą czą cy wierzchołek nieruchomy z ruchomym i przyjmujemy,  że obróci
się   o ką t  a  =  1. Z relacji  geometrycznych  okreś lamy  ką t  o jaki  obróci  się  prę t ł ą czą cy po-
zostałe  dwa  wierzchoł ki  (ruchomy  i  nieruchomy) oraz  okreś lamy  przemieszczenia  styczne
prę ta  ł ą czą cego  wierzchoł ki  ruchome.  W  nastę pnym  kroku  okreś lamy  przemieszczenia
elementów przyległ ych  do  obracanych boków  i  boku  przesuwanego.

Zilustrujemy  sposób postę powania rysunkiem 9. N a rys. 9a przedstawiono profil  rzeczy-
wisty z wprowadzonymi poł ą czeniami fikcyjnymi  (linia przerywana) o 7 stopniach swobody.
N a  rys.  9b  przedstawiono  profil  po  usunię ciu jednego  poł ą czenia fikcyjnego.  Jeż eli  teraz
wszystkie poł ą czenia fikcyjne  potraktujemy jako  rzeczywiste  to profil  ten jest nadal sztyw-
ny  (wynika  to  z  relacji  (3.2)  i  (3.9)). Dopiero usunię cie  poł ą czenia 5-3  rys.  9c  powoduje
moż liwość  wystą pienia  deformacji  w  płaszczyź nie przekroju  (linia pogrubiona).

Założ yliś my, że wierzchoł ki  5 i 6 są   nieruchome, stąd  czę ść 4- 5- 6- 7- 8- 9- 10- 11- 12 profilu
nie  przemieszcza  się .  Prę t 2-5  obróci  się   o  ką t  a j,  spowoduje  to  obrót prę ta  1-4  o ką t  <x2

(na  ogół  <xx Ą=  «2)  i wywoła  na  1-2  przemieszczenie. Prę t 3-6  obróci się   o ką t  a3  (at  ^  a3

jeż eli  2-3 nie jest  równoległe do  5- 6)  i wywoła  przemieszczenie na 2- 3. W  ten sposób  okreś-
lamy funkcję   ^;4. Kolejne funkcje  ip  okreś lamy nastę pują co. Wstawiamy  ponownie poł ą cze-
nie  fikcyjne  ostatnio  usunię te  (poł ą czenie 5- 3)  i  zwalniamy  nastę pne  poł ą czenie  fikcyjne
np.  5- 7.  Okazuje  się ,  że profil  jest  sztywny  (rys.  9d). Zwalniamy  zatem kolejne poł ą czenie
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np. 8-6  (rys. 9e) i otrzymujemy  sposób deformacji  jak  na rys. 9e —  linia pogrubiona. W ten
sposób  okreś liliś my  funkcję   yjs.  Pozostałe funkcje  przedstawiono  na  rys.  9f  i  9g.

3.4. Równania równowagi.  Okreś lone  wyż ej  funkcje  kształ tu  fu(s)  są   stałe  na odcinkach
mię dzywę złowych.  Pochodne wzglę dem  s  na  poszczególnych  odcinkach  są   równe  zero,
a  zatem wszystkie  współczynniki, w  macierzach równania  (2.7) zawierają ce  f'(s)  są   równe
zero.  Ukł ad  równań  (2.7) zapisujemy  teraz w  postaci:

\ [M„]  "1
Tr

Tr

\ {M rr)  1
r,
T2

i
— (3.14)

Wybierając  funkcje  (pi(s)  (rys.  2)  i  funkcje  y>k(s)  w  sposób  opisany  wyż ej  moż emy  przy
uż yciu  maszyny  cyfrowej  automatycznie budować  macierze współczynników ukł adu  rów-
nań  (3.14)  dla  prę tów  cienkoś ciennych  pryzmatycznych  o  przekroju  wieloobwodowym
zamknię tym  składają cym  się   z wieloką tów  dowolnego kształ tu.

4.  Przykłady zastosowań

N a  rys.  10, 11, 12,  13 przedstawiono kilka  przykł adów,  dla  których za  pomocą   ma-
szyny  cyfrowej  uzyskano  funkcje  kształ tu q>  i  f.  D la  zadanego  profilu  maszyna  cyfrowa
wybrała  kierunek  wzrostu  współ rzę dnej  obwodowej  j  (obieg)  i  w  zależ noś ci  od  przyję tej
współ rzę dnej  obliczone  zostały  funkcje  ip. N a  rys.  14,  15  przedstawiono  róż ne  funkcje
kształ tu  ip uzyskane  dla  tego  samego  profilu  w  zależ noś ci  od  sposobu  przyję cia  poł ą czeń
fikcyjnych  i  numeracji  wę złów. D la  tego przypadku  wykorzystano  sposób  rozwią zywania

Przekrój  poprzeczny

F unkcje \|>

0.07000

Rys. 10.

4  Mech.  Teoret.  i  Stos.  4/86



530 Z .  GÓRECKI

y[ml

20

Przekrój  poprzeczny

7
potoczenie
fikcyjne

x[m)

10

II1

3

U.2

I I I I I I I

0,2  0,2
Rys. 11.

1

3

2

I.

1

i

y[m] '  Przekrój  poprzeczny

pofą czenia
fikcyjne

x[m]
16  20

Obieg

Rys.  12.



[JEJ]
t t 

—

n
n
=

9

7

Z
M U M I I

70'0

9 *

i l l l l l l l l l l l l l l

Z

\
mini

80'0

Ol'O

9

7

Z

mu  iiiiiiiin
80'0

70'0

Minn

E

1

==:

1

90'0

"Vk

M

n

9  700  5

• 7 *

90'0

70'0

EE

9

7 E

t

700

1,  ^

1
9||||i
L

7

Z

r8

lfllUlHUJ

%
Ł

1

9
I

IrafflT

3

mmnm

5

)
I

9

7

z

9  i \

irnmTrrnnTUT

\

m
z

t

k



y[m]

20

15

ft
I

'1  /

x!m ]

Obieg

f
5

1  ł 2

  3

0.2000

Rys.  13.

y,
20

10

1

6,

V

y
y

ss

A
3

i. X

1

%_
i

rrj

6

5

2

1
3

4

0,1
liiuiiMiniiii
1  2

Vi
6  3

5  4

UiJliiaiiiiili

1

0,1

0,1

o

Q*  o*

4

1

1  2

^ 3
6  1  3

1 Mllkf)| l| | |
0,1

5 t.

imi^iiiniu0,2

.  Rys. 14.

u1
6

5.

IWIII

^ 4

IIVrjlH
- 0,1

Illl
2

3

/.

1

6

2

4
iiiiutaiiiiiii

0,1

B

i

=

[532]



UKŁADANI E  RÓWNAŃ  RÓWNOWAGI. 533

10 f   3 1
.  t

1  2

6  3

S  4
10

1

%

1

b

S

177)777-
2

3

4

K S i

mir 1  2

6  ^  3
lllllll^lllll l

0.1

MMI I

i

i
5  - 0,1  4  5  - 0,2  4

1

=6

1  2

4»3

1
i

IIIBIIIIIII
• o;

o"

5  - 0,2  4

Rys. 15.

1  2

Vi
6  3

- 0,1

mmmmmi
5 i

1

—

równań  równowagi  przedstawiony  w  [1]. Uzyskano  dokł adnie te  same  wartoś ci  naprę ż eń

i  przemieszczeń  w  poszczególnych  przekrojach  przy  tych  samych  warunkach  obcią ż enia

i zamocowania  koń ców  (rys.  16).

5.  Wnioski

Przedstawiona  w  niniejszej  pracy  metoda  pozwala:

a)  ukł adać  równania  równowagi  w  obliczeniach  statycznych  prę tów  cienkoś ciennych

pryzmatycznych  o  dowolnym  przekroju  zamknię tym  wieloobwodowym

b)  automatycznie  budować  macierze  współczynników  ukł adu  równań  równowagi  (3.14),

w których  interpretacja  niewiadomych  nie jest w  trakcie pracy  maszyny  cyfrowej  znana

c)  rozwią zywać  ten  sam  problem  przy  róż nych  funkcjach  kształ tu..
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P  e 3 so  M e

METOfl  ABTOMATHWECKOrO  nOCTPOEH H fl  YPABHEHHH  PABHOBECHfl  B  PACTffiTE
CTATH H ECKHX  OPTOTPOIIH BIX,  JIH H EffflO- yilPyrH X,  TOH KOCTEH H blX  I IP H 3-

M ATH H ECKH X  CTEP>KHEH  npoH3BOJibHoro

B  paSoTe  HcnoJit30BaHo  npHHijHnti  nony- 6e3MOMeHTHOH  TeopHH o6ojKwei-c  B  pacieiax
npH3MaTjraeci<HX  CTep>KHeft  npoiMBOJibHoro  MHorocBJi3Horo  nonepeiraoro

CTpoeHHH  RHd34>epeHi(HaJibHBix  ypaBHeiHift  paBHOBecHH  npHHHiwan  cneqnajiŁHbiił   meiofx  KOH-
(byHKUHH  dpopMH —  ę   fljia   KacaTenbHbix  iianpHHceHHii.  IlpHBefleHHbiH  MeToA  npHMe-

Heno  B  nporpaMMe  Ha 3 BM   K aBTOMaTH^ecKOMy  reHepHpoBaHHio  MaTpw
paBHOBecHH,  B KOTOPUX  HirrepnpeTaijHH  HeH3BecTHbix  BO BpeMH  paSotw

HeH3BecTiia.  3T HM  MeTofloM.  Mo>i<Ha  peujHTh  3a^a<iy  HJIH  pa3Hbix  djyHKipjft  (JjopMW  —  yi.
MeTOfl  HJiJiiocTpHpoBano  pncyHKaMH H npniwepaMH  pacqeTOB  Ha  3BM .

S u m m a ry

METHOD  QF  AUTOMATI C  CONSTRUCTION  OF  DIFFERENTIAL EQUATIONS  IN  COM-
PUTATION  OF  STATIC,  ORTHOTROPIC, LINEARLY  ELASTIC,  THIN- WALLED  PRISMATIC

BARS  OF  MULT I   CONNECTED CROSS- SECTION

The assumptions  of  the  semi- momentless  theory  of  shells  have  been  applied  in  the  computation  of
static,  thin- walled,  prostnatic  bars  of  multi  connected  cross- section.  In order  to construct  the  differential
equilibrium  equations  we  use  the shape  function  f  for  the tangential  displacement.  A procedure has been
adopted in the computer program  for  the automatic generation of the coefficient  matrix of  the system  of the
equilibrium  equations  where  the  interpretation  of  the unknowns  is  not know during  the working  time  of
the  computer. The method enables  us  to solve the problem  for  various  shape  functions.  The method  have
been illustrated  by  the results  obtained  on digital  ComputerLand on  diagrams.

Praca wpłynę ła do Redakcji dnia 23 wrześ nia  1982 roku.


