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l.Wstęp

W  numerycznej  analizie  zagadnień  dynamicznych  (zjawisko  rozchodzenia  się   fal,
problemy  geotechniczne)  wprowadzenie  sztucznego  brzegu  powoduje  wystą pienie  nie-
naturalnych odbić fal, zaburzają cych  rozwią zanie. Z praktycznego punktu widzenia istotna
jest wię c umieję tność ich eliminacji  i symulowanie  nieograniczonego oś rodka.  Najprostsze,
ale  jednocześ nie  chyba  najkosztowniejsze,  rozwią zanie  polega  na  zbudowaniu  modelu
obliczeniowego  o odpowiednio duż ych wymiarach, pozwalają cego  na  uzyskanie  wyników
przed  wystą pieniem  odbić.

Dla  eliminacji  tego zjawiska moż na na rozpatrywanym brzegu odcinają cym skoń czony
obszar  zastosować  odpowiednio dobrany system  lepkich  tłumików  [6]. W  wielu pracach
wykorzystano  rodzinę   absorpcyjnych  warunków  brzegowych,  opracowanych  na  pod-
stawie uprzednio rozwinię tej teorii przez Engquista  [2], Znakomitym narzę dziem do analizy
tych  zagadnień może być  metoda elementów brzegowych  [7], w  której  budowa  nieskoń-
czonych  elementów  jest  bardzo  naturalna. Podobnie jak  dla  metody  elementów  skoń-
czonych w zagadnieniach statyki  [8] moż na zbudować  element  nieskoń czony  eliminują cy
odbicia  lub  rozwią zywać  zadanie  poprzez  dokonanie  odwzorowania  obszaru  nieograni-
czonego  w  obszar  skoń czony.

W  pracy  przedstawiono  trzy  koncepcje  eliminacji  odbić  poprzez przyję cie  absorpcyj-
nych warunków brzegowych  typu Sommerfelda, superpozycję   rozwią zań  i  przyję cie  dyna-
micznych warunków  brzegowych.  Proponowane algorytmy  przetestowano  na  niewielkich
zadaniach jedno-  i dwuwymiarowych,  wykorzystując  mikrokomputer ZX Spectrum + , co
umoż liwiło wizualizację   wyników.

*  Praca prezentowana na I  Ogólnopolskiej  Konferencji  „Mikrokomputery w Mechanice",  Warszawa
1986.
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2.  Absorpcyjne  warunki  brzegowe

Rozpatrzmy  równanie  falowe  (1):

u„  = c2  •  uxx,  (1)

gdzie:  x  e  [—a,  0],  t e  [0, co). D la  brzegu  x  = 0  poszukujemy  takiego  warunku,  który
dla fali  o ź ródle w punkcie x  =   — a poruszają cej  się  w prawą  stronę  pozwoli na jej  przejś cie
przez brzeg x = O bez wywoływania odbić. Rozwią zanie równania (1) dane jest wzorem (2):

u =  A •  exp[i(a)t- kx)]  + B •  exp[i(mt+kx)],  (2)

gdzie:  co —  czę stość  kołowa, k  —  numer wektora  falowego  (co  =  kc), A  — amplituda
ź ródła, B —  amplituda fali  odbitej. Dokonując formalnego rozkładu operatora  (1) otrzy-
mamy  (3):

8

OT

d
P.

CX dt  C  8x
U  oa  0.

Przyjmując  dla  x  =  0  warunek  brzegowy  (4) zgodny z (3):

ut+c- ux]xm0  = 0,

(3)

(4)

ł atwo stwierdzić, że podstawiając  rozwią zanie (2) do  (4) otrzymamy 5  = 0,  co odpowiada
eliminacji  odbić. Wzór  (4) zgodny jest  z warunkiem wykorzystywanym  przez Engquista,
(dla  fali  poruszają cej  się  w lewą  stronę  we wzorze  (4) wystą pi  znak —).

Proponowany warunek  brzegowy  może być wykorzystany nie tylko w metodzie róż nic
skoń czonych  [2], ale  także  w  metodzie elementów skoń czonych  [1] lub metodzie czaso-
przestrzennych elementów  skoń czonych  [4]. Wią że się  to jednak  z  koniecznoś cią   budowy
elementów, dla których na rozpatrywanym brzegu mogą  być wyraż one pochodne funkcji u.

2a

n
2 h -

L

(5)

Rys.  1.  Element czasoprzestrzenny  typu Hermite'a

Rozpatrzmy prostoką tny element czasoprzestrzenny  (rys.  1) o parametrach wę złowych

(5)<\ i   =   {ui,  ulx,  utt},   i  =   1, 2, 3, 4.

Macierz  N  funkcji  kształ tu przyjmujemy  w  postaci  wielomianów  Hermite'a:

u(x,t)  =   N (X,  o- q«,

H(x,t)  = [ N ^ K U . N a . N J.

Po przejś ciu na zmienne bezwymiarowe i,  x moż emy Ni zapisać w postaci (7):

(6)

(7)
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(8)

gdzie:

e ( C o O - 0 . 2 5 ( 2+  3 f o - C 8 ),
«J(COO  -   -  0.23C.C1+to -  CS—£8),

Co =  CCt,  i  = 1 , 2 , 3 , 4,  C - f,
Przyjmują c:

wyznaczamy  macierz  U; =  Ć W;.  Macierz  sztywnoś ci  elementu czasoprzestrzennego  wyzna-
czamy  ze  wzoru  (10):

i  i

Ky  =  /   J  Bf- E- Bj- ah- dCdr,  f j  -   1,2,  3,4,

£  =

1
a

1
/i

d
dx

(9)

- i  - i

K  -

gdzie:

- QA

(10)

(11)

W  otrzymanej  tak  macierzy  K e  podmacierze  Bc  i  C e  są  niesymetryczne,  co w poł ą czeniu
z  trzykrotnym  wzrostem  liczby  niewiadomych  w  porównaniu  do  zadania  rozwią zywa-
nego  tylko  w  wielkoś ciach  przemieszczeń  znacznie  obniża  przydatność  proponowa-
nego  algorytmu.

Speł nienie  warunku  (4)  sprowadza  się  do kondensacji  w  macierzy sztywnoś ci  elementu
czasoprzestrzennego  stopni  swobody  zwią zanych  z  wielkoś ciami  ux  i  ut  na  brzegu  odci-
nają cym  skoń czony  obszar.

Ze  wzglę du na niską  efektywność  algorytmu  wykorzystują cego  czworoką tne  elementy
typu  Hermite'a  poszukiwano  dla  elementów  czworoką tnych  z  aproksymacją  Lagrange'a
pola  przemieszczeń  u  (rys.  2) takich  modyfikacji  funkcji  kształ tu, aby  na brzegu  f  =>  const

T"
2 h -

l i
- 2a

Rys.  2.  Element  czasoprzestrzenny  typu  Lagrange'a

speł niony  był  warunek  (4). Modyfikacji  poszukiwano  w klasie  wielomianów.  Postulowano
speł nienie warunku  (4) na cał ym brzegu, w wę zł ach lub cał kowo  (12):

u(a,  t)t  +  c- u(a,  t)x  — 0,

-   ult  + c- ulx  =  0,  i  =  2 , 4,  (12)
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)t  + c- u(a,t)x]dt  =
- h

Analizę   przeprowadzono  wykorzystując  mikrokomputer  ZX  Spectrum  + .  Uzyskane
w  ten  sposób  modyfikacje  funkcji  kształ tu prowadziły do  schematów  niestabilnych  lub
o  znacznie  obniż onej granicy  stabilnoś ci.  W  badaniu  stabilnoś ci  wykorzystano  warunek
(13)  [5]:

B + C - A- D  > 0.   (13)

Celowe  wię c  wydaje  się   rozszerzenie  klas  funkcji  modyfikują cych  na  funkcje  wymierne,
logarytmiczne  lub  ekspotencjalne.

3.  Metoda  superpozycji  rozwią zań

Rozpatrzmy ponownie równanie (1) i jego  rozwią zanie  (2). Przyję cie  na  rozpatrywa-
nym  brzegu  warunku  (14):

daje  B  =  — A,  zaś  przyję cie  warunku  (15):

u|x.o  = 0.

E  =  2 000 000  kG/ cm 2

A  -   100  c m 2

g  =  0.0072  k g / c m 8

C  -   E /o  = 16  666  cm/s
a  =  50 cm
h o=  q/ c  s 0,003 s

Rys.  3.  Zagadnienie jednowymiarowe — drgania  podłuż ne  prę ta

(14)

(15)

n=1/ 6  s=2  20 kroków  t n=i/ 6  s=2  2Okrok(5w  t

(3 = 1/6  ?=2  20 kroków  t

Rys.  4,  Drgania  podiuż ne  prę ta — superpozycja  rozwią zań
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daje B — A.  Jak  łatwo wię c  zauważ yć  superpozycja  tych  rozwią zań  całkowicie  eliminuje
zjawisko  odbicia fal.

Podobne  rozumowanie  moż na  przeprowadzić  także  dla zadania  dwuwymiarowego
{tarcza,  membrana). Zwię kszeniu ulega  wtedy  liczba  superponowanych  rozwią zań — na-
leży  uwzglę dnić  wszystkie moż liwe  kombinacje  warunków  brzegowych  w naroż ach.

Algorytm  przetestowano  na prostym  zadaniu  jednowymiarowym  — drgań  podłuż-
nych prę ta. (rys. 3). Wyniki  obliczeń przedstawiono na rys.  4. Istotną  wadą   proponowanej
metody  jest  wzrost  czasu  obliczeń  i zapotrzebowania  na pamię ć, gdy superponowane
zadania  rozwią zywane  są   równolegle.

4.  Dynamiczne warunki  brzegowe

Do  analizy  dynamicznej  nieograniczonego  obszaru  Q wykorzystano  /9- algorytm  me-
tody elementów czasoprzestrzennych  [3]. Macierze A, B, C, D mają   budowę  (16):

A =  D =   / J ( 1 - 2 ^ ) - S ~ 1 / 2 A- M,

B -   C- 2h<S+l[2h- M,  ( 1 6 )

gdzie:  /? e [0, 1 /2],  2/J — krok  całkowania, S, M — macierze  sztywnoś ci  i bezwładnoś ci.
Układ równań metody elementów czasoprzestrzennych rozwią zujemy  korzystając  z  zależ-
noś ci  (17),  (18):

A- qo  + B - q i = f O j  (17)

C 'q, _i  + (A+ D ) - qf  + B- qł + 1  =  f<.  (18)

Wprowadzając  dodatkowe  oznaczenia  (19):

f|+ - Aqt+ Bqł + 1,

ft--   - Cq.^- D q,,

równanie  (18)  moż na przekształcić  do  postaci  (20):

f,+ = f , + f " .  (20)

Wielkoś ci ff i f;+  są  wektorami pę dów starym,  obliczonym z przemieszczeń q*_ t  i q;  oraz
nowym,  obliczonym z przemieszczeń ą i  ią i+i.  Równanie  (20)  jest równaniem  równowagi
dynamicznej,  zapisanym  dla chwili  i w wielkoś ciach  pę dów. Wprowadź my  dodatkowy

*•   '

5  6

dl- r
T

< J|  —t —

3  4

1  2

2b

h 0 -   b/c =0,0025
E  -  2000 000 kS/ c
Q  -  0,0072  kg/ cm3

a  -  50  cm
a -  50  cm

c x  -  |/ E/ 2{HD)g'= 10 206
2b

Rys.  5. Zagadnienie  dwuwymiarowe — drgania  tarczy
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symbol^"1" I o,  oznaczają cy  skł adowe  wektora  f(
+  na  brzegu  8Q  ograniczają cym  rozpatry-

wany  skoń czony  obszar  Q*.  Przyjmijmy,  że wę zły na brzegu  8Q  są  cał kowicie nieobcią-
ż one  i  mają  tylko  ruchome stopnie  swobody.  Aby  brzeg  8Q  przy  analizie  obszaru  Q*
był   w  takich samych warunkach jak  przy  analizie Q  należy  speł nić na nim dynamiczny
warunek  brzegowy  (21):

tfloo = 0.  ,  (21)

Przy  przyję ciu  ff|«,  = 0  odpowiada  to warunkowi  ff  |w  = 0.  Jest  on ł atwy do speł nienia
i wymaga  niewielkich modyfikacji  algorytmu. W równaniu (18)  należy  wyzerować  skł ad-
niki  iloczynu C •  qf_!- 4-D •  q£  odpowiadają ce  stopniom swobody  na brzegu  3Q.

H=i/ 6  s=1  25 kroków fl=0,25 s=1  25 kroków

n=0  s=2  50 kroków / \   0=0,5  s=1  25 kroków

/ \   0=0,25  s-2  50kroków

Rys.  6.  D rgania  podł uż ne prę ta —  dynamiczne  warunki  brzegowe

n=i/6  s=1  25kroków
1.2

B=i/ 6  s=2  50krokówL

7,8

5,6

,  3,4

1,2

Rys.  7.  Drgania  tarczy —  dynamiczne  warunki  brzegowe
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Proponowany algorytm został  sprawdzony na niewielkich zadaniachjedno-  i dwuwymia-
rowych  (drgania podłuż ne prę ta-  rys. 3, drgania tarczy-  rys. 5). Obcią ż enie stanowił  impuls
kinematyczny.  W  obliczeniach  wykorzystano  mikrokomputer  ZX  Spectrum  + .  Wyniki
obliczeń  dla  róż nych  wartoś ci  parametru  /? i  skrócenia  s  (s =  ho/ h)  kroku  całkowania
przedstawiono  na  rys.  6  i  rys.  7.

5. Uwagi  koń cowe

W  rozwią zaniu  i  analizie  postawionego  problemu  mikrokomputer  ZX  Spectrum  +
okazał  się  bardzo  przydatnym  narzę dziem.  Prosty  program  napisany  w  Basic-u  umoż-
liwi ł   automatyzację   badania  róż nych  modyfikacji  funkcji  kształ tu.  Wyjś cie  graficzne,
choć bardzo niedoskonałe, pozwoliło na szybką  wizualizację   wyników  i  uniknię cie  ż mud-
nego wykonywania  wykresów. Niewielka  pojemność pamię ci  i  bardzo  wolny  interpreter
Basic-a  uniemoż liwiły  rozwią zanie  wię kszych  zadań.  Proponowane algorytmy  wymagają
wię c dalszych  testów, moż liwych  do zrealizowania  na profesjonalnym  sprzę cie.
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P  e s  K>  M e

PEUIEHHE  flHHAMHt- IECKHX  3KJLJ>J±  B  H EOrP AH H ^EH H LIX OEJIACTflX

B  nyMepH^ecKOM  pemein ra  flimaMHiecKHX sapim  B HeorpaHiraeHHbix  oG jiacrax  HOHBJIH IOTCH  OTpa-
eHŁ  Ba>KHbiM  HBjiHeTCH HCKJiiOTeHHe 3THX OTpameHiiii  H CHMyjiHL(ii H H eorpararaeH H oro n po c-

a.  B  pa6oTe  npencTaBJieno  HecKOJiu- co  H OBHX  MCTOAOB  peuieH na  DToii  3anam i.  O^ im H3  mix.
cynepnoH H pyei  pememifl  3aflaii  flapi- Dcneia  u  HewiwaHa.  Bseflescbi  Tome flHHaMHiecKHe H a6cop6uiioH-
Hbie  rpaHOTHbie ycnoBiw, KOTopwe  M o r aa  ynoTpe6jiaTb B iwexofle KOHewibix BpeineHHo
Hbrx
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S u m m a ry

SOLUTION  OF  DYNAMICA L  PROBLEMS I N  UNBOUNDED  REGIONS

I n numerical solutions of  dynamical problems  in unbounded regions  the presence of typical boundaries
introduces reflections.  I t is very important to be able to eliminate these reflections  and to simulate an  infinite
region. Some new techniques are presented in the paper. One of  them solves the problem by adding together
the solutions  of  Dirichlet and Neumann problems. Dynamical  and absorbing  boundary  conditions, which
can  be  used  in space- time  finite  elements, are also introduced.

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia 9  kwietnia  1986  roku.


