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1.  Wstęp

Zasady wariacyjne  zajmują   jedno z centralnych miejsc w zadaniach mechaniki  i  fizyki
oś rodka  cią głego.  Wynika  to  z  kilku  przyczyn,  z  których  najistotniejsze  to  moż liwość
wyprowadzenia  równań  mechaniki  oraz  konstruowanie  przybliż onych  metod  rozwią zań
szczególnie  istotnych  przy  rozwią zywaniu  zadań  numerycznych.  Stąd  problematyka
formułowania zasad wariacyjnych  dla zadań  począ tkowo- brzegowych  w  ramach  coraz  to
ogólniejszych  teorii byłazawsze przedmiotem intensywnych badań. I   tak wramach teorii ter-
mo sprę ż ystoś ci  do pierwszych prac tego typu zaliczyć należy prace Biota [3,4]. Rozszerzenie
zasad wariacyjnych  proponowanych przez Biota znaleź ć moż na w pracach Herrmana  [11
Ben- Amoza  [2] i Bao- Liana  [1]. Wszystkie te prace opierają   się   na  zasadzie  Hamiltona.
Istotnym  krokiem  naprzód pozwalają cym  na  bezpoś rednie  włą czenie warunków  począ t-
kowych  do  równań  pola  są   zasady  wariacyjne  typu  splotowego  zaproponowane  przez
Gurtina  [9, 10]. Prace  Gurtina  dają   moż liwość  stosowania  zasad  wariacyjnych  w  dyna-
micznych  zagadnieniach  lepkosprę ż ystoś ci.  Obecnie  twierdzenia  wariacyjne  lepkosprę-
ż ystoś ci.  znaleźć  moż na  w  licznych  opracowaniach,  że  wymienimy  tu  prace Christen-
sena  [5], Onata [21], oraz Olszaka i  Perzyny  [20].  Rozszerzenie  zasad  wariacyjnych  typu
Gurtina  na zadania  termosprę ż ystoś ci  znajdujemy  w  pracy  Nickella  i  Sackmana  [19].
Z  kolei  bardzo  ciekawą   i  przeglą dową   pracę   dotyczą cą   twierdzeń  wariacyjnych
termo- lepkosprę ż ystoś ci  zaprezentował   Reddy  [22].  Natomiast  wcią ż  jeszcze  znikoma
jest liczba prac dotyczą cych  wariacyjnego  uję cia  termodyfuzji  lepkosprę ż ystej  i  sprę ż y-
stej.  W  zakresie  sprę ż ystym  wariacyjną   formę   równań  termodyfuzji  uzyskali  Podstri-
gacz  i  Szewczuk  [29],  lecz  najbardziej  bogate  uję cie  tej  problematyki  znaleźć  moż na
w pracy Szweca  i  Dasjuka  [31]. Natomiast  w  zakresie  lepkosprę ż ystym  —  korzystając
z  metod  analizy  funkcjonalnej  i  wykorzystując  metodykę  postę powania  Gurtina [10]  —
interesują ce  wyniki  uzyskał  Wyrwał   [24]. W  opracowaniu  tym  zaprezentujemy  budowę
funkcjonału  dla  zadań  sprzę ż onej  termodyfuzji  lepkosprę ż ystej.  Otrzymany  funkcjonał
posłuży do  analizy  sprzę ż eń  przepływów  termodyfuzyjnych  z  polem  naprę ż eń  na  przy
kładzie pewnego problemu począ tkowo- brzegowego.  Wydaje  się  że analiza taka  może  być
celowa, gdyż autorzy niewielu publikacji  z zakresu  termodyfuzji  sprę ż ystej  i  lepkosprę ż y-
stej  skupiają   uwagę   na  teoretycznych podstawach  problemu  [13,  17,  18, 29,  31].  Znane
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są   rozwią zania  pewnych  zagadnień  brzegowych  [6,  8,  14,  23]  lecz  brak  jest  tam  przy-
kł adów  liczbowych  obrazują cych  rozważ ane  procesy  i  mogą cych  posłuż yć do  analizy
sprzę ż eń  rozpatrywanych  wielkoś ci  polowych.

Wprowadzamy  w  analizowanym  zadaniu  nastę pują ce  oznaczenia:

Rys.  1.  Ciało  lepkosprę ż yste

UftPf—  wektory  przemieszczeń  i  sił   zewnę trznych  zadane  odpowiednio  na  brze"
gach  Au  i  A„   ciała  /?

QFI —  siła  masowa  jednostki  obję toś ci  ciała  /i
Tlt  Ct  —  odpowiednio  temperatura  i  koncentracja  w  chwili  /
To,  Co  —  odpowiednio  temperatura i  koncentracja stanu  naturalnego

Kij,   Kij  —  odpowiednio  tensory  przewodnoś ci  cieplnej  i  dyfuzyjnej

E;jki, <Pu, @u —  tensory  funkcji  relaksacji
M  —  potencjał   chemiczny

©*,  M*   —  róż nice  temperatur  (6**)  i  potencjał   chemiczny  (M* )  dane  na  brzegach
AM  i  AQ  ciała (5

/• x, r2  —  odpowiednio  ź ródło masy  i ź ródło  ciepła  w  jednostce  obję toś ci  i na  jed-
nostkę   czasu

S  —  entropia
/, m, n —  funkcje  relaksacji

<7f../i —  odpowiednio  strumienie  ciepła  i  masy
*  —  symbol  oznaczają cy  mnoż enie  splotowe

. . • • • • . • .  i  .

A  * df2 =  JA  (t -   T) df2 ( r) ;  fy  * df2  = f2  * dfx
o

(...),,-  —  oznacza  pochodną   czą stkową

(...)  —  oznacza  pochodną   wzglę dem  czasu

H(t)—jest  funkcją   Heaviside'a

dt

2.  Budowa  funkcjonału  dla  zadań sprzę ż onej  termodyfuzji  lepkosprę ż ystej

Punktem  wyjś cia  do  budowy  funkcjonału  są   nastę pują ce  równania  sprzę ż onej  termo-
dyfuzji  [13, 17,  18]:
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0tj  = Emi  * chM -  ętJ  * dS + 0U  * dC,  (2.1)

QS  = cjy * dcij+m  *dQ + l*   dC,  (2.2)

M  =  (Pw*  rffiy - l*d@+n*dC,  (2.3)

^MA ,  (2.4)

gdzie: i i - - Ł ił
Jo  ' o

Ć +Jt.i- ri  = O,  (2.5)

ft- - ^,j,  (2.6)

,/, =  - KljMtJ,  (2.7)

Oij,j+QFi   = O,  (2.8)

«wBy^w+ p;. i) i  (2.9)

<7y»ł  =  - P*   n a  A x  [O, oo],  (2.10)

9;«< = 9*  na Ą ,x [0, oo],  (2.11)

/ i«i  -   ; *  na Aj x  [0, oo],  (2.12)

U, =  Uf  na i x  [0, co],  (2.13)

M  = M *  na ̂ M x [0, oo],  (2.14)

C(0+) = Co  na E,  (2.15)

^ (̂O"1") =  QS0  na £.  (2.16)

Gdzie  ukł ad  równań  problemu  (2.1 + (2.9)  jest  speł niony w  obszarze  Ex  [0, oo),  przy
czym £ jest regularnym  obszarem trójwymiarowej  przestrzeni  euklidesowskiej,  natomiast
[0, oo] jest przedział em czasowym.

Budowę  funkcjonału  rozpoczniemy od mechanicznej czę ś ci problemu.  Wstawimy  na-
prę ż enia  (2.1) do warunku  brzegowego  (2.10)  oraz do  rónania  równowagi  (2.8),  które
nastę pnie  mnoż ymy  splotowo przez  (—ddUi) i cał kujemy  po  obję toś ci  V.  Wykorzystując
twierdzenie  Gaussa- Ostrogradzkiego  o zamianie  cał ki  obję toś ciowej  na powierzchniową
po odpowiednich operacjach uzyskujemy  równanie

J  [EUkl  * dskl  * ddUi:J- fu  *d@* ddUiiJ + 0u  * dC *  dSUltJ~
v

-   QFt  * ddUt]dV-   [  [P? * ddUUdA = 0.  (2.17)
Aa

Z  kolei  warunek  brzegowy  na przemieszczenia  (2.13)  mnoż ymy  splotowo  przez  (ddPt)
i cał kujemy po powierzchni A otrzymują c:

/   [(Uf -  U,)  * ddP,]dA =  0.  (2.18)



406  M.  WRÓBEL

Aby  zbudować  dyfuzyjną  czę ść  funkcjonału  podstawiamy  potencjał  chemiczny  (2.3) do
strumienia  masy  (2.7)  a  strumień  masy  do  warunku  brzegowego  (2.12)  i  bilansu  (2.5),
Otrzymany  bilans  masy  mnoż ymy  splotowo  przez  (- 8M)-  d(- ~&ij*dEij  + I*  d& +
—n * dC)  i cał kujemy  po  obję toś ci  V. Po przekształ ceniach otrzymujemy:

J  [_  $fJ  * dC  * dósij+l*   dC  • * ddQ- n  * dC  * dóC+  ĆO(0U  * ddsu- l  * dS6  +
v

+  n  * ddC)- K'ij{<I>ki  * 0pr  * dekUJ  * dÓ8mi  — & kl  *  / * dekljJ  * dd&it  +

+   0k,  * n  * dek,  .-   * dóC  ; — & k, * /  * d0  , * rf<5£fc, t + l * I  * d©  <  * dd&  , +
'  '  (2- 19)

— /  * n  * 6?0,j  w ddCtl  + 0!U  * 71  *  rfCj  * ddekł ii  — l * n • * dCtJ  * dd&t  £ +
+  n*n*  dCtJ  * ddC,t)  + rL  *  (®u  * ddeu- l*  dd6+n  *  dÓC)]dV+

D la  uzyskania  cieplnej  czę ś ci  funkcjonału  wyraż enie  na  gę stość  entropii  (2.2) mnoż ymy
splotowo  przez  (<W(9) i cał kujemy po  obję toś ci  V  otrzymując

f  [gS * dd0~(pu  * <fsy  * dd@- m  * d& * dd0- l*  dC  * d50)dV  =  0.  (2.20)

Z  kolei  strumień ciepła  (2.6) wstawiamy  do  warunku  brzegowego  (2.11)  oraz  do  równa-
n ia  (2.4)  które  nastę pnie  mnoż ymy  przez  (dd@)  i  cał kujemy  po  obję toś ci  V.  Po  prze-
kształ ceniu  otrzymujemy

/  \~% *H{t)  * dd&+ eS°H(t)  * d6& ~ r5 ( y ^ r  * F ( o * d&- '+

- QS*d&e\dV~  f\q**- ~^- *dd0\dA  = 0  (2.21)
Aą

D odajemy  teraz  do  siebie  stronami  zależ noś ci  (2.17),  (2.18),  (2.19),  (2.20),  (2.21)  wsta-
wiając  w  nich  zamiast  tensora  odkształ cenia gradienty  przemieszczeń  (2.9).  Wykorzystu-
jąc  symetrię  tensorów  EiJkl,  ętj,  <Pi}, K'tJ,  KtJ  moż emy  po  redukcji  wyrazów  podobnych
wył ą czyć  znak  wariacji  przed  wyraż enie  okreś lają ce  otrzymaną  sumę.  Wyraż enie  to  jest
poszukiwanym  funkcjonał em  termodyfuzji  lepkosprę ż ystej

&r[U itC,0]  =  I   y Ą J t (  * dUktl  * dUUJ- <pl}  * dVUj  * d0-  ~n  * dC  *  dC+

- - jm*d0*d0- K'J~- 0kl  * 0,r  * dUk,u  * dUB>rt-   ®kl  * 1 * dUkt„   * d&,, +

+   & kl  * n  * dUkt  u  *dCA+~l*l*   d0tj  * dSA~l  *n*   d0tJ  * dCt  +

1
*  n  * dC.j  * dC.i  + Coi&u  * dUt,j- l*  d0+n  * dC) + QSoH(t)  *d0+   (2.22)
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* H(t)  * d& * dUUj~l  *d0+n*

* dO.i- gFi  * dUi \dV-  J  [Pf  * dUt]dA-   f  [(Uf- Ut)  * dP^dA-

10
\e\dA-  J  [j* * (0tJ  *  JC/ ;,,.- l*d&+n*dC)]dA.

Należy  zwrócić  uwagę,  że  funkcjonał   powyż szy  otrzymany  został   przy  założ eniu,  że
potencjał   chemiczny  okreś lony jest  równaniem konstytutywnym  (2.3), a  zwią zki  geome-
tryczne dane są   równaniem  (2.9). Zbudowany  funkcjonał   wykorzystany  bę dzie  dalej  do
rozwią zania  pewnego  zadania  począ tkowo  —  brzegowego  sprzę ż onej  termodyfuzji.

3.  Zastosowanie — o pewnym zadaniu  sprzę ż onej  termodyfuzji  w warstwie

Sformułujemy  teraz  zasadniczy  w  całej  pracy  PROBLEM: Należy  wyznaczyć  pola
temperatury, koncentracji  i przemieszczeń,  a w dalszej  kolejnoś ci  odkształceń i naprę ż eń
w warstwie zdeterminowane przez zadane na brzegach wartoś ci temperatury i koncentracji,
oraz okreś lić  wpływ wzajemnych  sprzę ż eń mię dzy rozpatrywanymi  polami na ich rozkład.

Rozpatrzmy wię c warstwę  o gruboś ci  h, w której  wystę puje  pole temperatury ©,  kon-
centracji  C  i  przemieszczeń  f/j.  Zakładamy, że zagadnienie  przez  nas  rozpatrywane  jest
jednowymiarowe,  tzn. wszystkie  pola  zależą   od  jednej  zmiennej  przestrzennej  x3,  oraz
że ś rodek jest  izotropowy,  brak  w  nim ź ródeł   ciepła i masy  oraz sił  masowych  (rys.  2).

©„Hit )
C h  H(t)

Rys.  2.  Warstwa  z  polem  temperatury,  koncentracji  i  przemieszczenia

Przyjmujemy  nastę pują ce  warunki  brzegowe  pierwszego  rodzaju

=   C„H(t),   (3.1)

natomiast  za warunki  począ tkowe  przyjmujemy  wartość  entropii  i  koncentracji  na  całej
gruboś ci  warstwy  równe  zero

C(x3,  0)  =   Ćo  =  0,  QS(X3  ,0)  -   SS0  =  0.  (3.2)
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Wtedy  funkcjonał  (2.22) dla sprzę ż onych pól  temperatury, koncentracji i przemieszczenia
przyjmie  postać

bil

=  f \ y
- Ż i /2

1  1  K!
-   - i-n * dC* dC~  - - m * d® * d&-  ^ ^ a *  $33 * dUit3S  * dU3i3i  +

- K'&23  * I  * dU3lii  * d6,3+K'& 33  * n * dU3i33  *dC,3+   (3.3)

_ JL.1* i * d&,  3*d0,3  +K'l  * n * d&,3 * rfC, 3 +

^— n * «. * afC, 3 * dC  3  ^PF~  ̂ * @ 3 * <f(9 3

2  2r0  '
Powyż sze zadanie począ tkowo- brzegowe  rozwią ż emy zmodyfikowaną  metodą bezpoś red-
nią  Ritza  [30]. Przyjmujemy  do rozwią zania nastę pują ce funkcje  bazy
—  dla koncentracji:

, ,  .  rc(2fc- l)  .  ,  ,  n(2k- l)  .  n(2k- l)
fh(x3)  »•  cos  h

  7 . j ; , ;  A , 3 f e ) =   L _ _ i . 8 i n —5^ - —lx3 ,  (3.4)

—  dla temperatury:

7t(2fc- l)  ro(2fc- l)  .  jr(2fc- l)  .. „
gft(x3)  = cos  £  x3;  gjt, 3(x3) =   ^ - r —-  •  sin — — — -   x3,  (3.5)

•—•   dla przemieszczenia:

.  .  n(2k- l)  .  .  n(2k- \ )  7t(2k- l)
«t(*3) = sm  ^  x3;  ukt 3{x3) =  —^- j—i-   •  cos —i- ,  J- xs,

1  .  ,  (3- 6)
,  .  n\2k- \ )2  .  w(2fc- l)

uk,si(x3)  =   ^ p ——  sin —± - j—- x3 .

Wartoś ci  funkcjonału  (3.3) bę dziemy  poszukiwali  na kombinacjach  liniowych  mają cych
postać:

ć >"(*3, t) = go(t)+   £ak(t)gk(x3),  (3.7)

n

Cn{x3, t) = / 0(0 + .£ bk(t)fk(x3),  (3.8)

n

W(Xi, 0 =  uo(t) + £  ck(t) uk{x3),  (3.9)

gdzie:
go(t)  =  6bH(f),  (3.10)

/ 0( 0  -   CbH(t),  (3.11)

CO  K «C ^ e ) ff( 0 ]-   UbH(t)x3.  (3.12)
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Funkcje gQ,f0  i "o spełniają   niejednorodne, natomiast  funkcje  gk, fk  i  uk—jednorodne
warunki brzegowe;  ak(t),  bk(t) i ck(t) są  tutaj poszukiwanymi  funkcjami  czasu.

Dzię ki  zastosowaniu  zmodyfikowanej  metody  bezpoś redniej  Ritza zadanie  szukania
ekstremum  funkcjonału  tF\6", C", U'3']   sprowadziło się  do zadania  poszukiwania  ekstre-
jnum  funkcji,  której  argumentami  są  poszukiwane  funkcje  czasu  ak(t),  bk{t)  i  ck(t).
Warunek  istnienia  ekstremum  tej  funkcji  prowadzi  do nastę pują cych  równań  Eulera-
- Lagrange'a

7z2(2k- l)2  n{2k- \ )  ,  7r3(2fc- l)3  v l  ,  ,
Tfj  K I * n * abk- \  -—  (pis * dck- \ -  ~r^  A ip33  * /  * dck =

((p33*dUb+m*d& b)H(t),
n{2k- \ )

„.   ,  T:(2fc- 1)  h
* n *   k  TT  Kn*n*  dbk — r - n  * dbk  —

U  JT033 * « * dck =  ~ 2 ^ T iy  •  2A« * dCbH(t),  (3.14)

,  ,  Jt(2Jfc- l)  ,  7t3(2/ C - l)3 „ ,
*  /  * dak  X _  i-  9,33 * ̂   V

2 / g 2  JC

•   (cp33  * d&b- E3333  * dUb)H{t).  (3.15)

Wystę pują ce  w zadaniu funkcje  materiałowe /, m, n przyjmujemy  za stałe w czasie:

l(t)"lH(ł ),   m(t)- mH(t),  n(f)- nH(t),  (3.16)

oraz  zgodnie  z  [6, 13, 17, 18,  24]:

15  = _ 7_o i  „   3

* 3 3  -   - |

flr- i,  -̂ JC'n.  (3.17)

Natomiast z analizy  funkcjonału  danego  zależ noś cią   (3.3) bą dź  ukł adu równań  (3.13)-̂
- ^(3.15)  wynika  kilka  funkcji  sprzę gają cych  pola  termiczne,  dyfuzyjne  i mechaniczne,
które  po uwzglę dnieniu  (3.16)  i  (3.17)  moż na  przedstawić  w postaci  współ czynników:
1°  współczynnik  sprzę gają cy  pole  mechaniczne  z  cieplnym  zwią zanym  z  przepływem

ciepła

xcl=~- aT>  (3.18)
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2°  współczynnik  sprzę gają cy  pole  mechaniczne z  cieplnym  zwią zanym  z  przepływem
masy

K C2  = | f t „   (3.19)

3°  współczynnik  sprzę gają cy  pole  mechaniczne z  dyfuzyjnym

«r  = - yA*..  (3.20)

4°  współ czynnik  sprzę gają cy  pole  cieplne  z  dyfuzyjnym

* u  =   Z)c/ .  (3.21)

Wyznaczanie  pola  temperatury,  koncentracji  i  przemieszczenia  w warstwie  sprę ż ystej.
Dla  ciała  sprę ż ystego  funkcja  relaksacji  jest  stała  w czasie:

G(t)  =  EH(t),  (3.22)

a  jej  transformata  Laplace'a  ma  postać:

G(p) = Ej,  (3.23)

gdzie  p  jest  parametrem  transformacji.  Dokonując  na układzie  równań  (3.13)- =-  (3.15)
transformacji  Laplace'a  i  uwzglę dniając  zależ noś ci  (3.16)- =-  (3.23)  obliczamy  wartoś ci
poszukiwanych  funkcji  w przestrzeni obrazu. Dokonując nastę pnie retransformacji  Lapla-
ce'a  po wstawieniu  do  (3.7)- =- (3.12)  otrzymujemy  poszukiwane  wielkoś ci  polowe 0",
C, US

&>(x a, t) =  e\H{t) + ̂ ^ak{t)oo,^^llxX  (3.24)
*-   k=l  -*

C"(x3, t) = Cb\H(t) + ̂ ^ h ( t ) c o ^ ^ -x l  (3.25)

W(.x»> 0 =  cJfiiCO* + ^ ]?  ck(t)sin  ni2k  V x3],   (3.26)

gdzie:

JJlk~P2k!\Plk- P3k)

•  e"'*' - I-  -  P3k^P3cfi  +^z  & 3kt  ,  (3.27)

bk(t)  =
(Plk  —P2k)  (Plk  —P3k)  (j>2k —Plk)  (j>2k —P3k)

(j>3k~Pl

1+B2  1
3*- />2ł)  J V
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Ck(O  =   C
(Plk  - Pzk)  (Plk- P3k)  (P2k  - P i t)  (P2k  ~P3k)

e"«'+   —l-

Wystę pują ce  w  zależ noś ciach  (3.27)^(3.29)  wielkoś ci  A,  Alt  Az,  A3,  B,  Bt,  B2,  B3,  C,
C i,  C2, C3 są funkcjami  stał ych materiał owych oraz współ czynników  sprzę gają cych  (3.18- f-
- J- (3.21).  N atomiast wielkoś ci  plk  (i  =  1, 2, 3)  są  pierwiastkami  równania  trzeciego  stop-
nia,  które rozwią zano  metodą Cardana.

Pole  odkształ ceń  otrzymamy  z  zależ noś ci  na  tensor  odkształ cenia  Cauchy'ego  (2.9),
a  pole  naprę ż eń z  równania tworzą cego  na tensor naprę ż enia  (2.1). Po rachunkach  i  prze-
kształ ceniach  otrzymujemy

(2k- l)ck(t)cos ^LJLxX  (3.30)

, 0  =  ffL(^3, 0  = - j- ^27 I T T 7  £ " ( X 3 >  ł )~  [oC°c"( x*>   O+ «r®"(*»f  O]},  (3.31)»f O] } , (3.

a"33(x3,t)  =  0,  (3.32)

gdzie  wystę pują ce  w  (3.30)  i  (3.31)  wielkoś ci  dane  są  odpowiednio  zależ noś ciami  (3.29)
oraz  (3.24)  i  (3.25), natomiast v jest  współ czynnikiem  Poissona.

4.  Realizacja  numeryczna  i  zestawienie  wyników

W  oparciu  o  przedstawione  rozwią zanie  analityczne  opracowano  program  na  E M C
•  OD RA  1204 w ję zyku Algol  60. Do przeprowadzenia  obliczeń  wykorzystano  nastę pują ce
wartoś ci  odpowiednich  współ czynników  (po  sprowadzeniu  do  jednostek  SI ):
—  współ czynniki  dyfuzji  Dc  [12,25,26]  i  przewodnoś ci  cieplnej  DT[7,  16]

De  =  6 •   10- 6[m 2/ h ],  DT  =   4 -  10" 3  [m 2/ h ],  (4- 1)

—  współ czynniki  materiał owe m  [7,  16] n,  I   [27, 28]

m  =  7862,5  [J/ m3K 3] ,  «  -   134,2  [J/ m3kg2] ,  (4.2)

/ =   1305,4  [J/ kgK],

—  współ czynniki rozszerzalnoś ci  cieplnej  ccT[l,  16] i dyfuzyjnej  ac  [12, 15]

aT  =  4,7-   10- 6[ l/ K ] ,  tte =   1,25  •   10- 5[m 3/ kg],  (4.3)

—  moduł  sprę ż ystoś ci  podł uż nej E  [16] i współ czynnik  Poissona v  [15]

E = 2- 1010  [Pa],  v -  4 - t -L  (4- 4)
o

—  warunki  brzegowe  [7, 15]

0 6  -   40,0  [K] ,  Cb  =  10,8  [kg/ m3] .  (4.5)
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Wyniki  numeryczne  przedstawiono  w  postaci  graficznej  na  rysunkach  3 + 15.  Mając
na uwadze ograniczoną  obję tość pracy zilustrowano tu tylko najistotniejsze  z nich. Ze wzglę-
du  na  symetrię  zadania  (rys.  2)  na  wykresach  przedstawiono  jedynie  wyniki  przebiegu
procesów  dla  poł owy  rozpatrywanej  warstwy.  Aby  umoż liwić  lepszą  analizę  iloś ciową
prezentowanych  wyników  wprowadzono  nastę pują ce  zmienne  bezwymiarowe

£Ł   0 =  ±
h  ~  ©b

(4.6)

przy  czym  dla  temperatury  i  koncentracji  poziomem  odniesienia  są  zadane  wartoś ci
temperatury  i  koncentracji  na  brzegach,  natomiast dla naprę ż eń poziom ustalonych naprę-
ż eń  osią ganych  w  rozpatrywanym  procesie.

W  trakcie  analizy  prezentowanych  wykresów  korzystać  należy  z  wprowadzonych
współ czynników  sprzę gają cych  (3.18)^(3.21). Każ dy  z nich w  zależ noś ci  od  rozpatrywa-
nego  zadania  przybierać  może  bowiem  wartość  równą  lub  róż ną  od  zera.  W  ten  sposób
zadanie  ogólne  w  sposób  naturalny  dzieli  się  na  szesnaś cie  elementarnych  przypadków.
I   tak  np.  zadaniu  zupeł nie  rozprzę ż onemu  odpowiada  przypadek  H„  — xT  =  v.cl  =   xcl

=  0,  natomiast zadaniu w którym wystę puje  peł ne sprzę ż enie rozpatrywanych  pól —  przy-
padek  y.„ ?*  xr  =£  xc2  ?*  xc l  +   0.

Brak  peł nego  kompletu  danych  dla  innych  technologii  sprawił,  że  przyję to  beton
jako  rozpatrywany  oś rodek. Należy jednak pamię tać,  że  w  toku rozwią zania  postawionego
problemu  począ tkowo- brzegowego  poczyniliś my  szereg  zał oż eń  upraszczają cych,  z  któ-
rych  najistotniejsze  to  pominię cie  ź ródeł   ciepła  i  masy,  oraz  przyję cie  stał ych  (uś rednio-
nych)  funkcji  materiał owych  okreś lają cych  wł asnoś ci  fizyczne  betonu.  Okazuje  się,  że
w  sytuacjach,  gdy  zmiany  temperatury  i  koncentracji  wywoł ane  reakcjami  hydratacji
są  male  w  porównaniu  ze  zmianami  tych  wielkoś ci  spowodowanymi  przepł ywami  ciepła
i  masy,  to  zaniedbanie  ź ródeł   ciepła  i masy jest  uzasadnione. Przyję cie  takiego uproszcze-
nia  jest  na  podstawie  analizy  prac  [25, 26,  28] obszernie uzasadnione w pracy  [6]. W  tejże
pracy  [6]  autor  w  oparciu  o  badania Malininy  [28] i  wyniki prezentowane przez  Aleksan-
drowskiego  [25]  uzasadnia  przyję cie  stał ych  (uś rednionych)  wartoś ci  współ czynników

Rys.  3.  Rozkł ad  temperatury  w  warstwie  dla  Rys.  4.  Rozkł ad  koncentracji  w  warstwie  dla
przypadku:  przypadku:

KU  =   x T  =   HCZ  — x c l  = 0 K c 2  =   XcX  —  0
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dyfuzji  i  termodyfuzji.  Kolejnym  mankamentem prezentowanego  rozwią zania  jest  fakt,
że  beton —  w  począ tkowym  etapie  dojrzewania  —  wykazuje  własnoś ci  lepkosprę ż yste.
Analizowane w pracy zadanie począ tkowo- brzegowe  należy wię c  traktować jako  pierwsze
przybliż enie  tego  złoż onego problemu.

Ze  wzglę du  na  ograniczoną   obję tość  pracy  nie bę dziemy  tu  przeprowadzali  szczegó-
łowej analizy otrzymanych wyników numerycznych. Warto jednak  zaznaczyć, że  pozostają
one  w dobrej zgodnoś ci z wynikami  innych badaczy problemu.  I tak jeż eli  chodzi o wpływ
sprzę ż eń  na  rozwój  pola  cieplnego,  oraz  sprzę ż enia  cieplno- dyfuzyjne  —•  z  pracami  [6,
25,  26, 28], natomiast w zakresie zagadnień  sprzę ż enia  pola  mechanicznego z  polem  kon-
centracji z pracą   [24].

Otrzymane wyniki  numeryczne w sensie  opisanych  wcześ niej  założ eń  upraszczają cych
nabierają   znaczenia  jako  wyniki  iloś ciowe  obrazują ce  wpływ  sprzę ż eń  rozpatrywanych
pól  na siebie. Mogą  się  one okazać pomocne w rozstrzygnię ciu  dylematu, czy dane zadanie
począ tkowo  —  brzegowe  rozwią zywać  jako  niesprzę ż one,  czy  też  analizować  bardziej
złoż one  zadanie  sprzę ż one.
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P  e  3  IO  M e

BAPHAIJHOHHAfl  OOPMA  TEPMOflH ^oySH OH H tlX  nEPEnJIBIBOB  CBa3AHHLIX
C  nOJIEM HAIIPfl)KEHHt f

B  pa6oTe  nocrpoeHO  dpywwpLowLn fljia;  3aaa î  conpHJKeinioft  BH3Koynpyroft  TepMoflM(b(|)y3HH.  OC H O-

Boii  nocTpoeHHH <J)yHKi(noHajia  HBJIHIOTCH  ypaBHemie  SanancoB, npow3BoAainHe  ypaBHeHHH,  ypaBneimn

noTOKOB  iwaccbi  H Terwa,  a TaioKe  rpaHRMHwe ycnoBHH 3aaa^m.  3aTeM  oBcyjKfleno  TepMoflH(b(|)y3HOHHbie

nepertJiH Bbi  CBH3aHHtie  c  MexaHHieCKHivi  nojieM  B ofluopo^HOM   H30TponHOM   ynpyroM   cnoe.

BBi3WBaiOT  flaHHbie  BejnpiHHW  TeivmepaTypbi  H KOHneHTpaqHH Ha Kpanx  cnoH, TaK »e  i<aK

B  KnaccHiecKOM   npouecce  3anapHBaiiHfi  6eTOHa.  Jljm  pemeHKH npoSneMM   wcnoJiB3OBaHo  nocTpoeHHbia

dłyHKyHOHaji  H npHMeneHo MoflHtpHHHpoBaHHbift  HenocpeflCTBeHHbiii  MeTofl  P a m a.

S u m m a ry

THE  VARIATIONA L  FORMULATION  OF  HEAT  AND  MASS  TRANSFER  CONJUGATED

WITH  STRESS  FIELD

The functional  for  problems  of  the coupled  viscoelastic  thermodifusion  is  formulated.  The basis  for

the  construction  of  the  functional  constitute:  balance  equations,  constitutive  equations,  mass  and  heat

flux  equations  and  boundary  conditions  of  the problem. Next  the problem  of  the heat and mass  transfer

coupled  with  the  stress field  in  a  homogenous  and  isotropic  layer  is  treated.  The  process  is  generated

by  the  values  of  the  temperature  and  concentration  on  the boundary  like  in  the  classical  technological

processes.  The solution is based  on  the formulated  functional  and on a modified  direct Ritz method.

Praca  wpłynę ła do  Redakcji  dnia  18  wrześ nia 1985  roku.


