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Modelowano programowy  ruch samolotu w pę tli. Postulowano by ś rodek masy samo-
lotu  opisywał   podczas  ruchu  okrą g  o  stałym promieniu. Przedstawiono  model matema-
tyczny  wyznaczania  funkcji  sterowania  sterem  wysokoś ci  zapewniają cej  ś cisłą   realizację
nałoż onego  warunku  wię zu  programowego.  Samolot  potraktowano jako  sztywny  obiekt
latają cy  ze  sztywnymi  ukł adami  sterowania.

1. Wstę p

Typowym  zagadnieniem  symulacji  nieustalonych  ruchów  samolotu  jest  badanie  od-
powiedzi  zamodelowanego  ukł adu  na  narzucony  model  sterowania  [1, 7, 8]. Warunkiem
symulacji  danego manewru czy figury  akrobacji  lotniczej jest jednakże przyję cie  odpowied-
niego modelu sterowania. Najczę ś ciej  jednak znane są  tylko ogólne zasady sterowania przy
wykonywaniu  poszczególnych  manewrów,  ś cisłe  wartoś ci  parametrów  sterowania  oraz
ich  przebiegi  czasowe  mogą   być  trudne  do  ustalenia.  Geometria  symulowanego  ruchu
zależ eć może natomiast silnie od nieduż ych zmian w modelu sterowania.

W  pracy  podję to  aspekt  zagadnienia  odwrotnego.  Nakładając na  ruch  samolotu od-
powiednie  warunki  (wię zy  programowe  [2, 3, 5]) poszukiwać  moż na takiej  funkcji  stero-
wania,  która  zapewni  realizację   założ onego  ruchu  programowego.  Ograniczono  się   do
modelowania  programowego  ruchu  samolotu  w  pę tli.  Jako  wię ź  programowy  przyję to
warunek pozostawania  ś rodka masy  samolotu na okrę gu  o zadanym promieniu, zawartym
w  płaszczyź nie  pionowej  wzglę dem  ziemi.

Samolot  traktowano jako  sztywny  obiekt  latają cy  o  trzech stopniach swobody  (tylko
ruchy  symetryczne).  Sterowanie  samolotem  realizowano  poprzez  zmianę   cią gu  silnika
oraz zmiany wychyleń  steru wysokoś ci. Przyję to  przy  tym, że wychylenia  steru mają   para-
metryczny wpływ jedynie na wartość aerodynamicznego momentu pochylają cego.

Ze wzglę du na  istotne uproszczenia  w  formuł owaniu zapisu  modelu matematycznego
rozważ anego  ruchu  programowego,  dynamiczne  równania  ruchu  samolotu  zapisano
w  formie  [4, 6]:
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m •   V  =  — Px + T-  cos(a+ x) — m- g-   siny,  (i)

m- V- y  =  P.+  T-  sin(a +  x) -   m •  g  •  cosy,  (2)

JQ  = M+T- e,  (3)

gdzie:  m —  masa  samolotu,  / —  moment bezwładnoś ci,  V—- prę dkoś ć  samolotu,  y —  ką t
nachylenia wektora prę dkoś ci  do poziomu, T—  cią g  silnika, % —  ką t pomię dzy  wektorem
cią gu  i  osią   0x,  e — odległość  linii  działania wektora  cią gu  od  ś rodka  masy,  g  —  przy-
spieszenie  ziemskie,  PX,PZ,M  — siła  oporu  aerodynamicznego,  siła  noś na  i  aerodyna-
miczny moment pochylają cy,  a — ką t natarcia samolotu, Q — prę dkość pochylania samo-
lotu.

Rys.  1  Stosowane  układy  odniesienia:  OiXiZi—układ  inercjalny  o  osi  0lzl  pionowej,  0xz  —  układ
własny samolotu, 0xaz,  —  układ  aerodynamiczny o osi  0*  skierowanej wzdłuż kierunku wektora prę dkoś ci

całkowitej, OxjZ, —  układ  grawitacyjny,  równoległy  w  każ dej chwili  do  układu  Oi^iZ i

Równania  (1) -r (3)  uzupełniają   zwią zki  kinematyczne

x1  — V •  cosy,  (4)

/   żj  =  - F - s in y,  (5)

0  =  g  (6)

oraz  zależ ność  pomocnicza  (rys.  1)

a  =  0- y,  '  (7)

gdzie:  JCJ , zt  — współ rzę dne  ś rodka  masy  samolotu  w  inercjalnym  układzie  odniesienia
OxXjZi,  0  — ką t  pochylenia  samolotu.

Wystę pują ce  w  równaniach  ruchu  siła  oporu,  noś na  oraz  aerodynamiczny  moment
pochylają cy  są   ogólnie  znanymi  zależ noś ciami:

Px  =  - 1 QSV2CX,  PZ  =  i -   QSV2cz,  M  =  i -   eSV2cBcm,

gdzie:  c —  gę stość  powietrza,  S —  powierzchnia  noś na,  cx,cz,c„   — współczynniki  siły
oporu, siły noś nej  i momentu pochylają cego,  c„  — ś rednia cię ciwa  aerodynamiczna.
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W  pracy  przyję to  prosty  model  oddział ywań aerodynamicznych. Zał oż ono,  że współ-
czynniki  siły  noś nej  i  oporu  aerodynamicznego zależą   tylko  od  wartoś ci  ką ta  natarcia,
natomiast  współczynnik momentu pochylają cego  przyję to  jako  zależ ny  od  ką ta natarcia,
ką towej  prę dkoś ci  pochylania  i  ką ta  wychylenia  steru  wysokoś ci.  Dodatkowo zależ ność
c.(«)  potraktowano jako  liniową .

cx  =   cx(a),  cz  =   a- a,  cM  =  cm(a, Q,  óH),  (8)

gdzie  ÓH — wychylenie  steru wysokoś ci.  D la zmniejszenia skomplikowania zapisu dalszych
wyprowadzeń  przyję to  też,  że  wartość  gę stoś ci  powietrza jest  ustalona, Q —  const.

2.  Sformułowanie zagadnienia

Postulat  aż eby  w  każ dej  chwili  lotu ś rodek  masy  samolotu 0 znajdował  się   na okrę gu
pę tli o zadanym promieniu r  równoważ ny jest z nał oż eniem na ruch ukł adu wię zu progra-
mowego  o  postaci

2" ' (9)

Rys. 2  Geometryczna ilustracja  nałoż onego wię zu programowego

Jeż eli  w  chwili  począ tkowej  ukł ad  spełnia wię ź,  tzn

to  warunek  (9)  równoważ ny  jest  jego  formie  róż niczkowej  [2, 3] / ' =   Xi'.Xi
która  po  uwzglę dnieniu  (4)  i  (5)  może  być  zapisana  jako

/ *  =   y(Xl  cos y - zL  siny)  =  0.

(10)

i«i  =   0,

(11)
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Podobnie jak  poprzednio, ż ą dając  aż eby w chwili począ tkowej  spełniony był  warunek (11),

czyli
f*(x lo,2lo,Vo,yo)  = 0,  (12)

w  dowolnej  chwili  czasu  spełniony bę dzie  warunek  (11), gdy w każ dej  chwili  czasu  speł-

niany  bę dzie  warunek/*  = 0. Stosując  analogiczne  podstawienia  i wykorzystując  zależ-

noś ci z rys. 2, równanie  to moż na  sprowadzić  do postaci

f*  = V2- y- r- V=0.  (13)

Przekształcony  warunek  wię zu  (13)  interpretować należy  nastę pują co.  Jeż eli w chwili
począ tkowej  stan  ukł adu  spełnia warunki  (10) i  (12), to spełnianie przez  ruch  samolotu
warunku  (13) jest równoważ ne z realizacją   wię zu w postaci  (9). Z drugiej  strony, jeś li ruch
samolotu ma być zgodny z nałoż onym wię zem  (9), zmiana ką ta y zwią zana jest równaniem
(13).  Odrzucając  przypadek  zerowej  prę dkoś ci  lotu,  postulowanie  realizacji  rozważ anego
ruchu  programowego  jest  równoważ ne  warunkowi

y- y-   (14)

Jeż eli w każ dej  chwili  rozważ anego  ruchu programowego  spełniona ma być zależ ność
(14), z równania  (2) wynika, że spełniony musi być warunek

/ 2.- l.eSV2cs- T-  sm(a+x)+?n- g- cosy  = 0.  (15)
r  2

Równanie  powyż sze  wyraża  sobą   warunek  równoważ enia  się  wszystkich  sił  czynnych
i  bezwładnoś ci na kierunku  promieniowym.  Oczywistym  jest, że realizacja  tego  warunku
implikuje  stałą   wartość  promienia  pę tli, a spełnienie  dodatkowo  warunków  (10) i (12),
wykonywanie  przez  samolot  konkretnie  narzuconej  pę tli.

Reasumują c, z punktu widzenia  realizacji  ruchu programowego  opisanego  równaniem
wię zu (9), model sterowania  samolotem winien być dobrany tak, aż eby  odpowiedź układu
opisanego  równaniami  róż niczkowymi:

F=  — ( - ~pSV2cx+T- cos(a+x)- m'g- smy),  (16)
m  \  2  /

y = - f,  (17)

[  (18)

uzupełnionymi  zwią zkami  (4)- f- (6) oraz dodatkowo  (7),  w każ dej  chwili  ruchu spełniała
warunek  (15). Wartoś ci  począ tkowe  składowych  wektora  stanu  tak okreś lonego  ukł adu
równań  róż niczkowych  muszą   przy  tym być dobrane tak,  aż eby  spełnione były  równania
(10) i  (12).

3.  Modele  sterowania  samolotem w pę tli

W  rozważ anym  przykładzie  ruchu  programowego  sterowanie  samolotem  realizowano
poprzez  zmiany  wychylenia  steru  wysokoś ci  <SH oraz  poprzez  zmiany  wartoś ci  cią gu sil-



FUNKCJA  STEROWANIA  W  PĘ TU  261

nika  T. Model zmian  tych parametrów dobrany musi być  przy  tym  tak, aż eby  w  każ dej
chwili  zachodził  warunek  (15). Przy uwzglę dnieniu poprzednich założ eń  o stałej wartoś ci
Q,  zależ noś ci  cz  tylko  od ką ta  a  oraz biorą c pod uwagę  zależ ność  (7), równanie  (15) jest
ogólną   zależ noś cią   typu

w(V,y,0,T)  =  O.  (19)

Równanie  powyż sze  zależy  wię c jawnie  tylko  od jednego  parametru sterowania — cią gu
silnika  T. Zadanie sterowania w  zadanym ruchu programowym  rozwią zane mogłoby być
nastę pują co.  Przy  dowolnie  dobranej  (z  punktu  widzenia  realizacji  wię zu  (9))  funkcji
zmian  wychyleń  steru  wysokoś ci  <5H, zmiany  wartoś ci  cią gu  silnika  moż na  wyznaczać
bezpoś rednio z równania (15) w zależ noś ci od aktualnych wartoś ci V,yi&.  Inaczej mówią c,
wyliczoną   z  równań  (15)  funkcję

T=T(V,y,&)  (20)

wystarczy podstawić do prawych  stron równań (16) i  (18). Niezależ nie od modelu sterowa-
nia  sterem wysokoś ci,  odpowiedź rozważ anego ukł adu  równań róż niczkowych  (16)- ^(18)
i  (4) - H (6)  realizować  bę dzie  wówczas  narzucony  ruch  programowy.  W  każ dej  chwili
bowiem  realizowany  bę dzie  warunek  (15).

Chociaż przedstawiony  powyż ej  model sterowania polegają cy  na nałoż eniu  warunków
od wię zu  programowego  na  funkcję   sterowania  cią giem  silnika jest  poprawny  od strony
teoretycznej, w praktyce realizacja  takiego modelu sterowania może okazać się  niefizyczna.
Sterowanie w  pę tli  realizowane jest bowiem  głównie poprzez zmiany wartoś ci  wychylenia
steru wysokoś ci  [1]. Zmiany cią gu  silnika  dokonywane  są   zwykle dla zapewnienia odpo-
wiedniej  prę dkoś ci  lotu, a  pę tla wykonana  może również być  przy  stałej wartoś ci  cią gu.
O wiele ciekawszym  zagadnieniem wydaje  się   wię c narzucenie (niezależ nie od  warunków
wię zu programowego) pewnego modelu zmian cią gu  silnika  i poszukiwanie modelu zmian
ds  zapewniają cego  realizację   programu ruchu.

Formalnie warunek  (15) nie zależy  jawnie  od  dg.  Aktualne  wartoś ci  V, y  i <9 zależą
jednak  od  przebiegu  zmian  tego  parametru  sterowania.  Wartość  ką ta  wychylenia  steru
wysokoś ci  wpływa  bowiem  poprzez  współczynnik  momentu  pochylają cego  cm  (wzory
(8)) na zmiany wartoś ci  ką towej  prę dkoś ci pochylania Q.  Co za  tym idzie, funkcja  zmian
6B  decyduje  o aktualnych wartoś ciach ką ta  natarcia x, a wię c poś rednio wpływa na prze-
biegi czasowe wszystkich elementów wektora stanu odpowiedniego ukł adu równań róż nicz-
kowych.  Poniż ej  przedstawiono  sposób  wyznaczenia  funkcji  zmian  da  zapewniają cej
ś cisłą  realizację   rozważ anego  ruchu programowego. D la skrócenia zapisu, w dalszej czę ś ci
pracy  przyjmowano  przy  tym  stałą   wartość  cią gu  silnika  T =  const.

Róż niczkując  po  czasie  warunek  (15)  otrzymamy:

r  - QSVVaoc~^- QSV2ak- Tkcos(oc+x)- mgysiny  =  0.  (21)

Jeś li w równaniu powyż szym  Vi  y  zastą pimy  zależ noś ciami (16) i  (17), natomiast zgodnie
z  (7)  oraz  (6)  i  (17),  oc  przedstawimy  jako

a~0- y^Q- Z,  (22)
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przekształci  się   ono  do  równania  o  nastę pują cej  ogólnej  formie

w(V,  Q,  y,  0)  = 0.  (23)

Poddając  kolejnemu  róż niczkowaniu  po  czasie  równanie  (21)  otrzymamy

jLHL   ( K 2 +  VV) -   QS(V2  + VV)aa  -   icSVVaa  -   —  QSV- QH  +
r  2

. j  (24)

Jeś li  zapewnimy,  że w  chwili  począ tkowej  t0  spełnione bę dą   zwią zki  (15)  i  (21),  czyli

w(V  v„   f)^\  — 0  O^\

oraz

to realizacja  w każ dej chwili  ruchu warunku  (24) zapewniać  bę dzie, że warunek  (15) bę dzie
zachowany.

Równanie (24) interpretować moż na jako  warunek nakł adany m.in. na drugą  pochodną

ką ta natarcia a. Jeż eli z równań (16) i  (17) wyznaczymy  Vi  y  jako:

V  = —  I — QSVVCX~- = -QSV2  - , ' -a — Ta.sin(a +  %) + mgycosyI,  (26)
m  \  2.  dcc  I

$ »  Z-   (27)

oraz uwzglę dnimy  zależ noś ci  na  V, y  i  «  identyczne jak  przy  przejś ciu  od wzoru  (21) do
jego  postaci  (23),  druga  pochodna  ką ta  natarcia  a  otrzymana  z  równania  (24)  bę dzie
funkcją

ot =  '<x{V,Q,y,0).  (28)

Z  drugiej  strony  z  zależ noś ci  (22)  wynika,  że

Q - , S+ i l,  (29)

Równanie  powyż sze  traktować  moż na jako  toż same  z  równaniem  (18)  równań  ruchu.
Postulowanie  realizacji  wię zu  (9),  którego  równanie  przekształ cono  przy  odpowiednich
założ eniach  do postaci  (24), implikuje  ś cisłą   zależ ność  na  a  zgodnie  z  (28). Wynika  stą d,
że jeż eli  w  równaniach  ruchu  równanie  (18)  zastą pimy  tak  okreś lonym  równaniem  (29),
ruch  opisany  tymi równaniami realizować  bę dzie założ ony program. Wartoś ci  począ tkowe
VQ, ya,Qo,  *io> ^io  i  0o  muszą   być  dobrane  przy  tym  tak,  by  spełnione były  warunki
(10),  (12)  i  (25).

Toż samość równań (18)  i (29) moż liwa  bę dzie wówczas,  gdy model sterowania zmianami
wychyleń  steru wysokoś ci dobrany bę dzie tak,.że w każ dej  chwili  lotu prawe strony równań
bę dą   sobie  równe,  czyli

~  (~  QSV2ca cm(a,  Q, óa)  + Te) ~  S+- ~.  (30)
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Z  równania  tego  w  każ dej  chwili  wyznaczyć  moż na  aktualną   wartość  wychylenia  steru
wysokoś ci.  Tak  wyznaczona  funkcja  8„{t)   bę dzie  poszukiwanym  modelem  sterowania
sterem  wysokoś ci  w  narzuconym  ruchu  programowym.

4.  Uwagi  koń cowe

Jak  wynika  z  przedstawionej  pracy,  warunek  realizacji  wię zu  programowego  narzuca
odpowiednie ograniczenie na model sterowania zamodelowanyni samolotem. W  przypadku
jednego  wię zu  determinowane  są   przy  tym  przebiegi  tylko  jednego  z  niezależ nych  para-
metrów sterowania.  W  danym przypadku  są   to odpowiednio warunki  (20) i  (30), w zależ-

-  noś ci  od  tego,  który  z  parametrów  sterowania  obrano jako  przyję ty  arbitralnie.  Przyję ty
a  priori  model  sterowania  jednym  z  parametrów  sterowania  ma  oczywiś cie  wpływ  na
model  sterowania  drugim  parametrem  wyznaczanym  z  warunków  wię zów.  Ten  ostatni
„dopasowuje"  jakby  odpowiedź  ukł adu  tak, by  w  każ dej  chwili  realizowany  był  wię ź (9).
Podobnie,  wyznaczany  model  sterowania  zależ ny  jest  od  wartoś ci  począ tkowych  stanu
lotu. Spełniać one muszą   przy  tym odpowiednie warunki  (10), (12) i (25).

Przy  wyznaczaniu  modelu  sterowania  5H  zał oż ono  T =  const.  Przyję cie  dowolnej
innej  funkcji  zmian  cią gu  silnika  podczas  ruchu spowoduje,  że w  równaniach  (21)  i  (24)
pojawią   się  człony z pierwszymi  i drugimi pochodnymi po czasie wartoś ci cią gu  T. Przyję ta
"arbitralnie funkcja  zmian  Tmusi być wię c odpowiedniej klasy.

W  rozważ onym  przypadku  ruchu  sterowanego  poprzez  zmiany  dwu  niezależ nych
parametrów  sterowania,  ilość  nałoż onych  (na  ruch  ukł adu  wię zów  programowych  nie
może być wię ksza niż dwa.  W  ogólnym  przypadku  ilość wię zów programowych  nie może
przekroczyć  iloś ci  niezależ nych  kanałów  sterowania.  Jest  to  oczywiś cie  tylko  warunek
konieczny  realizowalnoś ci  sterowania  w  ruchu  programowym.
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MATEMATITOECKAJI   MOflEJIb  OIIPEflEJIEHHfl  OYH KU I I H
CAMOJlfiTOM   B  nETJIE

MoflejmpyercH  ynpaBiweMoe flBHHceHHe caMOJieia B n eu ie.  IIocTaBJieHo TpeooBaHHej  TTO6ŁJ  n/ arrp

caMan&ra  BbmoJffiMJi  BepTHKajn>Hyio  newno  nocroHHHoro paflHyca.  IIpeflCTaBneHa  MaieiviaTH-

Moflejii .  onpeflejiemw  cpyHKUHK  ynpaBJieHHJi  pyneM   BŁICOTSI,  oSecne^niBaiomeń  peajm3ain«o

npHHHToft  nporpaMiwoH  CBH3H. CaMOJieT  awoAeJiHpoBaH  i<ai<  5KecTKirii  JieraiomHft  o6t>eKT  c  JKCCTKKMH

S u.m  m a ry

A  MATHEMATICAL  MODEL  FOR  DETERMINING  THE  FUNCTION
OF  AIRPLANE  CONTROL IN LOOP

An  airplane  programed  motion  in  loop  has  been  studied. The  airplane  center  of  gravity  has  been
postulated  to perform  a vertical  loop as  an  ideal circle. A mathematical model for  finding  such  a  function
of horizontal  tail controlling  that  the motion be compliant with  the program  constraint  is  presented. The
airplane  was  modelled  as  a  rigid  body  with  rigid  flying  controls.

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia  6  lutego  1986  roku.


