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Politechnika Poznariska

Wykaz wazniejszych oznaczen

w — wektor predkosci wzglednej

w — wektor predkoscei katowej

u — wektor predkosci obwodowe;j
c — wektor predkosci bezwzglednej
a — lokalna predkos$é dzwigku

(o)) — potencjat predkosci

P — ci¢nienie

P, — ci$nienie calkowite

0 — gestosé

% — wykladnik izentropy

F, — jednostkowa sila od$rodkowa
Fe,, — jednostkowa sita Coriolisa

V, H* () — przestrzenn Hilberta

Q — obszar przeplywu

o8 — brzeg obszaru £

R — jednostkowy wektor normalny do brzegu

W zagadnieniach przeplywowych maszyn wirnikowych waZng role odgrywa wyznacze-
nie pol predkoéei, ci$nied, gestosci itp. W zwigzku z rozwojem metod numerycznych oraz
elektronicznych maszyn cyfrowych stato si¢ mozliwe wyznaczenie rozktadéw predkosci
dla niektérych waznych technicznie przypadkéw. W niniejszej pracy wyprowadzono
funkcjonat energii dla przeplywu potencjalnego czynnika $cifliwego z uwzglgdnieniem
doprowadzenia pracy w kole wirnikowym. Minimalizacja funkcjonalu energii jest réwno-
wazna réwnaniom ruchu [12]. Ujecie opisu przeptywu w postaci calki energii jest bardzo
wygodne do stosowania metody elementu skofczonego, ktéra w naturalny sposéb po-
zwala uwzglednié nieregularne obszary. Wariacyjne {energetyczne) ujecie réznych przy-
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padkéw przeplywu czynnika §cisliwego bylo przedmiotem prac [2, 3,5, 6, 8]. Dla prze-
plywu transonicznego w maszynach przeptywowych szereg pozycji bibliograficznych jest
przedstawionych w pracy [13]. W niniejszej pracy zbadano mozliwo$¢ minimalizacii
funkcjonahu energii za pomoca metody odwzorowania zwezajacego oraz metody Newtona
dla przeptywu poddzwickowego i transonicznego. W koncowej czgsci pracy przedstawiono
algorytm znalezienia rozwigzania w obszarze dyskretnym dla przypadku stacjonarnego
przeplywu przez plaska palisade profiléw.

1. Podstawowe rdéwnania

— Roéwnanie ruchu.
Réwnanie to dla przypadku stacjonarnsgo ma postaé [4]:

dt 2

lub po obustronnym pomnozZeniu przez w:

ﬂr-V(sz)—w-rotw = F——é—VP,

D (1 \_ .. o) 1
W(?w)-w V(E—w)—wF ?WVP, (1)
F:Fr+FCnr'

— Roéwnanie cigglosci przeplywu:

diviow)=0 lub pdivw+w:Vp =0. (2)
— Rodwnanie energii.
W maszynach przeptywowych wygodnie jest uzywaé réwnania energii- nie w postaci réz-
niczkowej lecz skonczonej. Ma to miejsce szczegblnie w przypadkach, w ktérych nastepuje
doprowadzenie (wzglednie odprowadzenie) pracy. W adiabatycznym przeplywie stacjo-
narnym ilo$¢ pracy przekazanej czynnikowi wzdiuz linii pradu wyraza zaleznosé¢ [1, 9]:

A |
I, = 12—11+7(c§—c§). (3)

Przekazana praca moze by¢ wyraZzona réwniez réwnaniem Eulera dla maszyn przeplywo-
wych w postaci:

L= uac—~uycy = B¢, —ug €y ©)]
Z poréwnania (1) i (2) otrzymujemy nowa funkcje I zwana rotalpia

. 1 . 1 1
I=1i +7 ci—uycp, = 12+7 €2 —~1uy¢,, = i+7 ¢? —uc, = const. (5

Z tréjkata predkosei (rys. 1) wynika, Ze iloczyn uc, z réwnania (4) mozemy wyrazi¢ przez
predkos¢ wzgledna w i wypadkowa ¢, mianowicie:

w? = ¢ +u?—2uc, = ¢ +u?—2uc,
a stad:
1

o]
I= z+7c2—ucu =i+ —% wz—%u2 = i+7w2—-%w2r2 = const. ©)
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Poniewaz rotalpia jest stata wzdluZz linii pradu wigc jej gradient jest wektorem prosto-
padlym do linii pradu, co prowadzi do zerowania si¢ nastgpujacego iloczynu:

w-VI=0 lub 1w Vgi=0. (62)
— Réwnanie przemiany:
P w—1 .
e . ¢)
< w
&
TJ» L o
S
Rys. L.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy zalezno$é:

dp P
az=(_)=%_ skad @ = (x=1) -1,
. dp /s e
wige:
VP:(ZZV@. (9)

Ze wzgledu na jednolito$¢ oznaczen oraz cigglo§é przejscia z w — 0, predkosé diwigku
odpowiadajaca rotalpii catkowitej bedziemy oznaczal réwnieZ przez g, jak w przypadku
w = 0; wtedy @u = (x—1)* I. Przeto zaleznosé (6) przyjmie postaé:
_a%_az 1o, s 2_2&2_2 10
I—?—l—-——-‘”—__—l—-i‘?(w ll) lub ao—a+ 2 (W ") ( )
Wykorzystujac zaleznosé (9) wprowadzimy réwnanie ruchu (1) do réwnania cigglosei (2),
stad otrzymujemy réwnanie:

a*divw+w- [F—V (% wz)] = 0.

Predko$é dzwieku w powyZszym réwnaniu mozemy wyznaczy¢ z zaleznodci (10), stad
mamy nastgpujaca postaé réwnania ciaglosci:

w- [F—V (% wz)]
divw+——— —0. (11)
a% - 2 (W2 - uz)
Wyznaczmy mnastepujacy iloczyn wystepujacy w rownaniu (11):
wF = w(F,+Fc,) = w-(i- 0*%+j - 0?y)—2w-(@xw) =w- F,, (12)

7T Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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gdyz iloczyn
w-(oxw)=0,

tzn. sita Coriolisa nie wykonuje pracy.
Rozwazmy teraz drugi sktadnik zaleznosci (11); wykorzystamy zaleznosei (6a) i (12):

" [p_v (; w)] WV (% et wz) — @t w- Vling), a3
gdzie:
1
0 B _)f-"l W2-—ll2)u_l_ 2 2 2
f“E (1 x+1  a? C BT (14
Stad:
X " 2 2 _x-—T
£.=(_9_) _ (1_ #=l "’—2") , (19
P, Qo x+1 a;

przy czym wielkosci Py, 0o Sa odniesione do rotalpii 7.
Po uwzglednicniu zaleZznosdci (13) réwnanie ciaglodei (11) jest nastepujace:

divw+w - V(nf)=0 Iub div(yw)=0. (16)

Zakladamy dalej, ze przeptyw bezwzgledny jest niewirowy, tzn. istnieje potencjal predkosci
& spelniajacy zaleznodé: '

VO =w+u, u=oxr. {7

Wprowadzajac zaleznoéé (17) do réwnania (16) i wykonujac rézniczkowanie otrzgymujemy
podstawowe réwnanie gazodynamiki dla maszyn przeptywowych:

(@ —w) Do+ (@ —wH)D,,+ (@~ w2y D, — 2w, w, D — 2w, w, D, —~
—2w,w, D, +w(D, - Vu,+D,- Vu,+ D, - Vu,) =0, (13)
a dla przypadku dwuwymiarowego:

(@—w) Dy 2w, w, D+ (@2 —w2) Dy, =0, (19)

d o (oD .
przy czym P, = v @) = ™ (W) ... itd.

Wyznaczmy wyréznik réwnania (19):

2
4 = 4wiwi—4(a>—wi)(a*—w?) = —4da* (1—:—2) =

(20)
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Znak wyroznika 4 decyduje o charakterze réwnania (19), mianowicie:

2 —
A < 0 (typ eliptyczny) wtedy —<1+% L # ,
x+1 a%
-1 u?
A > 0 (typ hiperbolicz wtd— 1
(typ hiperboliczny) wiedy —5- > 14— — +1 — (21)
—1 u
A = 0 (linia parabolicznoéci) wted L_,_L_z'
(linia par icznosdcl) wtedy S

Micjsce geometryczne punktéw dla ktérych 4 = 0 dzieli obszar przeptywu na obszar
poddzwigkowy oraz obszar naddiwigkowy. Wyréznik A bedzie odgrywaé istotna role
przy badaniu zbieznosci proceséw iteracyjnych.

2. Ujecie wariacyjne réownania ciagloSci

Réwnanie (16) na mocy (17) moZemy napisa¢ w nastgpujacej postaci:

1

_ o x—1 (VO—n)2—n? |=-1 -
div(fw) = div {[1 T P (V& —u); = 0. (22)
Réwnanie Eulera rachunku wariacyjnego [7] jest nastepujace:
oF d | oF a { dF o [ oF .
9B " ax (—345,)‘“37 (quy )"E (T(D,) =0 - @3

gdzie funkcja F = F(D, @, P,) jest funkcja tworzaca.
Z poréwnania (23) z (22) mamy:

oF

36—

oF |, x=1 (V&— u)z—u
oD, 41

(22 )
5w) @
(s ,).

”

. %41 u—1 (VO—u)2—u? |1  x+1
F(V®,u,a,) = ot a,ﬁ[l—%_}_1 A 2 + - C, (25)

oD, x+1

oF [1_x~1 (VO — u)z—n]

oF |, x=1 (VO— u)2-—u2
oD, x+1

Catkowanie ukladu réwnan (24) daje:

tub

X

x+1 2(1_;{—1 L—uz_)ﬁ_i_ 1l -

Fw,u,a,)= (25a)

2% x+1 a? 2%

Vi
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Stata catkowania okre$lamy z warunku istnienia ciaglego przejscia od przeplywu czynnika

écisliwego do przepltywu czynnika niescisliwego (a, — o0). Latwo pokazac, ze C = — g2
a stad:
%+l 5 x—1 w?—u? %1
= —— _— —1 .
FQw, . a,) w [(1 x+1 a® (26)

Na mocy (15) otrzymujemy:

w+l L[ P x+1 Ll{ e )" ]
= —— _ = _ —-1 N
F(W, u, a*) 22 a*(Po 1) Q3¢ ax 0o (263)
Funkcja F posiada wymiar energii:
[F]= [ai] = [m?*/s?] = [T/ke].

W szezegdlnym przypadku dla przeptywu czynnika niesci$liwego (a2, — co) funkcja F ma
postaé:

F(w,u, ©) = ——;« (wr—u?) = —%— (VD)2 —2u - VO], (26b)

Catka wariacyjna z uwzglednieniem warunkéw brzegowych wyraza si¢ nastepujacym
wzorem:
— dla przeplywu czynnika $ciéliwego:

%+1 zl[ n—1 (V@—u)z—uzlu—l
” a 1—

—1{d2+
%+1 ai

J(P,u,a,) =

+ [ 2, @, Bas, - @7)
a0
— dla przeptywu czynnika niescisliwego:
J(@,u, ©0) = lim J(P,u,a,) =

&y 0

1
—~2—0f [(VCD)Z—ZNV(D]dQ+a Df 16, @, 8)-ds.  (28)

W przedstawiony spos6éb zagadnienie stacjonarnego przeplywu idealnego czynnika $cisli-
wego sprowadziliSmy do zagadnienia optymalizacji funkcjonatu energii. Aby wyznaczyé
nieznang funkcje y wyznaczymy pierwsza wariancj¢ funkcjonatu (27) [14].

M+ 1 dx dz d
- 0T = f [F]q) (sdsd.Q‘i‘ f (Fq) +Fq), ds +F¢‘ dS‘ Xo— Z x(p‘) 6¢ds,
d J d
[Flo = Fﬁ_EFa)‘_WFQ)’_EFQ)"
oraz [Fl, = 0 na podstawie (23) i (27). Zatem na brzegu 82 mamy:
dy dx dz d
F¢x —S—Fm, d +Fa>‘ d -dT x«;. = 0 (29)
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Przeksztalémy dalej pierwsza czgsC zaleznodci (29) do innej postaci, mianowicie:

d dx dz
Fo g T, g+ Fo, g = JVO=a) =1, (30)

w, — sktadowa normalna predkosci W
Poniewaz yp, = 0 przeto z zaleznosci (29) po uwzglednieniu wyniku (30) mamy:

Xo :f W, = P(S),
a stad funkcja ¥ ma postac:

x = D) pls).
Ostatecznie funkcjonat energii (wzigty ze znakiem przeciwnym) przyjmie postaé:
?
o xl f 2 x—1 (VO—u)?—u? | %=1
J(d),u,a*)—— '—TD ay ‘[1 ] ai — —11dQ2+
— {@-p(s)d _ #+l {ai [1_M] Cdo—
. 2, Py
20 Q L

_ fgb - p(s) - ds, (31)

a0

gdzie funkcja:
26 =L w, = dm,
Qo

wyraza jednostkowe nat¢Zenie przeplywn masy przez jednostkowy element powierzchni
a0.

Warunkiem koniecznym istnienia extremum funkcjonahu energii (31) jest zerowanie sig
I wariacji. Niech v e V(2), « € R*, wtedy:

8J = lim J(®+a'v”"a;)_‘7(§b’"’a*) =
a—0

1

w1 (VO-u)’—u? 1?‘ - [ v pls)-ds, (32)

= J (V@-—-u) “Vov- [1—

2
#t1 T 20
lub:
N
8 = fw-w(1—7’:i wa;'"_)"" aQ— fv-p(s)ds. (322)
2 .

a a0

Kiadac 6J = 0 otrzymujemy réwnanie wariacyjne:

x—1 (VO—u)?—u?
x+1 as

1
]""dg = [ore) a0

o2

f(w—u)-w- [1—

L]

z ktérego mozna wyznaczy¢ rozktad predkosci dia zadanej funkeji p(s).
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Dla przeptywu czynnika niesci$liwego (@, — o):

o = fw-Vde— f‘vp(s)'ds. (39
ol 2Xe]

ZauwazZzmy, Ze rownanie wariacyjne (33) jest nieliniowe. Stanowi to do$¢ duze utrudnienie
numeryczne, kiore mozna pokonaé stosujac metody iteracyjne rozwigzywania réwnat
nieliniowych. O zbieZnosci proceséw iteracyjnych decyduje znak drugiej wariacji 62J
funkcjonahy energii (31). Poniewaz 62J = §(8J) przeto dla o € R* mamy:

oJ hou,a,,v)—~0Ju,w,a,,
(SZJ(W, u,a,,9, h) = lim (W+OLV #, Ay ;)) (" W, dy 7)) —
o0

2% _ 2 2
- f(—g—) (1+ i 1-"—2—’”—2)%%({0
s \Qo x+1 ay a

ES

+ xil ,,f (oi) L0 w)- (Th- Vo)— (- Vi) (v V2.

Wektory w, Vo, VA sa wektorami wspélliniowymi, wiec funkcja podcalkowa w drugiej
cafce jest rowna toZzsamosciowo zeru.
Ostatecznic mamy:

_ 2 2
82 — ffz—"(1+" 1 u —%)VthdQ,

a1 A2
3 x+1 ai A

w szczegdlnosci dla i = o:

8%J =

% P N et SR SR WS
— nff (1+x+1 o (V0)2dQ. (33)

Druga funkcja podcalkowa w nawiasie jest WyréZnikiem charakterystycznym podstawo-
wego réownania gazodynamiki dla maszyn przeptywowych, zaleznosé (20).
Druga wariacja funkcjonatu energii (31) spetnia nieréwnosci:

— dla przeplywu poddiwigkowego (4 < 0j 627 > 0,

— dla przeplywu naddzwickowego (4 > 0) 62J < 0.

Rys. 2.
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Aby druga wariacja funkcjonatu energii byta dodatnia réwniez w obszarze naddzwie-
kowym nalezy zmodyfikowa¢ funkcjonal poprzez dodanie czlonu regularyzujacego
H(D,u) ujmujacego przyrost entropii na fali uderzeniowej. Rdézne mozliwoéci regu-
laryzacji przedstawiono w pracy [27].

3. Funkcjonal energii dla przeplywu transoniczmego

Pod pojeciem przeptywu transonicznego rozumiemy taki przeptyw, w ktérym wystepuja
lokalne pola naddiwigkowe predkodci, to znaczy, w obszarze £2, (rys. 2) predkos$é jest
wieksza od predkosei dZwieku (4 > 0, 6%J < 0) a w obszarze £2, /82, predkos¢ jest mniej-
sza od predkoséci dzwigku. Interesujace sa tutaj tylko takie przypadki, gdy przyrost entropii
na poszczegdlnych liniach pradu za fala uderzeniowa jest bardzo maly. Wtedy wielkosé
wektora rotacji predkoscei jest do pominiecia {15, 16] i przeptyw za falg uderzeniowa mo-
zemy traktowaé jako bezwirowy i potencjat predkosei bedzie funkcija ciagta na fali ude-
rzeniowe;j.

Na linii 4B, (rys. 2,) predkosé przeptywu jest réwna predkosdei dzwigku. Na linii BC
wystepuje fala uderzeniowa. Dla obszaru 2, i 2, calki energii maja postaé (funkcja p(s)
na profilu zeruje sig):

o

_ —u)—u? T
J, = x+1 fﬂi ‘1_[1__ x—1 VO,—u)y’*—u ] I]dQ—!-
o}

2% %41 az

- [@p©ds— [@,pas
a0

00y

_ R -
g, ] fai(l—[lﬁx L (V0 u] I’d!”
2% P x+1 ag )

+ f@zpz(s) ~ds+ H(D,u).

2,

Ze wzgledu na ciggto$é masy i potencjatu predkosci na fali uderzeniowej zachodzi réwnoéé:

Do w,, = DPy0,w,, na  992;; ow,lan = p(s),

przeto:
f®1 “ Py (s) - ds— f D,p,(s)ds =0,
a0, an,

oraz na mocy cigglodci funkcji @ w calym obszarze £2:

%41 f x—1 (VO—u)*—u? }—xill
J = = 291 —11— ae
J1+J2 2 5 ay |1 [1 %+1 ai +

— f@-p(s)- ds+ H(D,u). |

a2
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4, Minimalizacja funkcjonalu cnergii

Funkcjonat energii w postaci (31) nie jest funkcjonalem kwadratowym. Zatem I wariacja
nie jest forma dwuliniows. Istnieje wiele metod minimalizacji funkcjonaldw w zaleinogei
od pewnych wlasnoéci funkcjonatu (Scista wypuktosé, nieujemnos¢ IT wariacji). Dalej
zbadamy czy funkcjonat (31) moze zostaé zminimalizowany za pomoca metody odwzoro-
wania zwezajacego, dla funkcjonalow scisle wypuklych. Zaktadamy, ze @ € V(¥ — prze-
strzen Hilberta). Zajmiemy si¢ teraz zbadaniem Scislej wypuklodci funkcjonatu energii,
ciagtosci I i IT wariacji. Spehienie tych wlasnosci oraz nieujemnos$¢ i ograniczonosé II
wariacji gwarantuja istnienie odwzorowania zwezajacego [10].

4.1. Wypuklo§é funkcjonalu energii. Musimy zbadaé, czy spelniony jest warunek (0 < « <
< 1):

J(l—0) D+ ¢l < 1-)J(D)+a-J(p), ¢, PeV,

_ 2 _ PRY %
J(@):..’H_,l R P 1L u x—1 (VO—u) " _itaos
x—1

w1 ai w1 az

(36)

+ f@ -p(s) - ds = ;1 E[—f(D)] - dQ+ f@-p(s)-ds.
8 29

Ze wzgledéw fizycznych funkcja @ musi spelniaé nastgpujacy warunek:

— 2 2
1__1‘”_; Vo at;k) LY a7
Zajmijmy si¢ zbadaniem wypuktosci funkeji f(@). Dla wektora predkosci obwodowej
istnieje funkcja U taka, ze u = VU.
Dokonamy zatem przedstawienia @ = @— U, stad:

_ x—1 AR =
o 5 T

. x—1 u? x—1 Zﬁ_
- (H x+l a2 x+1 '1) =78,

oraz:

S(A) =

2-n
x~1 w®  x—1 T x—1 u* Vo
R [T W)

%+1 ai  x+1 x+1 az a,

Zatem funkcja f(®P) na mocy nieujemnosci f”(®) [19] jest wypukla w zakresie predkosci
okreslonych nieréwnoécia:

. 2% w—1 (VO—u)?—u?
@: —
R e |

2—x
x—1

(VO—u)?>  x—1 u®
ll ai * x+1 o2
2-x
x—1

2% x—1 w?—pny? x—1 uw? w2
= 1— R sz
x+1 ( x+1  ak ) (H_ %+l ai 4 >0 (%)
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jesti:
x—1 w2 w2
i @zl
to znaczy w zakresie przeplywow poddiwigkowych. _
Z nieujemnosci 1 wypuklosci funkeji f(P) wynika wypuklosé funkcjonatu energii (31).
Scista wypuklosé zachodzi zawsze, gdy f'' > 0

4.2. Ciaglo§é 1 i II wariacji funkcjonalu energii. Musimy sprawdzi¢, czy z warunku @, —» @,
wynika J(D,) > J(D,) oraz §2J(D,) - §2J(D,). Nietrudno zauwazyé, Ze warunek ten
dla (32) i (35) jest spelniony.

4.3. Nieujemnos$¢ (koercywnosé) II wariacji funkcjonalu energii.

1+

— Przeptyw poddzwieckowy
Dla przeptywu poddizwigkowego nieujemnosé II wariacji wynika ze znaku wyrdznika (21)
réwnania charakterystycznego i zawsze 627 > 0.

— Przeplyw transoniczny

Dla stabych fal uderzeniowych przyrost entropii jest proporcjonalny do trzeciej potegi
z réznicy predkoéci za i przed fala [16]:

As = —A-[(VO—u)-Vn, — (V& —u)-Vn_]® > 0 skad w-Vn, —w-Vn_< B, 4,B >0,
lub piszac w postaci ogdlniejszej [27]:

div[(VD —u)] < B,
albo w postaci stabej;

— [(VO—wyVnd2 < B [ndQ, neV, = fn:n e Hy(®).n < O}. (39)
2 2

Przyjmujac skonczenie wymiarowa przestrzeii V' z funkcjami bazowymi {¢;}, nier6wno§¢
(39) przyjmie postac:
— f (V@ —u)Vg, 62 < B f(p,d.Q NV (39a)
2 2

Nieréwno$¢é (39a) dolgczamy do funkcjonatu energii przez zastosowanie funkcji kary,
otrzymamy wtedy zmodyfikowany funkcjonat energii:

Jx (@, u,a,) = J(D, a,a,) +H(D, u),
gdzie:

N
H@,w =K D[~ [ (V& —u)VpidQ — B [ pid@] "}, 1+ = max (0, 1), K > 0,
i=1 2 o]

oraz.
e = ()Y (1L 221 2 %) 9oy 2K(fVVdQ)2>
x ;mfg) (“m‘a—;"az'(”) T2k ) Vevndi) >
2 02

2 (g + ph2) J (Vo)*dQ2 = p- f(V’U)zd-Q:/‘ = pitpa-
Q2 Q2

Stalg B i kary K nalezy dobraé¢ tak aby 62Jx > O (wtedy u > 0), oraz byl speiniony
warunek (39).
Dalej wykorzystamy nieréwno$é Friedrichsa [18], otrzymujemy:
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s7rg—p [ (Vorae =p [ [% (Vo) +5- (W] dQ =

=n [v2d9+% (Vv>2]d.o =
24 (40)
1 1

> min 3.3 €) [ 12+ 07140 = il
0

C, = min (%,%C) > 0.
Ograniczono$é II waﬁacji wynika z cigglosci II wariacji. WykazaliSmy zatem ciaglosé
Ii IT wariacji, nieujemno$é i ograniczono$¢ II wariacji przeto na mocy twierdzenia [10]
operacia T® = B —y- G(D) jest operacja zweZajaca. Operacja T jest zawsze zwgiajaca
dla przeptywéw poddzwickowych (62Jx > 0) oraz dla przeplywéw transonicznych, dla
ktérych 4 > 0.

Liczba y = (O, Miz)’ p >0, a stata M wynikag nieréwnosci [10]:

1G() -G < Mlju—2||. .
W zalezno$ci od wyboru parametru y proces iteracyjny oparty na metodzie odwzorowania
zwezajacego jest szybciej lub wolniej zbiezny, najlepszg wartoécig jest y = u/M?. Dla
przeptywoéw transonicznych szczegdlnie trudno jest okreslié warto$¢ dodatniej liczby
u, gdyz obszar 2, zalezy od wielkosci wektora predkoSci naplywu na palisade oraz
kata naplywu jak réwniez geometrii palisady. Okreflenie zatem optymalnej wartosci
parametru y jest stosunkowo trudne. Proces iteracyjny z parametrem ¢ % ¥,,, jest wolno-
zbiezny. Znacznie szybsza zbiezno$é gwarantuje metoda Newtona, ktéra jest zbieZna
przy tych samych zaloZeniach [10] co metoda odwzorowania zwegzajacego. W zagadnie-
niach optywu palisady profili obok warunkéw brzegowych oraz geometrii palisady zadaje
si¢ kat naplywu w nieskonczonosci. Uwzglednienie kata naplywu jest latwe przez wyko-
rzystanie cyrkulacji. Mianowicie w przekroju 8025 (ktéry przyjmujemy jako lezacy w nie-
skonczonodci) sktadowa styczna v, predkodci jest zwiazana z cyrkulacja nastgpujaco:

. &
Iy = f“a—d)’=d52_d51a
dy
1o
a z drugiej strony uwzgledniajgc fakt, ze skladowa v, ma statg warto§¢ w przekroju 902,
mamy:

oD
ro= [ 22 gy [y =001 = Gamr)vsto-o.
903 Y 30,
Zatem:
G,—b;, = (12~ y1)V:tg0 o, (46)

gdzie indeksy 1 i 2 oznaczaja punkt poczatkowy i koficowy lezacy w przekroju 9825 w kie-
runku osi y. .

W przypadku zadanego kata naplywu «_. réwnanie wariacyjne (33) nalezy rozwiazaé
Iacznie z warunkiem (46). Wprowadzenie liniowego ograniczenia (46) nie zmienia przed-
stawionych wihasnosci funkcjonatu J(D, u, a,,).
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5. Przyklad obliczeniowy

Przedstawione rozwaZania wykorzystamy do okreélenia wielkosci przeplywowych
w stacjonarnym przeplywie idealnego czynnika $cisliwego przez plaska palisadg o nie-
skoniczonej liczbie topatek. Ze wzgledu na stacjonarno$é przeptywu ograniczymy sie do
obszaru pokazanego na rys. 3. W szczegélnym przypadku obszar pokazany na rys. 3
moze sie zawiera¢ migdzy kolejnymi szczelinami miedzywiencowymi (linie 92, i 82,
leza w $rodku szczeliny migdzywiencowe;).

yA
B.Qz’”
A,
35
6933 / . X
As, - WA \
/ »x [ e s g \| ‘.__
a5 sy o /_\ il
. 392y : % Rl
' \ I
/65?,1 ) m
A1=1000 AL=16,00
AZ= 1000 AS=16,00
35| A3= 16,00 A6 = 10,00
B} L1 =10 V=20
B2, L2= 80 LN=20
Rys. 3, Rys. 4.

Na liniach @, i 8Q, oraz dQ, i 02, ze wzgledu na periodycznosé mamy takie
same skladowe predkosci (wielkosci nieznane). Na linii 8Q; rozklad predkosci jest zadany.
Natomiast na linii 862, nieznany rozktad predkosei spelnia warunek ciagtosci. Ponadto
nieznany jest kat sptywu. Funkcjonat energii (31) wymaga znajomoéci rozkladu predkosei
p(s) na calej linii 0.

Funkcja p speinia warunek cigglosci:

fp(s)ds =0, pel*(09Q. (41)
o0

Zastosowanie zasady minimum energii potencjalnej (zasady najmniejszego dzialania)
spowoduje wybranie z klasy funkcji p(s) spetniajacych warunek cigglodci (41) takiej,
ktéra nada calce energii warto§é minimalng. W klasie funkcji @ e C*(2)nC*(9£2) odpo-
wiada to spelnieniu réwnania ciagloéci nie tylko w postaci wariacyjnej (33) lecz réwniez
w postaci rézniczkowej. W omawianym zagadnieniu rozwiazania poszukujemy w skof-
czenie wymiarowej przestrzeni H(2)NL*(982). W tej przestrzeni na brzegu zadajemy
funkcje p(s) (réwnanie wariacyjne (33)) a réwnanie ciggtoéci na brzegu 92 jest speione
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w nastgpujacym sensie:
fv[p(s)—%ii]ds=0 v, ® e H(5Q). 4)
e

W dyskretnym obszarze {2 fizycznemu rozwiazaniu najblizsze jest to rozwiazanie, ktére
na kazdym odcinku obszaru dyskretnego spetnia najlepiej réwnanie ciggtodci w zwyklym
sensie. Dla obszaru pokazanego na rysunku nr 4 otrzymujemy:

5 — 2 L f [m%%] ds = Z 8 = By 3)

W otoczeniu krawedzi naptywu i splywu wystgpuja stosunkowo duze gradienty predkosci
a diugdéé przedzialu catkowania |22 | jest stosunkowo mata i udziat wielkodei 8; w sumie
(43) moze byé niewielki i numeryczne poszukiwanie minimum funkcji (43) moze okazaé
sie klopotliwe. Korzystajac z twierdzenia o wartoéci sredniej otrzymujemy :

[ [p(s)—e—‘;;f] ds

20,

oD .
0y = = |ds|| p()—o o cse s* € 042,

Zatem pomijajac thumigcy charakter wielkosci |As;| nowe wyrazenie odpowiadajace wiel-
ko$ci & charakteryzujace jakosé rozwigzania ma postaé:

5= 2 mf[”” |-

OtrzymaliSmy zatem wyraZzenie na defekt masy z jednakowym stopniem wrazliwosci dla
kazdego przedziahi o diugosci |ds|. Jako rozwiazanie fizyczne, bedziemy uwazaé takie,
ktére bedzie minimalizowaé wyrazenie & dla funkceji p(s)|ap spehiajacych warunek cigg-
todcei.

Do generacji siatki obliczeniowe]j zastosowano zasade zaggszczania siatki w otoczeniu
punktéw wokoét ktorych panuja najwigksze gradienty predkodcei. Ponadto dla uproszezenia
algorytmu numerycznego przyjeto taka sama liczbg weztéw w kazdym przekroju prosto-
padiym do osi x, rys. 4.

Na rys. 4 przedstawiono kierunki zageszczania siatki. Wielko$é zageszezania w danym
kierunku jest scharakteryzowana liczba 41,1 =1, ..., 6, ktéra jest réwna ilorazowi
dhugodei kroku pierwszego i ostatniego siatki w obszarze zaggszczania, Wyrézniono sze$é
obszaréw zaggszczania, rys. 4:

— obszar 1, od pionowej linii §rodkowej kanalu w kierunku linii 982,,

— obszar 2, od pionowej linii §rodkowej kanatu w kierunku przekroju wlotowego

palisady (linia 29;3)

— obszar 3, od linii srodkowej kanatu w kierunku

-— obszar 4, od przekroju 42, w kierunku przekroju wylotowego palisady (linia 0£2,,)

— obszar 3, od przekroju 92, w kierunku przekroju wlotowego palisady (linia 8£235)

— obszar 6, od linii érodkowej kanatu w kierunku finii 82,.

Na rys. 4 zaznaczono réwniez liczbe podziahy w kierunku osi y—.L,, w kierunku osi x— L,
w obszarze dolotowym — LV, w obszarze wylotowym — LN.

&

s, (44)
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Jedli AT > 1,1 =1, ..., 6, wdwczas nastgpuje zageszczenie siatki w kierunkach zazna-
czonych na rys. 4. Jesli AT < 1, wéweczas kierunek zageszczania jest przeciwny.

Zageszezenie nastgpuje wedtug postgpu geometrycznego. Jako parametry podstawowe
stuzq: liczba AT okreslajaca stopien zaggszezenia i liczba przedzialéw w kierunku zagesz-
czania.

-1
Rys. 5.

Do obliczen pumerycznych zastosowano metode elementu skoriczonego z elementem
czworokatnym typu lagranzowskiego z dziewiecioma weztami. Uzyskano dzieki temu:

— wysoki stopienn aproksymacji zadania wyjsciowego,

— wysoki stopien aproksymacji profilu,
Minimalizacji funkcjonatu (31) dokonano przez rozwigzanie nieliniowego réwnania
wariacyjnego (33). Rownanie to zlinearyzowano metoda Newtona [25, 26]. Proces itera-
cyjny ma nastepujaca postaé:

2 (VD —w)(VP,—u)]- [(VP,—1) Vo]

2-n —
Qf{fn-(V@mw)Vv— P z e }d.Q =
— f v 'p(S)dS— 2 f (V@"-—-u)z[(v@"—‘u)vv] ﬁZ—de’ n= 0’ 1’ . (45)
o ©tl ai

Dla n = 0 przyjeto @, = 0 i réwnanie (45) redukuje si¢ do réwnania opisujacego przeptyw
czynnika nieécisliwego. Podstawowa zaleta procesu (45) jest uzyskanie szybkiej zaleznosci
oraz symetrycznoséci macierzy gléwnej uktadu réwnaid odpowiadajacego zaleznosci (45).

Na rys. 6 przedstawiono poréwnanie wynikéw przebiegu wspétczynnika cidnienia
w przypadku optywu profilu NACA 0012 wedhig przedstawionej metody z wynikami
innych autoréw. Przedstawione wyniki uzyskano na siatce z 675 wezlami. Ze wzglegdu na
wykorzystanie metody Newtona do rozwigzania nieliniowego réwnania (33), proces
iteracyjny przerwano po 5 iteracji uzyskujac oszacowanie w normie |Ps — Palla: < 103,
Dla przypadku opltywu palisady profili (ztozonych z pojedynczych profili Bondera [20})
ciecza doskonmata, poréwnanie wynikéw wedtug metody odwzorowania konforemnego
[20] z wynikami autora, przedstawiono na rys. 7.

Czas obliczeri na siatce o 675 wezlach ksztaltowat si¢ nastepujaco (maszyna cyfrowa ODRA
1305)
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— oplyw pojedynczego profilu plynem sci§liwym, 5 iteracji x 7 min./iteracje
-— oplyw palisady ciecza doskonata ~15 min.

Cp x
-0,6 - \ ===
N
Cp \
—0,1- ; B [+ S -
Y A N
0,2 \

: X
00mge—foz . [0& |66 o 10¢
0,2 *‘

0
Metoda osobliwodci [21]
064~ —— — Metoda Strickera [22) |
s00 00 Metoda Sellsa (23]
_._ - Formuta przyblizona (24]
08— x xxx wg obliczen autora —
1,0 } ‘

Rys. 6.

Cp m
I\
\ .
0]5 . - U S —— —_ =
0
~0,5
-10 7 —
) Wg aulora Meloda dokt.[20)
/ Voo 1,0062 1,0054
-5 7 Oeom 6,65 5,80
/ Voo 0,9939 09946
2ol a. 799 722
Acp 00244 0,0215
|/ cz 0,055¢ 0,0541
-25l4;
I

Rys. 7.
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15.
16.
17.
18.
19.
20.

21,

22.

23.
24,

25.

26.

27,
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Praca zostala wykonana na podstawie badai przeprowadzonych w ramach stypendium im,
A. v. Humboldta w ,,Institut fiir Strahlantriebe und Turboarbeitsmaschinen der RWTH
Aachen”. Dir. Prof. Dr.-Ing. H. E. Gallus.

Peswome

PEINEHUE 3AINAUM WUIEAJIGHOIO TEUEHUS TEKYUEN
CPEQNLI B PEHIETKE NPOOMIEA BAPMAIIMOHHBIM METOIOM

B paboTe IIpeACTaBNEHO BAPHALMOHHLIH IONXON K DELIEHMIO 3aJauH TeWeHHs HeBA3KOH ¥ Cxu-
maeMolt Texymied cpennl B Typbomammmax. FccnemoBaHo CBOHCTBA! mMepBOH M BTOPOH BapAuHu
hUYHKIMOHANA SHEPIHHU, 4 TAKN(E NPHBEACHO METO[ PEIleHHA HEJMHEHHOro BapHaUHOKHOTO Ypas-
Henua., TeopcTHUECKHE PACCYIKACHHA MITIOCTPHPOBAHO PACUCTHRIM TIpHMEPOM. UHCICHHBIE PE3YIIb-
TaTHL TIOJIYYEHO METOJOM XKOHEUHBIX SJEMEHTOB C UYETHIDEXYTONBHLIM 3JIEMEHTOM H30IapaMEeTDH-
yecKum ¢ 9 yanmammu.

Summary

SOLUTION TO A PROBLEM OF THE IDEAL FLOW OF COMPRESSIBLE
LIQUID IN CASCADE PROFILES BY VARIATIONAL METHOD

A variational approach to a problem of the flow of a non-viscous, compressible liquid in flow machines
has been presented. The properties of the first and the second variation of the energy functional have been
investigated as well as a method of solution of nonlinear variational equation, Theoretical investigations
have been illustrated by numerical examples, The numerical results have been obtained by FEM method
with quadrangle element isoparametric with 9 knots,

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.



