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Wykaz  waż niejszych  oznaczeń
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— wektor  prę dkoś ci  wzglę dnej
— wektor  prę dkoś ci  ką towej
— wektor  prę dkoś ci  obwodowej
— wektor  prę dkoś ci  bezwzglę dnej
— lokalna  prę dkoś ć  dź wię ku
— potencjał   prę dkoś ci
— ciś nienie
—  ciś nienie całkowite
—  gę stość
— wykładnik  izentropy
—jednostkowa  siła  odś rodkowa
—jednostkowa  siła  Coriolisa

[Q)  — przestrzeń  Hilberta
—  obszar  przepływu
— brzeg  obszaru  ii
—jednostkowy  wektor  normalny do  brzegu

W zagadnieniach przepływowych maszyn wirnikowych  waż ną   rolę  odgrywa  wyznacze-
nie pól prę dkoś ci, ciś nień, gę stoś ci  itp. W zwią zku  z rozwojem  metod numerycznych oraz
elektronicznych  maszyn  cyfrowych  stało  się   moż liwe  wyznaczenie  rozkładów  prę dkoś ci
dla  niektórych  waż nych  technicznie  przypadków.  W  niniejszej  pracy  wyprowadzono
funkcjonał   energii  dla  przepływu  potencjalnego  czynnika  ś ciś liwego  z  uwzglę dnieniem
doprowadzenia pracy w kole wirnikowym.  Minimalizacja  funkcjonału energii jest  równo-
waż na  równaniom ruchu  [12]. Uję cie opisu przepływu w  postaci całki energii jest bardzo
wygodne  do  stosowania  metody  elementu skoń czonego,  która  w  naturalny  sposób  po-
zwala  uwzglę dnić  nieregularne  obszary.  Wariacyjne  (energetyczne)  uję cie  róż nych  przy-
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padków  przepływu  czynnika  ś ciś liwego  było przedmiotem prac  [2, 3, 5, 6, 8]. Dla prze-
pływu  transonicznego  w  maszynach przepływowych  szereg pozycji  bibliograficznych  jest
przedstawionych  w  pracy  [13].  W  niniejszej  pracy  zbadano  moż liwość  minimalizacji
funkcjonału  energii za pomocą  metody odwzorowania zwę ż ają cego  oraz metody Newtona
dla przepływu poddź wię kowego  i transonicznego. W koń cowej czę ś ci pracy przedstawiono
algorytm  znalezienia  rozwią zania  w  obszarze  dyskretnym  dla  przypadku  stacjonarnego
przepływu  przez  płaską   palisadę   profilów.

1.  Podstawowe równania

—  Równanie  ruchu.
Równanie  to  dla  przypadku  stacjonarnego  ma  postać  [4]:

~di  \ T  W  J ~ W'  r °  W ~  ~ ~g~
lub  po  obustronnym  pomnoż eniu przez  w:

dt  \2  )  \2  /   Q

F  — F  4-P

—  Równanie  cią głoś ci  przepływu:

div(QW)  =  0  lub  g div w+w  •  VQ — 0.  (2)

—  Równanie  energii.
W  maszynach  przepływowych  wygodnie jest uż ywać równania  energii nie w postaci róż-
niczkowej  lecz skoń czonej. Ma to miejsce szczególnie w przypadkach, w których nastę puje
doprowadzenie  (wzglę dnie  odprowadzenie)  pracy.  W  adiabatycznym  przepływie  stacjo-
narnym  ilość  pracy  przekazanej  czynnikowi  wzdłuż  linii  prą du wyraża zależ ność  [1, 9]:

h- H  h + y ^ - c j.  (i)

Przekazana praca może być wyraż ona  również równaniem Eulera dla maszyn przepływo-
wych  w  postaci:

Z  porównania (1) i (2) otrzymujemy nową  funkcję   / zwaną   rotalpią:

I  — h + y  c\ — u1 ciu  =   i2+- j- c\ — Ui c2u  =   ;'+  — c2 — ucu =   const.  (5)

Z  trójką ta  prę dkoś ci  (rys.  1) wynika, że iloczyn ucu z równania  (4) moż emy wyrazić przez
prę dkość  wzglę dną   w  i  wypadkową   c,  mianowicie:

w2  =   c2  + u2~2ucu  =  c2 + w2

ua  stą d:

±   i  i  (6)



ROZWIĄ ZANIE  ZAGADNIENIA  PRZEPŁYWU... 313

Ponieważ  rotalpia  jest  stała  wzdłuż  linii  prą du  wię c jej  gradient  jest  wektorem  prosto-
padłym  do  linii  prą du, co prowadzi  do  zerowania  się   nastę pują cego  iloczynu:

w •   v/   =  0  lub  w •  Val  =  0.  (6a)

—  Równanie  przemiany:

(7)

Rys.  1,

W  dalszych  rozważ aniach  wykorzystamy  zależ noś ć:

• ^  | - j—)  =  ft—  sk ą d  a2  =  (x  —  1)  •   i,

wię c:
VP  =  a2VQ.  (9)

Ze wzglę du  na  jednolitość  oznaczeń  oraz  cią głość  przejś cia  z  co -> 0,  prę dkość  dź wię ku
odpowiadają ca  rotalpii  całkowitej  bę dziemy  oznaczać również  przez  a0  jak  w  przypadku
co = 0;  wtedy  a0  =  ( «- l )-   / .  Przeto  zależ ność  (6)  przyjmie  postać:

2  2  1   v  1

7  =  — 1 -   =   r  + - ^(w2- u2)  lub  ag  =   a2 + —T- (w2- u2)  (10)
w— 1  «—1  2  2

Wykorzystując  zależ ność  (9) wprowadzimy  równanie ruchu  (1) do równania cią głoś ci  (2),
stąd  otrzymujemy  równanie:

U- M- i- w2) =0 .a2di\w+w

Prę dkość  dź wię ku  w  powyż szym  równaniu  moż emy  wyznaczyć  z  zależ noś ci  (10),  stąd
mamy  nastę pują cą   postać  równania  cią głoś ci:

div w + -

Wyznaczmy  nastę pują cy  iloczyn  wystę pują cy  w  równaniu  (11):

wF  =   w(Fr+Fcor)  =  w  (i  •  o)2X+j  •  co2y)- - 2w •( =   w- Fr,

OD

(12)

7  Mech. Teoret.  i  Stos.  2/87
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gdyż  iloczyn

w - (ax w)  = 0 ,

tzn.  siła  Coriolisa  nie  wykonuje  pracy.
Rozważ my  teraz  drugi  składnik zależ noś ci  (11); wykorzystamy  zależ noś ci  (6a)  i  (12):

w •  \F-  V | i  w2\  1 -   w •  V ( y «2 - 1  w2]  = fig/ - "1 •  w •  V(ln/ ),  (13)

gdzie:

Stą d:

p

przy  czym  wielkoś ci  Po,  Q0

  s* ł  odniesione  do  rotalpii  To.
Po  uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (13) równanie cią głoś ci  (11) jest  nastę pują ce:

ln/ ) =  0  lub  d i v ( »  =  0.  (16)

Zakł adamy  dalej, że przepływ bezwzglę dny jest niewirowy, tzn. istnieje potencjał  prę dkoś ci
0  spełniają cy  zależ noś ć:

U  =   Q)Xf.  (17)

Wprowadzając  zależ ność (17) do równania  (16) i wykonując  róż niczkowanie otrzymujemy
podstawowe  równanie  gazodynamiki  dla  maszyn  przepływowych:

(a2 -   w2)0XX  + (a2 -   M'2)<P„  + (aa -   wj)  - <P2Z- 2wx w,<P„ - 2wx wz 0„   -

- 2wywz0yz+w(& x  •  Vux + 0y  •  Vuy + 0z  •  Vz/Z) =  0,  (18)

a  dla  przypadku  dwuwymiarowego:

=   0,  (19)

przy  czym  0XX  = ~ ^ - ( # *)  =  - ^\~fc)  • • •itd-

Wyznaczmy  wyróż nik  równania  (19):

»— 1  u2  w

(20)
X— 1  H 2  X —1  W

x+ 1  a2  x + 1  a
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Znak  wyróż nika  A  decyduje  o  charakterze  równania  (19), mianowicie:

W ^  % ~—  1  H ^
A  <  0  (typ eliptyczny) wtedy  —j-  <  1 4  — - ,

w

2  x —1  w2

A  >  0  (typ hiperbol iczny) wtedy —=-  >  IĄ  -   (21)
a  x + l  a2

/ I   =  0  (linia parabolicznoś ci)  wtedy  —=  =  1.
a2  x+l  a2

Miejsce  geometryczne  punktów  dla  których  A  =   0  dzieli  obszar  przepł ywu  na  obszar
poddź wię kowy  oraz  obszar  naddź wię kowy.  Wyróż nik  A  bę dzie  odgrywać  istotną  rolę
przy  badaniu  zbież noś ci  procesów  iteracyjnych.

2.  Uję cie  wariacyjne  równania  cią gł oś ci

Równanie  (16)  na  mocy  (17)  moż emy napisać w  nastę pują cej  postaci:

div(/M0 = div j[ 1 - ~ ± -   £  ~ L _ -  j  (V0 -  «)} -   0.  (22)

Równanie  Eulera  rachunku  wariacyjnego  [7]  jest  nastę pują ce:

8F  d  I   3F\  8  I   8F\  8  I   8F
80  8x  \ 8<PX I   8y  \ 80y  j  8z

gdzie funkcja  F  =  F(0,  0X,  $>y)  jest  funkcją  tworzą cą.
Z  porównania  (23)  z  (22)  mamy:

80

8F

=  0 ,  .   (23)

d0x

8F
~80^

80Z  '  [  x+l  '  a%

Cał kowanie  ukł adu  równań  (24)  daje:

mb

7*

8F  [,  tc- \  (V0- u)2- u2\ "- i  80
=   —  1
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Stałą   cał kowania okreś lamy  z warunku  istnienia cią głego  przejś cia  od przepł ywu czynnika

ś ciś liwego  do  przepł ywu  czynnika  nieś ciś liwego  (a„. -+  co). Łatwo  pokazać,  że  C  =  -   a\

a  st ą d:

(26)

N a  mocy  (15)  otrzymujemy:

F unkcja  F  posiada  wymiar  energii:

W  szczególnym  przypadku  dla  przepł ywu  czynnika nieś ciś liwego  («„, -> oo) funkcja  J1 ma

postać:

F(w,  u,  w)  =  -   i -   (H- 2 -   «2)  =  -   i -   [(V<?)2 -   2« •  V«P].  (26b)

Cał ka  wariacyjna  z  uwzglę dnieniem  warunków  brzegowych  wyraża  się   nastę pują cym
wzorem:

—  dla  przepł ywu  czynnika  ś ciś liwego:

dQ+

(27)

dla  przepł ywu  czynnika  nieś ciś liwego:

J(0,  u,  oo) =   lim  J(0,  u, a#)  =

-   —f J  %( j ,  * ,  <2>,) •   <fc.  (28)

W  przedstawiony  sposób  zagadnienie  stacjonarnego  przepł ywu  idealnego  czynnika  ś ciś li-
wego  sprowadziliś my  do  zagadnienia  optymalizacji  funkcjonału  energii.  Aby  wyznaczyć
nieznaną   funkcję   % wyznaczymy  pierwszą   wariancję   funkcjonału  (27)  [14].

dy  ,  _  dx  ,  _  .  dz  ,  d
2*7

oraz  [F ] * =  0  na  podstawie  (23)  i  (27). Zatem  na brzegu  8Q  mamy:
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Przekształć my dalej  pierwszą   czę ść zależ noś ci  (29) do innej postaci, mianowicie :

w„  — składowa  normalna prę dkoś ci  w
Ponieważ x$,  ~  0 przeto z zależ noś ci  (29) po uwzglę dnieniu wyniku  (30) mamy:

a  stąd  funkcja  % ma  postać:

Ostatecznie funkcjonał  energii  (wzię ty ze znakiem przeciwnym) przyjmie postać:

dQ +
«

X - 1

j  (31)
Ba

gdzie  funkcja:

p(s) = ~wn  =   Am,
Co

wyraża  jednostkowe  natę ż enie przepływu  masy  przez  jednostkowy  element powierzchni
8Q.
Warunkiem  koniecznym  istnienia  extremum funkcjonału  energii  (31) jest  zerowanie  się
I   wariacji.  Niech v e  V(Q), a e R1,  wtedy:

-   f ( v0- W).v, - [ i- ^l-   <y$- f- «*y- i  ^_  fv.F(s).ds>  (32)

lub:

a*
fv.p(S)ds.  (32a)

Kładą c  6J = 0  otrzymujemy  równanie  wariacyjne:

f (V0- ») •  V, •  [l- JC}-  i y ^ - y - ' l ^ dQ  =  f ,•  p(s) •  ds,  (33)
•   L  "  +  1  a*   J  aa

z którego moż na wyznaczyć  rozkład prę dkoś ci dla zadanej funkcji  p(s).
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Dla  przepływu  czynnika  nieś ciś liwego  (a* - * oo):

dJ =   J  w .  yvdQ~  J  vp(s) •  ds. (34)
S3  da

Zauważ my, że równanie wariacyjne  (33) jest nieliniowe. Stanowi to dość duże utrudnienie
numeryczne,  które  moż na  pokonać  stosując  metody  iteracyjne  rozwią zywania  równań
nieliniowych.  O  zbież noś ci  procesów  iteracyjnych  decyduje  znak  drugiej  wariacji  d2J
funkcjonału  energii  (31).  Ponieważ  S2J  =   d(5J)  przeto  dla  aeR1  mamy:

SzJ(w,  ii,a%,v, h) = lim
dJ(w+a Vh, u, a*, v) — 6J(u  ,w,a#sv)

all

2- x

Qo
•  V/?)-  {w- Vv)}dQ.

Wektory  w, Vv, Vh  są   wektorami  współliniowymi,  wię c  funkcja  podcałkowa  w  drugiej
całce jest  równa  toż samoś ciowo  zeru.
Ostatecznie  mamy:

w  szczególnoś ci  dla  h -   v:

(35)

Druga  funkcja  podcałkowa w  nawiasie  jest  wyróż nikiem  charakterystycznym  podstawo-
wego równania gazodynamiki  dla maszyn przepływowych, zależ ność (20).
Druga  wariacja  funkcjonału  energii  (31)  spełnia nierównoś ci:

—  dla  przepływu  poddź wię kowego  (A  < 0) d2J  >  0,
—  dla  przepływu  naddź wię kowego  (A > 0) 82J  <  0.

Rys.  2.



ROZWIĄ ZANIE  ZAGADNIENIA  PRZEPŁYWU...  319

Aby  druga  wariacja  funkcjonału  energii  była dodatnia  również  w  obszarze  naddź wię-
kowym  należy  zmodyfikować  funkcjonał   poprzez  dodanie  członu  regularyzują cego
H(<P,u)  ujmują cego  przyrost  entropii  na  fali  uderzeniowej.  Róż ne  moż liwoś ci  regu-
laryzacji  przedstawiono  w  pracy [27].

3.  Funkcjonał   energii  dla przepływu  transonicznego

Pod poję ciem przepływu transonicznego rozumiemy taki przepływ, w którym wystę pują
lokalne  pola  naddź wię kowe  prę dkoś ci,  to znaczy, w obszarze  Q2  (rys. 2) prę dkość  jest
wię ksza od prę dkoś ci  dź wię ku  {A > 0, d2J < 0) a w obszarze QtjQ2  prę dkość jest mniej-
sza od prę dkoś ci dź wię ku.  Interesują ce są  tutaj tylko takie przypadki, gdy przyrost entropii
na  poszczególnych  liniach  prą du z;a falą   uderzeniową   jest  bardzo mały. Wtedy  wielkość
wektora  rotacji  prę dkoś ci jest do pominię cia  [15, 16] i przepływ za falą   uderzeniową  mo-
ż emy  traktować jako  bezwirowy  i potencjał   prę dkoś ci  bę dzie  funkcją   cią głą  na  fali • ude-
rzeniowej.

Na  linii AB, (rys. 2,) prę dkość przepływu jest  równa prę dkoś ci  dź wię ku.  Na  linii BC
wystę puje  fala  uderzeniowa.  Dla obszaru ś it  i Q2  całki  energii mają   postać  (funkcja p{s)
na  profilu  zeruje się ):

K + l
-   ai  i i - i i -2x / •

da

s-  J01p1(s)ds

x + l

da,

Ze wzglę du na cią głość masy i potencjału prę dkoś ci na fali uderzeniowej zachodzi  równoś ć:

0iQiWn^  =  02Q2W„2  na  SQs;  QW„\SQ  =p(s),

przeto:

i  •  Pi(s) •  ds-  j  02p2(s)ds  = 0,
s

oraz na mocy  cią głoś ci  funkcji  0  w całym  obszarze  Q:

/ = / 1  +  / 2 = * + 1

2N

-   f0- p(s)- ds+H(&,u).
BO



320  M .  CIAŁKOWSKI

4.  Minimalizacja  funkcjonału  energii

Funkcjonał  energii w postaci (31) nie jest funkcjonałem kwadratowym.  Zatem I wariacja
nie jest formą   dwuliniową . Istnieje wiele metod minimalizacji  funkcjonałów  w zależ noś ci
od  pewnych  własnoś ci  funkcjonału  (ś cisła  wypukłoś ć,  nieujemność  II   wariacji).  Dalej
zbadamy czy funkcjonał   (31) może zostać zminimalizowany za pomocą  metody  odwzoro-
wania  zwę ż ają cego,  dla  funkcjonałów ś ciś le wypukłych.  Zakładamy, że  0  e  V(V—prze-
strzeń  Hilberta). Zajmiemy  się   teraz  zbadaniem  ś cisłej  wypukłoś ci  funkcjonału  energii,
cią głoś ci  I   i  I I  wariacji.  Spełnienie tych  własnoś ci  oraz  nieujemność  i  ograniczoność II
wariacji  gwarantują,  istnienie  odwzorowania  zwę ż ają cego  [10].

4.1. Wypukłość funkcjonału  energii. Musimy zbadać, czy spełniony jest warunek  (0 <  a <

f&- p(s)>ds.

dQ+

(36)

sa  a  da

Ze  wzglę dów  fizycznych  funkcja  0  musi  spełniać nastę pują cy  warunek:

y -   >  o.  (37)
a%  v  '

Zajmijmy  się   zbadaniem  wypukłoś ci  funkcji  f(&).  Dla  wektora  prę dkoś ci  obwodowej
istnieje  funkcja  U  taka,  że  u =  Vf/ .
Dokonamy  zatem przedstawienia  0  — 0— U,  stą d:

oraz:
2- K

Zatem  funkcja  f(0)  na  mocy nieujemnoś ci f"(0)  [19] jest wypukła w  zakresie  prę dkoś ci
okreś lonych  .nierównoś cią:

K ) 2 - »2  I ^Tf ,  (V0- u)2  x- l  u2

4  J  i1  4 —+ "^ 4
2  —K
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jeś li:
x - l  «2  w2

to  znaczy  w  zakresie  przepł ywów  poddź wię kowych..
Z  nieujemnoś ci  i  wypukł oś ci  funkcji  f(0)  wynika  wypukł ość  funkcjonału  energii  (3D.
Ś cisła  wypukł ość  zachodzi  zawsze,  gdy  / "  >  0

4.2.  Cią gł ość I  i  I I  wariacji  funkcjonału  energii.  Musimy sprawdzić, czy z warunku  0„  - *  0O

wynika  J(0„)   -»  J(&0)  oraz  d2Ą 0„)  - *  d2J(0o).  N ietrudno  zauważ yć,  że  warunek  ten
dla  (32)  i  (35)  jest  speł niony.

4.3. Nieujemność (koercywnoś ć)  n  wariacji  funkcjonału  energii.

—  P r z e p ł yw  p o d d ź wi ę k o wy

D la przepł ywu poddź wię kowego  nieujemność  I I  wariacji  wynika  ze znaku wyróż nika  (21)
równania  charakterystycznego  i  zawsze  52J  >  0.

—  P r z e p ł yw  tr a n s o n i c z ny

Dla  sł abych  fal  uderzeniowych  przyrost  entropii jest  proporcjonalny  do  trzeciej  potę gi
z  róż nicy  prę dkoś ci  za  i  przed  falą  [16]:

As  =  - A- [(V&- u)- Vri+- (V0- u)- \fn_]3  >  0  skąd  w •  Vn + -  w •  V«_  ^  5,  A, B  >  0,

lub  pisząc  w  postaci  ogólniejszej  [27]:

d iv[(V$- w)]  s:  B,

albo  w  postaci  sł abej;

-   /   (V0  -   u)VrjdQ  <  B  J  rjdQ,  r\  e V+  =  {rj:  t] e Hi  (0),f]  <  0}.  (39)
a  n

Przyjmując  skoń czenie  wymiarową  przestrzeń  V  z  funkcjami  bazowymi  {9?;}, n ierówność

(39)  przyjmie  postać:

-   J  (70  - u)V<pidQ  ^B  J <ptdQ  / \ c>, e V.  (39a)
a  a

Nierówność  (39a)  doł ą czamy  do  funkcjonału  energii  przez  zastosowanie  funkcji  kary,

otrzymamy  wtedy  zmodyfikowany  funkcjonał   energii:

JK(0,  u, a.) =  J(0,a,  a#) +H(0, u),
gdzie:

H(0, u) = K-  £  {[ -   f  (V0- u)7q}idQ- BJ(PidQ\+)2,  t+  = max(0,  t), K > 0,

oraz:

Stałą  B  i  kary  K  należy  dobrać  tak  aby  6ZJK  >  0  (wtedy  [i   >  0),  oraz  był   speł niony

warunek  (39).
Dalej  wykorzystamy  nierówność  Friedrichsa  [18], otrzymujemy:
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f  [ 1  2  l

]l   + 2  " '  (40)

Ograniczoność  I I   wariacji  wynika  z  cią gł oś ci  I I  wariacji.  Wykazaliś my  zatem  cią gł ość
I   i  I I  wariacji,  nieiijemność  i  ograniczoność  I I  wariacji  przeto na mocy  twierdzenia  [10]
operacja  T<S>  =  &- y  •  G(<f>) jest  operacją  zwę ż ają cą.  Operacja  T jest  zawsze  zwę ż ają ca
dla  przepł ywów  poddź wię kowych  (d2JK  > 0)  oraz  dla  przepł ywów  transonicznych, dla
których  fi  >  0.

Liczba  y  siO,  - TTJ- I,  p  > 0,  a  stała M  wynika z nierównoś ci [10]:

\ \G(u)- G(v)\ \^M\ \u- v\ \ .
W zależ noś ci od wyboru  parametru y proces iteracyjny  oparty na metodzie odwzorowania
zwę ż ają cego  jest  szybciej  lub  wolniej  zbież ny,  najlepszą  wartoś cią  jest  y  =   / J,/ M2.  Dla
przepł ywów  transonicznych  szczególnie  trudno  jest  okreś lić  wartość  dodatniej  liczby
li,   gdyż  obszar  Q2  zależy  od  wielkoś ci  wektora  prę dkoś ci  napł ywu  na  palisadę  oraz
ką ta  napł ywu  jak  również  geometrii  palisady.  Okreś lenie  zatem  optymalnej  wartoś ci
parametru y jest stosunkowo  trudne. Proces iteracyjny  z parametrem y  =£  yopt  jest wolno-
zbież ny.  Znacznie  szybszą  zbież ność  gwarantuje  metoda  Newtona,  która  jest  zbież na
przy  tych  samych  zał oż eniach [10]  co metoda odwzorowania  zwę ż ają cego.  W  zagadnie-
niach opł ywu palisady profili  obok warunków  brzegowych  oraz geometrii palisady  zadaje
się  kąt  napł ywu w  nieskoń czonoś ci. Uwzglę dnienie  ką ta napł ywu jest  ł atwe przez  wyko-
rzystanie  cyrkulacji.  Mianowicie w przekroju  8Q3  (który przyjmujemy  jako  leż ą cy  w nie-
skoń czonoś ci) skł adowa styczna vy  prę dkoś ci jest zwią zana  z cyrkulacją  nastę pują co:

Ba,

a  z drugiej  strony  uwzglę dniając  fakt,  że skł adowa vy  ma stałą  wartość  w przekroju <9i23

mamy:

J d0  r

- j-  dy =  J  vydy  =  Vyfa- yt)
Zatem:

02 ~ ®i =   0>2 - yi)vxtga.„,   (46)
gdzie  indeksy  1 i 2 oznaczają  punkt począ tkowy  i koń cowy  leż ą cy w przekroju  8Q3  w kie-
runku  osi  y.

W przypadku  zadanego ką ta napł ywu a_«> równanie wariacyjne  (33) należy  rozwią zać
ł ą cznie z warunkiem  (46). Wprowadzenie  liniowego  ograniczenia  (46) nie zmienia przed-
stawionych  wł asnoś ci  funkcjonału  J(fi, u, a#).
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5.  Przykł ad  obliczeniowy

Przedstawione  rozważ ania  wykorzystamy  do  okreś lenia  wielkoś ci  przepł ywowych
w  stacjonarnym  przepł ywie  idealnego  czynnika  ś ciś liwego  przez  pł aską   palisadę   o  nie-
skoń czonej  liczbie  ł opatek. Ze  wzglę du  na  stacjonarność  przepł ywu  ograniczymy  się   do
obszaru  pokazanego  na  rys.  3.  W  szczególnym  przypadku  obszar  pokazany  na  rys.  3
może  się   zawierać  mię dzy  kolejnymi  szczelinami  mię dzywień cowymi  (linie  8Q1  i  8Q3

leżą   w  ś rodku  szczeliny  mię dzywień cowej).

M  = 10,00

A2= 10,00

A3 = 16,00

L1  =10

L2=80

AA = 16,00

A5 = 16,00

A6 = 10,00

LV = 20

LN=20

Rys. 4.Rys.  3.

N a  liniach  8Q2- "  i  8Q^>  oraz  8Q2-   i  dQ^-  ze  wzglę du na periodyczność  mamy  takie
same skł adowe prę dkoś ci  (wielkoś ci  nieznane). N a lini i  8Q3  rozkł ad prę dkoś ci jest  zadany.
N atomiast  na  lini i  8QX  nieznany  rozkł ad prę dkoś ci  speł nia  warunek  cią gł oś ci.  Ponadto
nieznany jest ką t  spł ywu.  Funkcjonał   energii  (31) wymaga znajomoś ci  rozkł adu pię dkosci
p(s)  na  całej  lini i  8Q.
Funkcja  p  speł nia  warunek  cią gł oś ci:

=   0,  peL2{8Q). (41)

Zastosowanie  zasady  minimum  energii  potencjalnej  (zasady  najmniejszego  dział ania)
spowoduje  wybranie  z  klasy  funkcji  p(s)  speł niają cych  warunek  cią głoś ci  (41)  takiej,
która  nada  cał ce  energii  wartość  minimalną. W  klasie  funkcji  <P e  C%{Q)r\Cl(dQ)  odpo-
wiada  to  speł nieniu równania  cią głoś ci  nie  tylko  w  postaci  wariacyjnej  (33)  lecz  również
w  postaci  róż niczkowej.  W  omawianym  zagadnieniu  rozwią zania  poszukujemy  w  skoń-
czenie  wymiarowej  przestrzeni  J?1( i3)nL 2(Si2).  W  tej  przestrzeni  na  brzegu  zadajemy
funkcję   p(s)  (równanie wariacyjne  (33)) a  równanie  cią głoś ci  na  brzegu  8Q  jest  speł nione
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w  nastę pują cym  sensie:

da

(42)

W  dyskretnym  obszarze  £? fizycznemu  rozwią zaniu  najbliż sze  jest  to  rozwią zanie, które
na  każ dym  odcinku obszaru dyskretnego  speł nia najlepiej  równanie cią gł oś ci w zwykł ym
sensie. D la  obszaru  pokazanego na rysunku  nr 4  otrzymujemy:

(43)

W  otoczeniu krawę dzi napł ywu i spł ywu wystę pują  stosunkowo duże gradienty prę dkoś ci
a  dł ugość przedziału cał kowania \8Q  | jest stosunkowo mała i udział  wielkoś ci  <5; w sumie
(43) może być  niewielki  i numeryczne poszukiwanie minimum funkcji  (43) może okazać
się  kł opotliwe. Korzystając  z twierdzenia o wartoś ci  ś redniej  otrzymujemy:

f [   , ,  8 0 1  ,  , . , , , ,  8 0
J [P(s)- i

30,

30
~8n

ds
8n s=s*

s*e8Qt.

Zatem  pomijając  tł umią cy  charakter wielkoś ci  \Ast\  nowe wyraż enie  odpowiadają ce wiel-

koś ci  d  charakteryzują ce  jakość  rozwią zania  ma postać:

6=  y- rf- r-
'  \ 4st\   "

(44)

Otrzymalis'my  zatem wyraż enie  na defekt  masy  z jednakowym  stopniem wraż liwoś ci  dla
każ dego  przedziału o  dł ugoś ci  |/ 1Ą |.  Jako  rozwią zanie  fizyczne,  bę dziemy  uważ ać  takie,

które  bę dzie  minimalizować wyraż enie  <5  dla  funkcji  p(s)\8n  speł niają cych  warunek  cią g-
ł oś ci.

Do  generacji  siatki  obliczeniowej  zastosowano zasadę zagę szczania siatki w otoczeniu
punktów wokół  których panują najwię ksze  gradienty prę dkoś ci. Ponadto dla uproszczenia
algorytmu  numerycznego przyję to  taką  samą  liczbę wę zł ów w  każ dym przekroju prosto-
padł ym  do  osi  x,  rys.  4.

N a rys. 4 przedstawiono kierunki zagę szczania siatki. Wielkość zagę szczania w danym
kierunku  jest  scharakteryzowana  liczbą  AT, I  =  1,  ..., 6,  która  jest  równa  ilorazowi
dł ugoś ci kroku  pierwszego  i ostatniego siatki w obszarze zagę szczania. Wyróż niono sześć
obszarów  zagę szczania,  rys.  4:

—  obszar  1, od pionowej  linii  ś rodkowej  kanału w kierunku linii  8Qi%

—  obszar  2,  od pionowej  linii  ś rodkowej  kanału  w  kierunku  przekroju  wlotowego
palisady  (linia  8QZi)

—  obszar  3,  od  linii  ś rodkowej  kanału w kierunku
—  obszar 4, od przekroju  BQt  w kierunku przekroju wylotowego  palisady  (linia  8Q^)
—  obszar  5, od przekroju  3Q  ̂w kierunku przekroju wlotowego palisady  (linia di233)
—  obszar  6, od linii ś rodkowej  kanału w kierunku linii  8Q4.

Na rys. 4 zaznaczono również liczbę podziału w kierunku osi y~Lt,  w kierunku osi  x—Ł 2,
w  obszarze  dolotowym — LV,  w  obszarze  wylotowym — LN.
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Jeś li AI  >  1,1  — 1, ..., 6, wówczas  nastę puje  zagę szczenie  siatki  w kierunkach zazna-
czonych na rys. 4. Jeś li AI  <  1, wówczas  kierunek zagę szczania jest  przeciwny.

Zagę szczenie nastę puje  według postę pu geometrycznego.  Jako parametry  podstawowe
służ ą: liczba  AI  okreś lają ca  stopień zagę szczenia  i liczba  przedziałów w kierunku zagę sz-
czania.

- 1

-1

Rys.  5.

Do  obliczeń  numerycznych  zastosowano  metodę  elementu skoń czonego  z elementem
czworoką tnym  typu  lagranż owskiego  z  dziewię cioma  wę złami. Uzyskano  dzię ki  temu:

—  wysoki  stopień  aproksymacji  zadania  wyjś ciowego,
—  wysoki  stopień  aproksymacji  profilu,

Minimalizacji  funkcjonału  (31)  dokonano  przez  rozwią zanie  nieliniowego  równania
wariacyjnego  (33). Równanie  to zlinearyzowano  metodą   Newtona  [25, 26]. Proces itera-
cyjny  ma  nastę pują cą   postać:

=  f  v
J

%

f
J

n -   0,1, . ..
( 4 5 )

Dla n = 0 przyję to  <P0  = 0 i równanie (45) redukuje się  do równania opisują cego  przepływ
czynnika nieś ciś liwego.  Podstawową   zaletą  procesu  (45) jest uzyskanie  szybkiej  zależ noś ci
oraz  symetrycznoś ci  macierzy  głównej  układu  równań  odpowiadają cego  zależ noś ci  (45).

Na  rys.  6  przedstawiono  porównanie  wyników  przebiegu  współczynnika  ciś nienia
w  przypadku  opływu  profilu  NACA  0012  według  przedstawionej  metody  z  wynikami
innych autorów. Przedstawione wyniki  uzyskano  na siatce z  675 wę złami. Ze wzglę du na
wykorzystanie  metody  Newtona  do  rozwią zania  nieliniowego  równania  (33),  proces
iteracyjny  przerwano po 5 iteracji  uzyskując  oszacowanie w normie  ||3>s — ^llff i  <  10~s.
Dla  przypadku  opływu palisady  profili  (złoż onych z pojedynczych  profili  Bondera  [20])
cieczą   doskonał ą,  porównanie  wyników  według  metody  odwzorowania  konforemnego
[20]  z  wynikami  autora,  przedstawiono  na  rys.  7.
Czas obliczeń na siatce o 675 wę złach kształ tował  się  nastę pują co  (maszyna cyfrowa  ODRA
1305)
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opływ  pojedynczego  profilu  płynem ś ciś liwym, 5 iteracji  x  7  min./ iterację
opływ  palisady  cieczą   doskonałą   ~15  min.

Cp

0,6

Cp

- 0,2

0,0

0,2

0,4

0,8

1,0

i

0,0

oooc

xxx

\

v

0,2  .

X\
N

0,6
\

_  Metoda osobliwoś ci  [21]

_  Metoda Strickera  [22)  —

o  Metoda Sellsa  [ 23]
_  Formuła  przybliż ona  [ 24]

x  wg  obliczeń  autora  ,—

I,U  c

Rys.  6.

Rys.  7.
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P  C 3  10  AI  e

PEIIIEHHE  3Ą nA*IH  HJJEAJIfcHOrO  TEtffiHIL H  TEKY^Eft
CPEflBI   B  PEIIIETKE  IIPO<J>HJIEH  BAPHAUHOHHBIM  METOflOM

B  pa6oTe  npeRCTaBjieHo  BapHaijHoHHbiń  nojpcofl  K pemeiono  aaflaMH  Te^euHa  HCBJI3KOH  H  C »H-
maciwoH  Teitymeft  cpeflti  B  TypSoMamimax.  HccjieflOBaHO  CBOHCTBai  nepBoft  H Biopoń  BapjftcnH

DHepraH, a  raKHte  npuBe^eHO  MeTOfl  peuieHHH H en H n eteoro  BapnaijHOHHoro  ypaB-
H.  TeopeTH uecKae  paccy>KfleiiHH  HJijnocTpHpoBaHO  pac^eTHHM   npuMepoiw.  MucjieHHfaie  pe3y;iB-

n o jiyjego  MeioflOM   KoneHHbix  ajieivieHTOB  c  leTbipexyronbHWM   9JieMenT0M   H3onapaMeTpa-
c  9  y3Jiai«H.

S u m m a ry

SOLUTION  TO A  PROBLEM OF  THE IDEAL  FLOW  OF  COMPRESSIBLE
LIQUI D  IN CASCADE  PROFILES BY VARIATIONA L  METHOD

A variational approach to a problem of the flow of a non- viscous, compressible liquid  in flow machines
has been presented. The properties of the first  and the second variation of the  energy  functional  have been
investigated  as well as a method of solution of nonlinear variational  equation. Theoretical  investigations
have  been illustrated by numerical examples. The numerical results  have been  obtained by FEM  method
with  quadrangle element  isoparametric  with  9 knots.

Praca wpłynę ła do Redakcji  dnia 18 kwietnia  1985  roku.


