
MECHANIK A
TEORETYCZNA
STOSOWANA

1, 26,  1988

WYZNACZANI E  POWIERZCHN I   SWOBODNEJ  CIECZY  W  TRÓJKĄ TNYM
ROWKU

MARIUSZ  KACZMAREK

IPPT  PAN, Poznań

JAN.  A.  KOŁODZIEJ

Politechnika Poznań ska

G RZEG ORZ  MUSIELAK

IPPT  PAN, Poznań

W  pracy  wyznacza  się  kształt  powierzchni  swobodnej  cieczy  znajdują cej  się  w  trój-
ką tnym  rowku.  W tym  celu  korzysta  się  z  równania  Laplace'a- Younga.  Parametrami
ustalonymi  są: ką t rozwarcia  rowka,  ką t zwilż enia,  liczba  Bonda.  Opisano  stosowaną
numeryczną   metodę   optymalizacyjną,  podano przykładowe  wyniki  oraz  program  w  ję -
zyku  Basic  mikrokomputera  HP86B, przy  pomocy  którego  wykonywano  obliczenia.

1.  Wprowadzenie

W  niektórych  zagadnieniach  technicznych dą ży  się  do zwię kszenia  powierzchni swo-
bodnej cieczy.  Celem może być intensyfikacja  procesów  wymiany  ciepły i masy  pomię dzy
cieczą   i gazem  na powierzchni  swobodnej  (parowanie  lub kondensacja).  Jedną   z  dróg
zwię kszenia  powierzchni  swobodnej  jest  stosowanie  powierzchni  ż łobionych  trójką tnymi
rowkami lub powierzchni pofałdowanych, na których  zachodzi spływ  cieczy pod wpływem
sił  grawitacji.  Przy  przepływie  wzdłuż rowków,  przy  niewielkiej  iloś ci  cieczy w rowkach,
wpływ  sił  kapilarnych  jest  istotny  i  nastę puje  znaczny  wzrost  efektywnej  powierzchni
wymiany  w porównaniu do spływu  po powierzchni  płaskiej.

Problem  laminarnego  przepływu  cieczy  lepkiej,  nieś ciś liwej w trójką tnym  rowku pod
wpływem  sił  grawitacji  był   rozważ any  w pracy  [1], Uwzglę dniono  tam efekt  napię cia
powierzchniowego na powierzchni  swobodnej  cieczy, jednak przyję to  założ enie upraszcza-
ją ce, że powierzchnia swobodna  ma stały promień krzywizny.  Założ enie to jest  korzystne
z  punktu  widzenia  stosowanej  metody  rozwią zywania  zagadnienia  przepływu,  zapewnia
bowiem analityczną   postać  funkcji  okreś lają cej  kształt powierzchni  swobodnej,  może być
jednak  przybliż eniem  niewystarczają co  dokładnym  z  punktu  widzenia  modelowania
rzeczywistej  powierzchni  swobodnej.  Ponadto  założ enie takie  ogranicza  budowę   modelu
teoretycznego  optymalizacji  procesu  wymiany.
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Celem  niniejszej  pracy  jest  podanie  metody  numerycznego  wyznaczania  kształ tu po-
wierzchni  swobodnej  dla  dowolnych  iloś ci  cieczy  w  trójką tnym  rowku,  przy  dowolnym,
napię ciu  powierzchniowym  i  dowolnej  gę stoś ci  cieczy,  to jest  dla  dowolnych  liczb Bonda
Zał oż enie  stał ego  promienia krzywizny,  jakie  przyję to  w pracy  [1] jest  uzasadnione przy
bardzo  małych  wartoś ciach  liczby  Bonda.  Podstawą   rozważ ań  jest  zwią zek  Laplace'a-
Younga,  który  w  rozważ anym  przypadku  prowadzi  do  dwupunktowego  zagadnienia
brzegowego  i  nieliniowym  równaniem róż niczkowym  drugiego  rzę du,  w  którym  niewia-
domą   wielkoś cią   jest  współ rzę dna  powierzchni  swobodnej.

W  przyję tej  metodzie rozwią zywania  zagadnienie brzegowe  sprowadza  się   do zagadnie-
nia począ tkowego.  W  takim  uję ciu  istotna róż nica w  stosunku  do  znanych autorom roz-
wią zań  tego  typu,  np.  z  pracy  [2], w  której  okreś lano  kształt  powierzchni  swobodnej
cieczy,  polega  na  tym,  iż  w  niniejszej  pracy  nieznany jest  jeden  z  warunków  począ tko-
wych.  Zamiast tego zadany jest warunek  okreś lonego pola pod powierzchnią   swobodną.

Z  uwagi  na duże rozpowszechnienie mikrokomputerów  do pracy  doł ą czony jest prog-
ram  obliczeń  w  ję zyku  Basic.

2.  Sformułowanie  problemu

Weź my  pod  uwagę   rowek  trójką tny  o  ką cie  rozwarcia  20  (rys.  1). Przyjmijmy  bie-
gunowy  ukł ad  współ rzę dnych  (r, <p)  o  począ tku  w  wierzchołku  rowka  i  współ rzę dnej
(p  =  0  pokrywają cej  się   z  osią   symetrii  rowka.  Ciecz znajdują ca  się   w  rowku  tworzy po-
wierzchnię   swobodną,  której  kształt opisuje  funkcja  r„  =   rs(<p),  Ze ś cianką   rowka  tworzy
ona  okreś lony  ką t  zwilż enia  0.  Problem  polega  na  wyznaczeniu  kształ tu  powierzchni
swobodnej  (funkcji  rs(<p)) przy znanych: ką cie wierzchołkowym 20,  iloś ci cieczy w  rowku,
ką cie  zwilż enia  &   i  współczynniku  napię cia  powierzchniowego.

W  stanie  ustalonym  kształt  powierzchni  swobodnej  w  ogólnoś ci  opisuje  zwią zek
Laplace'a- Younga:

gdzie  Ap  jest  skokiem  ciś nienia  na  powierzchni  swobodnej,  a  współczynnikiem napię cia
powierzchniowego  a  Rx,  R2  — głównymi promieniami krzywizny  powierzchni  swobodnej.
Z  uwagi  na  fakt,  iż rozważ ana  powierzchnia  swobodna jest  powierzchnią   walcową   przyj-
mujemy,  że  R2  =  oo.  Ze  wzglę du  na  symetrię   wystarczy  rozważ ać  przedział  cp  e(0,  0~).

Precyzując  wielkoś ci  w równaniu  (1) przyjmiemy,  że w kierunku  pionowym  zachowa-
niem  oś rodków  rzą dzą   prawa  statyki  płynów.  Mamy  wię c  zwią zki:

Pi  =   - ydrcosy- C,),  (2)

Pi  ~  -   V 2(1'cos (p~C2),  (3)

gdzie  oznaczono: plt  p2  — ciś nienia  statyczne  w gazie  (oś rodek  1) i w  cieczy  (oś rodek 2),
Yt,  Yz —  odpowiednie  cię ż ary  właś ciwe,  C j,  C2  —  stałe  całkowania.  Skok  ciś nienia  Jp
na  granicy  oś rodków  jest  wówczas  równy

dp  =  Pi- p2  = y(rscos<p- C),  (4)
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Rys.l.  Rowek  wypełniony  cieczą

gdzie  y  =  y 2 - yi  i  przy  yi  <  ?2  przyjmuje  się ,  że  y  =  y2.  C =  C j - Q  —st a ł a,  ok-
reś lają ca  wysokość  sł upa  cieczy,  dla  której  p2  = Px-  Tak  wię c,  uwzglę dniając  zależ ność
(4)  i  wzory  geometrii  róż niczkowej  równanie  (1)  przyjmuje  postać:

y(rscos(p~C)  =  — a-
dę dcp2

(5)

Z  symetrii  zagadnienia  wynika  warunek  brzegowy:

drs((ft)
dcp

=  0  dla  q>  =   0. (6)

Drugi warunek  brzegowy  wynika  z ką ta zwilż enia  na granicy  trzech oś rodków  i ma postać:

_
tge>

(7)

Dodatkowy  warunek,  jaki  musi  speł niać rozwią zanie  rs(<p)  wynika  z  zadanej  iloś ci  cieczy
w  rowku  i  może  być  sformuł owany  w  postaci:

(8)

gdzie  b jest  odległoś cią   powierzchni swobodnej  od  dna  rowka  przy  braku  sił   kapilarnych.
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Wprowadzając  bezwymiarową   zmienną  R  — - j-  równanie  (5) i warunki  (6 -  8) moż na

zapisać  nastę pują co:

d2R
(9)

\   J V  /   L  \   " V  /   J

~  = 0  dla  w = 0,  (10)
dcp

"Ę '=  "tg< 9  a  97  ,  (  )

(12)

7  2  / " *

gdzie  Bo  = —— jest  bezwymiarową   liczbą   Bonda,  A  — —,  bezwymiarową   stalą.

Równanie (9) z warunkami brzegowymi  (10, 11) formułuje  dwupunktowe zagadnienie
brzegowe. W równaniu (9) wystę puje  nieznany parametr A,  do okreś lenia  którego dyspo-
nujemy  dodatkowym  warunkiem  (12).

3.  Opis  metody  rozwią zania  zagadnienia

Sprowadź my  sformułowane  zagadnienie  brzegowe  do  zagadnienia  począ tkowego.
W  tym celu, traktując warunek (10) jako pierwszy warunek począ tkowy, przyjmujemy  drugi
warunek  począ tkowy  w  postaci:

Rs(<p)  = S  d la  cp  = 0,  (13)

gdzie S jest drugim nieznanym parametrem (obok parametru A). Zagadnienie począ tkowe
proponujemy  rozwią zywać metodą  Rungego- Kutty w wersji podanej w  [3]  {patrz Appen-
dix}, sprowadzając  przedtem równanie  (9)  do  układu  dwóch  równań  pierwszego  rzę du
w  postaci:

r- y».  (W)dcp

dY,  _  2
BO |o M f> - y rj  [(Y,)2  +   ( 72)

2 ] 3 ' 2 ,  (15)
dcp  -   '  Y,

gdzie:  Tt  =  R.Qp),  Y2  =  - ^ ^ - .

Rozwią zując  problem począ tkowy  sformułowany  równaniami  (14) i  (15) oraz warunkami
(10)  i  (13)  dla  dowolnie  dobranych  parametrów  A  i  S  otrzymamy  postać  powierzchni
swobodnej,  która  z  okreś lonymi  bł ę dami  spełnia  warunki  (11)  i  (12).  Zakładają c,  że
istnieje  para  parametrów  A  i  S,  dla  której  warunki  (11)  i  (12)  są   spełnione dokładnie,
naszym  celem jest znalezienie  rozwią zania  z okreś lonym  bł ę dem wzglę dnym  DT  dla ką ta
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zwilż enia

i  bł ę dem  DS  dla  pola  powierzchni  pod  krzywą

gdzie  T i POL są  obliczonymi  wartoś ciami  ką ta  zwilż enia  i pola powierzchni pod krzywą
dla  zadanych  parametrów  A  i  S.  Realizacja  postawionego  celu polega  na  minimalizacji,
przy  pomocy  omówionej  niż ej  procedury  numerycznej,  funkcji  bł ę du  w postaci:

FBL = DT2+DSZ.  (18)

Jako  warunek  zakoń czenia  obliczeń  numerycznych  przyjmuje  się  odpowiednio  małe
wartoś ci  dla  bł ę dów  wzglę dnych  DT  i  DS.

W  pracy  proponuje  się  minimalizowanie  wprowadzonej  funkcji  bł ę du  (18)  przy  po-
mocy  metody  bę dą cej  poś rednią  pomię dzy  metodą  Gaussa- Seidela  (bezgradientową)
{[4] ,  str.  200}  a  metodą  najwię kszego  spadku  (gradientową)  {[4] ,  str.  203}.  Zasadniczo
w tej  procedurze powtarzają  się na przemian dwa  etapy  obliczeń: poszukiwanie  kierunku
najwię kszego  spadku oraz przeszukiwanie  tego kierunku.  Z uwagi na  fakt,  że w  badanym
zagadnieniu  nie  dysponuje  się  informacją  o  gradiencie  funkcji  bł ę du  FBL  w  pierwszym
etapie poszukuje  się minimum FBL w skoń czonej  iloś ci punktów na elipsie  w pł aszczyź nie
(A, S).  Ilość tych punktów,  osie  i  ś rodek  elipsy  okreś la  się  arbitralnie  na  począ tku  pro-
cedury  poszukiwania  kierunku  najwię kszego  spadku.  Punkt  na  elipsie,  w  którym  FBL
osią ga  minimum  i  ś rodek  elipsy  wyznaczają  kierunek  przybliż ony  do  kierunku  naj-
wię kszego  spadku,  i jest  on  dalej  nazywany  kierunkiem  najwię kszego  spadku.  O  ile  FBL
na  elipsie  nie  osią ga  wartoś ci  mniejszej  aniż eli  w  jej  ś rodku  nastę puje  zmniejszenie  osi
elipsy. W  kierunku  najwię kszego  spadku  minimum funkcji  bł ę du poszukuje  się  przy  po-
mocy  metody  przeszukiwania  ze  zmiennym  krokiem.

Dla przyspieszenia  obliczeń pierwsze  przybliż enie  rozwią zania  poszukiwano  dla  mał ej
iloś ci  kroków  cał kowania  (oznaczonej  w  algorytmie  NP)  w  metodzie  Rungego- Kutty.
Nastę pnie  ilość  tych  kroków  zwię kszano  tak  dł ugo,  dopóki  wyniki  z  dwóch  kolejnych
kroków  cał kowania  róż niły  się  mniej  niż  zał oż one  kryterium  (w  pracy  1%  uzyskanego
wyniku).  Należy  zwrócić  uwagę  na  fakt,  że  czas  obliczeń  jest  w  duż ym  stopniu  zależ ny
od trafnoś ci  przyję cia  pierwszej  pary  parametrów  A  i £  oraz kroków  procedury  przeszu-
kiwania  (w programie oznaczonych AA  dla A  i SW dla S). Dlatego też w programie wpro-
wadzono  moż liwość  „strzelania"  punktem  startowym  (danymi  A,  S, AA,  SS,  NF)  tak,
aby  uzyskane  pierwsze  przybliż enie  zapewniało  moż liwie  krótki  czas  obliczeń.

Na  rys.  2  podano  algorytm  obliczeń  programu  wykorzystanego  w  pracy,  który  jest
zamieszczony w dodatku. Oddzielnie na rys. 3 i 4 rozpisane zostały fragmenty  tej procedury
dotyczą ce  poszukiwania  kierunku  najwię kszego  spadku  oraz  poszukiwania  minimum
na tym kierunk- u. Algorytm  obliczeń  z rys.  3, 2 i  4 ma na celu uł atwienie ewentualnemu
uż ytkownikowi  korzystania  z  zał ą czonego  programu  (obliczenia  wykonywano  na  HP
S6B  w  ję zyku  Basic)..
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Rys.  2.  Algorytm  obliczeń  wyznaczania  kształ tu  powierzchni  swobodnej
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Rys.  3.  Algorytm  procedury  wyznaczania  kierunku  najwię kszego  spadku
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Rys.  4.  Algorytm  procedury  metody  przeszukiwania
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4.  Przykładowe wyniki

Przedstawiona  metoda  wyznaczania  powierzchni  swobodnej  może  być  wykorzystana
dla  powierzchni  wypukłych  zarówno  w  dodatnim  (A  >  S) jak  i  ujemnym  (A  <  S) kie-
runku  osi  układu  biegunowego.  Przykładowe  przebiegi  powierzchni  swobodnych  po-
kazano na rys.  5 i 6. Na rys. 5 przedstawiono powierzchnie swobodne dla równych ką tów

Rys.  5. Profile  powierzchni swobodnej  dla  róż nych  Rys. 6. Profile powierzchni swobodnych dlaióż nych
liczb  Bonda  ką tów  zwilż enia

zwilż enia  i  róż nych  liczb  Bonda.  Na  rys.  6  przedstawiono  sytuację   odwrotną.  W  celu
oszacowania  bł ę du  wynikają cego  z założ enia stałego promienia krzywizny  [1] na  rys. 7
przedstawiono  zależ noś ci  promienia krzywizny  od  współrzę dnej biegunowej  ę   dla  róż-

3  2 -

Rys.  7.  Bezwymiarowe  promienie krzywizny  dla  róż nych  liczb  Bonda
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nych  liczb  Bonda.  Z  przebiegów  moż na  stwierdzić,  że  popełniony bł ą d  jest  niewielki
jeż eli liczba Bonda jest  mniejsza od 1. Dla wię kszych liczb Bonda  bł ą d ten znacznie roś nie.

Uż ywany  przez  autorów  program  wymaga  okreś lenia  wyjś ciowej  pary  parametrów
A  i  S.  Trafność  ich  doboru  decyduje  o  szybkoś ci  osią gnię cia  zadowalają cych  wyników
a tę  pierwszą   ułatwia znajomość charakteru zmian tych wielkoś ci  w funkcji  liczby Bonda.
Przykładowe  zależ noś ci  pokazują ce  jak  zmieniają   się   parametry  A  i  S  w  funkcji  liczby
Bonda przedstawiono na rys.  8 i 9. Znajomość jakoś ciowych  zależ noś ci  tych parametrów
może  być  wykorzystana  w  trakcie  obliczeń  dotyczą cych  innych  ką tów  rozwarcia <P
i  zwilż ania  &.

.95 10 Bo

Rys.  8.  Zależ ność  wysokoś ci  cieczy  w  ś rodku
rowka  od  liczby  Bonda

10  Bo

Rys.  9.  Zależ ność parametru  A  od  liczby
Bonda

5.  Uwagi koń cowe

Przedstawiona  procedura umoż liwia  okreś lenie powierzchni  swobodnej  cieczy  w  trój-
ką tnym  rowku  dla  dowolnych  ką tów  rozwarcia  i  zwilż enia  oraz  dowolnej  liczby  Bonda.
Próby pokazały, że procedura jest zbież na wzglę dem  wyboru  punktu począ tkowego  A  i 51

oraz liczby  kroków  całkowania. Stosunkowo szybki proces rozwią zywania  numerycznego
umoż liwia  wykorzystanie  procedury  do  analizy  wpływu  poszczególnych  wielkoś ci  (np.
liczby  Bonda, ką ta  zwilż enia,  ką ta  rozwarcia)  na  kształt  powierzchni  i  pozostałe para-
metry.

Przedstawiony  algorytm  postę powania  może  być  wzglę dnie  łatwo  adaptowany  do
wyznaczania  powierzchni  swobodnej  w  rowkach  o innych kształ tach niż  trójką tny,  któ-
rych  przykłady  zostały  przedstawione  na  rys.  10.  Modyfikacja  zał ą czonego  programu
jest  uzależ niona  od  kształ tu  rowka.  Dla przypadku  a) należy  zmienić jedynie  wzór  na
pole powierzchni  pod krzywą.  W  przypadku,  b)  wygodniej  jest  zastosować  kartezjań ski
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ukł ad  współ rzę dnych  w  miejsce  biegunowego.  Zmienia  się  wówczas  postać  równania
róż niczkowego  (na  prostszą)  oraz  zamiast  granicznej  współ rzę dnej  ką towej  0  jest  współ-
rzę dna  kartezjań ska  E.  D la  przedstawionych  na  rys.  10  przypadków  c)  i  d)  rozwią zania
należy  wyznaczać  we  współ rzę dnych  biegunowych  (tak  jak  w  zał ą czonym  programie)

cl d)

Rys.  10.  Przykł ady  zagadnień  moż liwych  do  rozwią zania  przy  pomocy  przedstawionej  procedury

przy  czym proces  cał kowania  w  metodzie  Rungego- Kutty  należy  przerwać  w  chwili  gdy
powierzchnia  swobodna  przecina  zadany  profil  rowka,  tzn. <£ jest  rozwią zaniem  równania
R*(cp)  =   rx(cp)

Moż liwe  był oby  również  zastosowanie  proponowanej  metody  do  optymalizacji.
Przykł adowo  moż na  poszukiwać  najwię kszej  powierzchni  swobodnej  (powierzchni  wy-
miany)  w  funkcji  ką ta  rozwarcia  rowka,  pola  pod  krzywą,  liczby  Bonda.
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6.  Dodatek.  Program  obliczeń  w  ję zyku  Basic

10  !  Progra m  wyznaczają c y  kształ t   powierzchn i   swobodne j   ciecz y
20  !  prz y przepływi e  grawitacyjny m  w  trójką tny m  rowk u
30 RAD  !  wszystki e obliczeni a  be d a  przeprowadzan e  w  ra d i  ariac h
40  !  T H -  ka t  zwilż enia ;   A L  -  ka t   rozwarci a  rowk a  (dan e w  lini i   60 )

SO READ Thl,A L
60  DATA  „523598775598,.785390 16339 8
70 SKAT=PI   / 8
80  READ  B0  !  B0  --   bezwymiarowa  l i c z b a  Banda  (dana  w  l i n i i  9 0 )
90  DATA  1
100  RN,  CIM-0
i t O  TA=TAN  (AL)  ffi   TT»TAN  (TH)
120  CLEAR
130  !  wprowadzani e punkt u  startoweg o
140  DI  B P  "S,A,SS,AA,NP="j @  INPU T  S,A,SS,AA,N P
150 PARN»0 '
160 C= A @ Y(1)== B ( I  GOSUB ROZW
170 DIS P  "S=";S;"A=";A,"FBL=";FBL;"DT=";DDT;"DS=";DD S &  DIS P  "Cz y p
rogra m  ma ju z  liczyć "; ®  INPU T A *
180  I F A$#"TAK "  THEN  14 0
190 DT- - DDT @ DS- - DDS @ FB=FB L ©  PRIN T  "B« "  |  S |  "A" "  j  A ,  "FBL- "  j  FBL j  "DT« "
JDDTJ"DS=";DD S
200 DlS P  "  S = "  ;S;"A=";A,"FBL- ";FBL;"DT= "  ;  DDT;"DS= "  ;  DDS
210 GOSUB SP R @  I F PARN- - - - -1 THEN GOTO  15 0
220 BL- IN F
2 3 0  !  P  o  c  z  a  t  e  k   proc: :  ©  c l  u  r  y   o  p  t  y  m a 1  i  z  U  j  a  c  e  j
24 0  !  Punkt .   Wffi l   a l g o r y t m u  (rys .  2 )
250 FOR G= 0 T O  1 2 STE P 4
260 KATA==Q*SKAT
270 OA+AA*CDS  (KATA )  @ Y  (1)=S+SS*SI N  (KATA )
280  I F S>Y(1 )  THEM N K
290  I F Y d )  > 1 THEN N K
300 60RU B ROZW
310  I F BL>FB L THEN.  KAT=KATA  @ KDT- DDT  @ KDS=DDS @ BL- FBL
320 NK:  NEXT Q
330 KATA- KAT  9  BDTO  56 0
340  I F BL>F B THEN AA=AA*„ 2 ©  SS==SS*. 2 9  DIS P  "zmian a krok u AA,SS=" ;
AA;SS ©  GQTQ 22 0
350  !  Procedur a  przeszukiwani a  kierunk u
360 PARIMl
370 AR;  A=A+AA*COS  (KAT)#PAR I   S  B»B+SS*BI N  (KAT)*PAR I
380 FB=B L lii   DT»KDT ©  DS=KDS &  PARI==PARI .  +  1
390 C=A+AA*COS  (KAT) #PARI   i  Y(1)=S+SS*SI M  (KAT)*PA R I
400 GOBUB ROZW
410  I F FBL<F B THEN BL=FB L  ©  KDT=DDT &  KDS«DDB  S  GOTO A R
420  I F PARI> 3 THEN C=A+AA*CCJS  (KAT )  &  Y  ( 1 )  ~S+S5*SI N  (KAT )  0  60SU B R
OZW  ELB E BDTQ 47 0
430  I F FBL<F B THEN BL=FB L  9  KDT=DDT @ KDS=DDS  9  PARI- 1  @ GOTO A R
440  I F PARI> 3 THEN C=A- AA*COS.  (KAT )   Ci !  Y  (1 )  ==S- SS*B1N  (KAT )  ©  BOSUB R
OZW
450  I F FBL<F B THEN BL»FBL .  @ KDT=DDT @ KDS»DD8 S  PARI» 1  @ KAT = (KAT+ P
I   )  MOD  (2*P I   )  @ GOTO A R
460  !  Konie c  procedur y przeszukiwani a  kierunk u
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470 N I  s  DJB P  "S» "  i  B ;  "A» "  ;  A ,  "FBL= "  ;  FBL ;  "DT= "  ;  DDT;  "DS== "  ;  DDG
430 GDSUB SP R  @  I F PARN=1 THEN GOTO  i5 0
490  !  Punk t   We2 algorytm u  (rys .  2 )
300 KATA=*<KAT+4*SKAT )  MOD  <2*P I  )
510 O- A+AAWCQS  (KATA )  @ Y( 1)"8+83*3I N  (KATA )
520 BOSUE ROZW  <S BL=FB L 9  KDT=DDT @ KDS- - DDS
330 KATB=(KAT+12*S!<AT )  MOD  (2*P I  )
540  G»A+AA# CQ B  CKATB)  @ Y<1)=S+SS# SIW  (KATEO
550  SGSUB  RDZW  @  IF  BL>FBL  THEN  KATA=KATB  ® BL«FB L  <S KDT=DDT  @  KPŚ
- D DS
560  ZKAT- SKAT
570 KAT1=(KATA+ZKAT >  MOD  (2#F' l  )
580 C=A+AA*COS  <KAT1 )  O  Y(i)=S+SS*SI N  (KAT1 )
590 SOSUB RDZW  Q   I F FBL.<B L THEN BL=FB L @ KDT=DDT @ KDS- DDS S  BOTO
660
600  ZKAT—SKA T
610  KAT1»(KATA+ZKAT )  MOD  (2* PI  )
620  C=A+AA*CD S  (KAT1 )  S  Y< i  5=S+SS*SIN  (KAT1 )
630  SDSUB  RDZW  @  IF  FBI.XBL  THEN  BL=FBL  @ KDT- DDT  @ KDS=DDS  S  80T0
660
640  I F BL>F B THEN AA=AA*, 2 @ SB=SS*. 2 @ DIS P  "zmian a krok u AA,SS=";
AA;3 S @ 0OT Q 22 0
650 KAT- KATA  @ BOTO 36 0
660 KATA- KAT1 e  KAT1=(KATA+ZKAT )  MOD  (2*P I  )
670 C=A+AA*CQ5  (KAT1 )  @ Y(1)=S+SS*SI N  (KAT1 )
6S0 GOBUB RQZW  @  I F FBL<B L THEN BL=FB L &  KDT=DDT @ KDS- DDS &.   80T O
660
690  I F BI_>F B THEN AA=AA*. 2 i  SS=SS*. 2 ©  DIS P  "zmian a krok u AA,SS=";
AA;S3 @ GOTO 22 0
7 0 0  KAT- KATA  S  GOTO  3 6 0
710  i  Sprawdzenie  dokł adnoś ci  uzyskanego  wyniku
720  SPR:  IF  ABS  (DT)> .0001  DR  ABS  (DS)> .0001  THEN RETURN
730  IF  ABS  ( CRN- S) / S) >.OO1  OR  ABS  ( <C|M- A) / A)  >. 001  THEN  DISP  "zmiana

kroku  c ał kowania  NP";NP*2
740  IF  ABS  ( (RN- S) / S) >.OO1   OR  ABS  ( <CN- A)./A> >. 001   THEN  PARN=1  <S RN=
S  @ CN=A  @ NP=2*NP  @ PRINT  "zmiana  kroku  cał kowania  NP";NP  @ RETURN

750  DISP  "  * * * * * *  KONIEC  OBLICZEM  * # * • * * #"
760  GOTO  KONIEC
770  i  Procedura  TOHW.' azywania  problemu  począ tkowego
730  !  p r zy  pomocy  metody  Rungego- Kutty
790  ROZW:
800 H=AL/N P  @ M,KR,X« O ©  Y(2)= 0 fil  G1=Y(1 )  @ P0LB,G2= 0
810 LD :  M=M+1
820 ON M GDTD A   , B  , C , D , E
830 A ;  FOR  1= 1 T O 2
S4O  Q<I)« O
850 NEXT I
860 U=. 5
870 GOTO F
880 Ds  U- i.70710 7
8 9 0  B :   X  =  X  +  „5# H '^  ••

900 C :  FOR  1= 1 T O 2
910  Y(I)=Ym+U*(F<I)#H~Q<I> >
920 D(I)=2*U*H» F <I )  +  < l- 3*U > *QCI )
930 NEXT I
940  U=.292893 2
950 GOTO F
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O O - C / Y U)  )*SQ R

960 E :  FOR 1= 1 T O 2
970  Y(I)=Y(I)+H*F(I)/6- Q(I)/ 3
980 NEXT 1
990 M=0 @ K= 2
1000 GDTO ( 3
1010 F :  K= l
1020 B ;   I F K= 2 THE N K
103 0 F(l)- Y(2 )
1040  F<2)=Y(1)+2*Y(2)*- Y(2)/Y(1>+B0- *(CO S
Y(2 )  *Y(2 )  )'- ' 3
1050  GOTO L D
1060 K :  AB=Y(1>*CO S  (X )  @ AC=YU)*SI N  (X )
107 0  POLB=PQLB+(AB+G1>*(AC- G2)
1080 G1=A B ©  G2=A C @ KR=KR+1
109 0  I F KR<NP  THE N L D
1100 TZ=Y(1)/Y(2 )   @ DDT=(TZ- TT)/T T  @ DDS=(POLi- AB*AC~TA>/T A <S  FBL= D
DT*DDT+DDS*DDS
111 0 RETURN

!   Zakoń czeni e
KONIEC:

112 0
1 13 0
1140
115 0
1160
117 0
l i  8 0
1190
1200
1210
1220
1230

oblicze ń i  wydru k wynikó w

PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PR I  N T
PR I  N T
PRINT
PRINT
STOP
END

DLA  LICZB Y  B0NDA";B O"OBLICZENI A
@  PRIN T
"OBLICZENI A  DL A NP""}N P
"WIELKOŚĆ  FUNKCJI   BLEDU";F B
"BLA D  POLA";DS,"BLA D  KATA";D T
"OBLICZONE  WIELKOŚ CI:"
"   promie ń  począ tk u  krzywe j  B"; B
"   punk t   równowag i   ciś nie ń  A  "; A
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P  e 3 w  M e

OriPEflEH EH HE  CBOEOflHOft  I IOBEPXHOCTH  JKH.HKOCTH  B
KAHABK E

B  pa6oTe  noJiyMeHO, npH noiwomH ^HCJioBoro Meroflaj  peineHHe ypaBHennH  J lan n aca- ^H ra  HJIH CBO-
6OHHOH  noBepxHOCTH. 3Ty n oBepxH odt  xapaKxepH3yiOT  TpH He3aBKcnMbie  napaineTpa'  yroJi  KBHaBKH,
KpHTepHH  EoHfla  H yron  yBjiasKHeHHH.  OrtHcaHO MeTofl, noflaHO  HeKOTopwe  pe3yjibTaTbi  H Taione  u p o-
rpaMy,  n pa  noiwoiinł  KoTopolł   cflejiaHO  BbmHCjieima  Ha  3 B M .
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S u m m a ry

D ETERMIN ATION  OF  FREE  SURFACE  OF  LIQUI D  IN  A  TRIANGULAR  GROOVE

Solutions  to  the  Laplace —  Young  equation  for  free  surface  are  obtained  by  proposed  numerical
method  of  minimalization.  The  three  independent parameters,  which  characterize  the  free  surface  confi-
guration are  the  half  angle  of  the liquid- filled  triangular  groove,  the Bond number and  the  contact  angle
of  the shear- free  meniscus.  The results  and  program  of  calculations  in Basic  on  HP 86B  are given  in the
paper.  •

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia  20  stycznia  1987  roku.


