TOPICOS SOBRE
OPTIMIZACION
DE ALGORITMOS

Introduccion

_ El presente articulo pretende ilustrar como, en
el desarrollo de sofware, un primer algoritmo que se
construya en la solucién de un problema puede
mejorarse muchisimo. analizando donde se gasta su
tiempo.

En el articulo publicado en la revista Ingenieria
e Investigacion 32 por la autora y titulado “La
eficiencia de los algoritmos” [4] se explico en que
consiste la eficiencia de un algoritmo y como realizar
el calculo de complejidad cuya base es la notacién-0.
Estos aspectos constituyen el elemento de anélisis
basico que nos permite aproximar el desemperio del
algoritmo y, por tanto, no se detallaran aqui.

La mejora de un algoritmo puede lograrse de
diversas maneras; e¢so depende de las caracteristicas
del mismo.

Una técnica aplicada con frecuencia es la
Illamada dividir y conquistar, que consiste en dividir el
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problema en subproblemas, de tal forma que,
combinando las soluciones de los subproblemas, se
construya la solucién del problema original de una
manera facil. Esté técnica hace que los algoritmos
sean mas eficientes, especialmente cuando a través
de ella se logra bajar de complejidad.

En ocasiones se logra una mejora sustancial del
algoritmo, si se cambian las reglas de base. En este
caso, la escogencia adecuada de las estructuras de
datos, por ejemplo arboles en lugar de arreglos,
puede convertirse en una importante herramienta para
construir algoritmos eficientes.

Otras veces se logra mejorar un algoritmo
cambiando el algoritmo mismo: por ejemplo. se
escogié como estructura un arbol pero se cambia la
forma de construirlo y/o la forma de recorrerlo.

La optimizacion de un algoritmo se obtiene

cuando se hace la escogencia correcta de algoritmo y
estructura de datos.
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Para ilustrar como puede lograrse esto, se
escogi6 la multiplicacion de matrices booleanas, por
ser uno de los algoritmos en que se ha logrado
mejoras significativas.

MATRICES BOOLEANAS

La primera opci6n para multiplicar matrices
booleanas es usar el algoritmo de multiplicacion
tradicional, basado en multiplicar una fila por una
columna para ir determinando cada término. Sin

embargo, ésta es una opcion altamente ineficiente por

el alto grado de complejidad.

A. Algorimo de multiplicacidn tradicional

Posteriormente se explica un algoritmo basado
en el concepto de bits paralelos, con el fin de hacer
mas facilmente entendible la aplicacion de este
concepto en el algoritmo Four-Russians.

Finalmente, se explica el algoritmo que hoy dia
se considera el optimo para multiplicacién de matrices
booleanas que es el llamado algoritmo Four-Russians
o algoritmo de los cuatros rusos que logré incorporar
el concepto de bits paralelos y la aplicacién de la
técnica dividir y conquistar.

(*matriz B en una matriz C*)
Var i, k:integer;
suma: integer;

Las operaciones booleanas son:

AND I 01
0 : 00
1 ' 0t

Program TRADICIONAL;

(*calcula el producto de una matriz A, por una *)

A:array [1..m, 1.. n] of integer;
B:array [1..n, 1.. p] of integer;
C:array [1..m, 1..p] of integer;

fork:=1tondo
suma : = suma +A [i,k]*Bk,T;
C[i,j}:=suma

begin
fori:=ltomdo
forj:=1topdo
begin
suma : = 0;
end
end

OR + 1 o1
0_r 01

1 11
I
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La complejidad de este algoritmo se determina
aplicando la propiedad multiplicativa de la notacion -
O [4}, 1o que equivaldria a O(m*p*n). En general, para
multiplicar una matriz A de n*n elementos, por una
matriz B de n*n elementos la complejidad es O (n%).

B. Concepto de operaciones de bits
paralelos

El concepto de operaciones de bits paralelos
para multiplicar matrices booleanas se explica a
continuacion.

Si se tienen las matrices A(u*v) y B(v*w) es
posible obtener la multiplicacion de las matrices en C
uniendo varias filas de B [Smith, 1987].

o P O

= =

Sean las matrices:
I | | I
1 0 1 | 0 0 1 0 oI |11
o 1 1l * |0 1 0 0 1] = 1 o0
1 0 o: : o0 0o 1 ol : 0 1
| 1 0 0 O 1:
A{u*v) B(v*w) C(u*w)

Se toman las filas de la matriz A una por una
por ejemplo, la primera 0 1 0 1, puesto que estan
prendidos los bits de la posicion 2 y 4 se toman estas
filas de B y se suman para dar la primera fila de C.

Primerafilade A Filas2y4deB
0101 01001
+10001
11001 — Primera fila de C
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El concepto de bits paralelos serd utilizado en el
algoritmo BITS PARALELOS con el fin de hacer mas
facilmente entendible el algoritmo posteriormente
presentado con el nombre de Four-Russians.

En el algoritmo en Pascal i:=iésimo valor 10gi-
co, correspondiente a la presencia o ausencia de i en
el conjunto, las matrices seran representadas por un
vector de conjuntos de la siguiente manera:

A
Representaciéon en Pascal

[{2.4} {3.4} {1.2}]

lo 1 0o 1}
lo o 1 1|
|1 1 0 0|
| |

Lo anterior lleva a que cada matriz se almacene
en una arreglo de una sola dimension; que contiene
tantos conjuntos, como filas tenga la matriz.

Esta representacion permite utilizar los opera-
dores que Pascal dispone para actuar sobre conjun-
tos, de modo analogo a las operaciones de teoria de
conjuntos en matematicas: unién equivale a +y
pertenencia a IN; utilizadas en el algoritmo.

Program BITS - PARALELOS

(*multiplicacién de matrices booleanas C= A*B *)
const u= 3 (* numero de filasen A y C *)
v =4 (* nimero de columnas en A y filas en B*)
w =5 (* nimero de columnas en By C *)
type setv=setofl..v;
setw=setof 1.. w;
var i, k: integer;
A: array [1..u] of setv;
B: array [1..v] of setw:
C: array [1..u] of setw;

Begin
fori:=1toudo
begin
Cll:=(}
fork:=1tovdo
ifk in A {i]
then C [i] :=CJ[i] +B [k]
end
end
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C. Algoritmo Four-Russians

El algoritmo Four-Russians (Aho, 1974) esta
basado en la técnica de multiplicacion de matrices
por bloques.

Para un mejor entendimiento de algoritmo se
ilustrara con dos matrices cuadradas A y B de di-
mensiones n*n.

Cada matriz sera partida en un total de p
submatrices. Cada submatriz se referenciara por h,
donde & = 1,2...p. Cada submatriz A, contendra
columnas y cada submatriz B, contendra n filas.

Se definen: m=lg ny p=n/m, tomando la
parte entera para ambas relaciones.

A es partida en p submatrices A, y B es parti-
da en p submatrices B, . Si las matrices no se pueden
dividir igualmente, es necesario rellenar A con co-
lumnas extras de 0 y B con filas extras de 0, de tal
forma que las matrices queden cuadradas y del mis-
mo tamafio (ver gréafica de particion.).

I.I |
T

[ Ap |:

L]

A2 ]

| | i
R N N
[at][a2f[.. ]
| ] | |

Particion de Russians.

Como resultado de la particion, el producto de
las matrices C = A*B, es igual a la sumatoria de
A, *B,, donde cada producto A, *B, es una matriz
n*n.

Sea A [h,i ] lai-ésima fila de lamatriz hy
B[ h,k]lak-ésima fila de la matriz h.

Sin embargo, hay m elementos en cualquier
fila de una submatriz A, ; asi que puede haber sola-
mente q=2" filas distintas en una submatriz A,. La
base del algoritmo Russians es que para cada
1 <h <p, se calculan y almacenan en una tabla las g
posibles combinaciones necesarias de las filas de B,
y se usa el valor de cada fila de A, como un
subindice de esta tabla. Esto es ilustrado en el arre-
gloBCOMB.

Consecuentemente, cada fila A [h,i] es inter-
pretada de izquierda a derecha como un entero para
indexamiento en BCOMB.

Para el algoritmo en Pascal, cada matriz esta
representada por un arreglo en dos dimensiones de
la siguiente manera: cada submatriz es un vector de
conjuntos, representado de la misma forma que en el
algoritmo de bits paralelos, asi que una submatriz
queda completamente almacenada en una fila, y
puesto que son p submatrices habra este numero de
filas tanto para la matriz A, como para la matriz B. El
ntiimero de columnas para la matriz A esny para la
matriz B es m correspondientes a la cantidad de con-
juntos que tiene cada submatriz, recordando que
cada conjunto equivale a una fila de la submatriz.
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Program RUSSIANS;

const m=3;

(* lg,n, parte entera *)
n=12; (* orden de las matrices cuadrada A,B,C *)
p=4; (* factor de particion n/m, parte entera*)
q="7;(* (2™)- 1, para utilizar la posicién 0 *)

type  setm=set of l..m;
setn = set of 1..n;

var h, i, k, u: integer;
A:array [1..p,l..n] of setm;
B:array [1..p,l..m] of setn;
C:array [l.n]  ofsetn;
BCOMB: array [0..q] of setn;

function CONVERTIR (s: setm): integer;
var i, j: integer;

begin
=0,
for j :=m downtoldo
i:=2* i+ord(j in s);
CONVERTIR: =i
end;
begin
fori:=ltondo
Cll:=[}
forh:==1topdo
begin
BCOMB [0]:=[];
=0
k:=1;
w=l1;
fori:==1toqdo
begin (*genera BCOMB desde B*)
BCOMB [i]:=BCOMB [j]+B[h,k];
Jji=jH
if j=u
then begin
3:=0;
k:=k+1;
w=i+l
end
end
fori:=ltondo
" (*indexar BCOMB por A y aplicara C *)
C[i]:=C[i]+BCOMB [ CONVERTIR (A[h,i])]
end
end
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Para ilustrar el algoritmo, considérense las

matrices A y B mostradas a continuacion. Para
este caso se tiene n=12, m=3, p=4. Para las

submatrices A *B ; se calcula el valor de BCOMB
y los valores de C. Es de aclarar que para obtener

el resultado final del algoritmo habria que

continuar los calculos de A *B,, A,*B,, A *B,.
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Seguimiento del algoritmo Russians
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(Cual es la complejidad del algoritmo
RUSSIANS?.

Si se analiza el trabajo desarrollado por cada
paso es:

Maéx (n, p*q, p*n*m); lo que equivale a

O (m*n*p), teniendo en cuenta que p=n/m, la
complejidad seria O (n?).

La pregunta seria: jpor qué no mejoré la
complejidad del algoritmo como era de
esperarse? Eso depende de su implementacion.

El trabajo desarrollado por CONVERTIR tiene
O (m), si se logra desarrollar esta funcion en
O (1) [Smith, 1987] la complejidad del
algoritmo seria:

O (np) = O (n¥/1g,n)

Como se anoté mejorara la complejidad de la
funcion CONVERTIR. Para esto es necesario tener
la facilidad de convertir entre primitivas (boolean,
caracter, integer, real). La conversion de tipos puede
lograrse aplicando formatos alternos.

El programa Russians requiere la habilidad de
tomar el valor de un conjunto variable y convertirlo
a entero.

Para lograr hacer la conversion inmediata se
mapea el conjunto de elementos a...b a los 64 bits

_ de una doble palabra.

|63] 62 |...|32] 31]...| 1] 0]

Mapeando la i-ésima columna de una palabra
sobre el i-ésimo elemento de un conjunto. Con esta
implementacion, los elementos del conjunto
aparecen en orden inverso al de la doble palabra,
conduciendo a la funciéon CONVERTIR 1.

Arbitrariamente se construyo un tipo
enumerativo con dos valores mnemonicos bit e
int. La forma se refiere a un conjunto de 64 bits
representado por b, aunque luego se refiere a
dos enteros de 32 bits cada uno representados
por_il e i2. Sin embargo, suponemos que el
orden mas alto del entero il es siempre 0.
Puesto que los conjuntos en Russians son
definidos en términos de 0...m, debemos usar la
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division entera div para descartar el menor bit
significativo.

function CONVERTIRI1 (s: setm): integer;
. type flag = (bit, int);
setm=setof 1..m;
var vista: record case flag of
bit: (b: setm);
int: (il, i2: integer)

end;
begin
vista.b: =s;
CONVERTIR 1:=vista. i2 div 2
end;
CONCLUSIONES

La optimizacién de algoritmos hace referencia
al analisis cuidadoso de su desempefio para analizar
las fallas y concebir mejoras antes de llevarlos al
computador.

Lo usual es que un primer algoritmo que se
nos ocurra puede mejorarse muchisimo. La
exposicion sobre las distintas formas de multiplicar
las matrices booleanas tiene por objeto ilustrar
algunos de los aspectos referentes a la optimizacion
de algoritmos.
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