ESFUERZOS Y
DEFORMACIONES
EQUIVALENTES

RESUMEN

En este articulo se destaca la importancia de
la utilizacién de esfuerzos y deformaciones
equivalentes en el analisis del comportamiento
mecanico de los sélidos, con un enfoque centrado
en la mecénica de suelos. Solamente se trataran
los aspectos bdsicos, desde una perspectiva
general, sin entrar a detallar la utilizacidn de esos
esfuerzos y deformaciones en la solucién de
problemas particulares de ingenieria. Se resalta la
conveniencia de trabajar con unos invariantes,
intimamente relacionados con los cambios
volumétricos y distorsiénales del sélido, en lugar
de hacerlo con los tensores completos de
esfuerzos y de deformaciones.

INTRODUCCION

En mecanica, el tensor de esfuerzos tiene
seis esfuerzos diferentes y el tensor de
deformaciones, seis deformaciones diferentes.

Cuando se necesitan analizar los procesos
de carga y de deformacion, se requeriria controlar
esas doce variables en forma permanente. Eso
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parece una tarea bastante complicada. Con el
objetivo de simplificar los anlisis, se recurre a
unos esfuerzos y a unas deformaciones
equivalentes : dos esfuerzos equivalentes y dos
deformaciones equivalentes. Esos esfuerzos y
deformadores deben representar adecuadamente
al conjunto total de esfuerzos y de deformaciones
y, ademds, deben servir para analizar
integralmente el comportamiento mecénico de los
sélidos.

Debe agregarse que esos esfuerzos y
deformaciones equivalentes deben,
obligatoriamente, ser invariantes, pues no tendria
sentido analizar los procesos de carga y de
deformacion con magnitudes variables. En este
escrito se mostrar4 la utilidad de esos esfuerzos y
deformaciones equivalentes en el caso de sélidos
isotropicos, y, mas especificamente, en el caso de
suelos isotrépicos. En este tipo de materiales, las
direcciones de los esfuerzos principales coinciden
con las de las deformaciones principales.

Para que esos invariantes tengan un
sentido fisico tangible deben referirse a la




condicion hidrostitica y a la desviatdrica, en el
caso de los esfuerzos, y a los cambios
volumétricos y distorsidnales en el caso de las
deformaciones.

L. ESFUERZOS EQUIVALENTES

Los esfuerzos equivalentes que se utilizan
en mecdnica estin relacionados con los esfuerzos
que actiian sobre el plano octaédrico. Los
esfuerzos octaédricos son :

Esfuerzo normal octaédrico o esfuerzo hidrostético :
Coxt = (0x+ 0y + 07) + 3 o)
O en términos de esfuerzos principales
o, =(0i+02+03)+3 )
Esfuerzo cortante octaédrico :

Toer = %I:(O'X—O'y)z +(oy —02)2 +(o, —crx)2 +6(rxy2 +7,,° +132)T/2 3)

O en términos de esfuerzos principales:

1
Toct = g[(m —62)  +(c2—-03) +(03-01)° ]1/2 4)

Los esfuerzos equivalentes se definen asf :

- Esfuerzo normal equivalente (o esfuerzo hidrostético):

P = Ooct (5)
0 p=(ox+0y+0:)/3 ©)
O p=(01+02+03)+3 )

- Esfuerzo cortante equivalente:
q = ﬁ Tgci (8)
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1 172
0 g= E[(O’x —6) +(6— ) +(0:— ) +6(t0 + 72" + szz)] ©)

1
0g= }2—[(0'1—0'2)2 +(o2-03)° +(O'3—0'1)2]1/2 (10)

En determinadas condiciones de esfuerzos
y de deformaciones relativamente sencillas, como
es el caso de condiciones de esfuerzo plano, o de
deformacién plana, o de compresion cilindrica,
casos en que el estado de esfuerzos se puede
representar mediante el circulo de Mohr, suelen
utilizarse como esfuerzos equivalentes los que

actian sobre un plano cuya normal forma 77+ 4

radianes, tanto con el eje principal mayor como
con el menor. De acuerdo con la figura 1, esos

esfuerzos equivalentes son:
(ver Figura 1)

Figura 1. Esfuerzos equivalentes
en condiciones planas de deformaciones.
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Debe notarse que t es el esfuerzo cortante
méximo y que, en condiciones de esfuerzo plano

(02 = (), S es el mismo esfuerzo hidrostético.

II. DEFORMACIONES
EQUIVALENTES

Las deformaciones equivalentes que se
utilizan, en forma similar a los esfuerzos, estdn
relacionados con las deformaciones octaédricas;
estas dltimas est4dn dadas por :

Deformacién normal octaédrica:

Eocr = %(& +&+E) U3)
6 Ea = %(81 +E2+€3) (14)

Deformacién cortante equivalente:

2

2 3 172
Yoor = 5[(&_ &) +(s-&) +(e-&)+ E(Yxf +% + %xz)} s

2
0 Yoo = E[(Sl —e2)’ +(e2-83)" + (&3 81)2]1/2 (16)

Las deformaciones equivalentes se definen, entonces, asf :

* Deformacién normal equivalente, o deformacién volumétrica :

£, = 3&a (17)
0 g=6+65+& (18)
O g =€+&2+6&3 (19)

* Deformacién cortante equivalente:

1
& = — You (20)
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0 &=

\/—2" 3 172
—3—[(&— &) +le-&) +(a-&)° +§(%y"‘ + P +'}’zxz):| @I

\/5 1/2

0 &= [le-e) +(er-e +(eo-e] @2)

En condiciones planas de deformacién,

&2 = (), suelen utilizarse como deformaciones
equivalentes las que se ilustran en la figura 2.

Figura 2. Deformaciones equivalentes en condicién plana
de deformaciones.

* Deformacién normal equivalente

& =€1+E3 23

O &=&g+é& (249)
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* Deformacién cortante equivalente, o
deformacién cortante maxima:

1

E1—8&3 )2+8X22 ]2

=2 ( —— 25)

O & =& ~§& 26)
Debe notarse que en las condiciones
anotadas, planas de deformacién, la deformacién
normal equivalente es la misma deformacién

volumétrica.

En otras condiciones de deformaciones en
que se pueda dibujar el circulo de Mohr, como es
el caso de esfuerzo plano o de compresién
cilindrica, suelen utilizarse estas mismas
deformaciones equivalentes. Debe verse, sin
embargo, que en esas otras circunstancias la
deformacién normal equivalente ya no es la
deformaci6n volumétrica.

HI. ALGUNOS USOSDELOS
ESFUERZOS Y DEFORMACIONES
EQUIVALENTES

Para simplificar el proceso de los célculos
que deben realizarse en muchas determinaciones
sobre el comportamiento mecénico de los sélidos,
se recurre a estos esfuerzos y deformaciones
equivalentes. En lo que sigue, van a presentarse
ejemplos de su utilizacién en lo que tiene que ver
con la representacién de los esfuerzos, con el
estudio de la condicién de fluencia, con la
determinacién de los asentamientos mediante la
teorfa elastica y, finalmente, con el estudio de la
consolidacién de los suelos.

A. Representacion del estado tensorial en
un punto dentro del sélido

Un estado cualquiera de esfuerzos puede
representarse por los tres esfuerzos principales y
por sus respectiva direcciones. Ahora bien, ese
estado tensional puede verse como la suma de
dos condiciones: la hidrostética y la desviatérica.
La condicién hidrostética es aquella en que el
esfuerzo es isotrépico e igual al esfuerzo
promedio, o hidrostatico, o simplemente el
octaédrico (p). Vectorialmente, el esfuerzo

hidrostético se ubica en la diagonal del sistema
coordenado principal y esta dado por :

o, = (.p.p) (27)
Este vector hidrostatico es normal al plano
octaédrico y su magnitud es:

’o;,:-vﬁip

(28)

La condicién desviatdrica se puede
representar por un vector referido igualmente al
sistema coordenado principal y dado por:

Od = [(0'1 - p),(O’z - p),(0'3—p)] (29)

Este vector de los esfuerzos desviatéricos
es normal al del esfuerzo hidrostatico, es decir, el
vector desviatdrico estd sobre el plano octaédrico
y su magnitud es :

lo,|=3%1,, (30

O en términos del esfuerzo cortante
equivalente:

o= 2+
d 3 q

De acuerdo con lo anterior, un estado
tensional en un punto, que tiene seis
componentes, se puede remplazar por un par de
vectores: el vector de esfuerzo hidrostatico,
normal al plano octaédrico, y el vector de
esfuerzos desviatéricos que pertenece al plano
octaédrico.

€7y

B. Estudio de la condicion de fluencia

En mecénica de suelos, la ley de fluencia
que mas comiinmente se utiliza es la Mohr
Coulomb. Poder chequear si un estado tensional
en un punto representa o no una condicién de
falla requiere la determinacién de los esfuerzos
normal y cortante sobre el plano potencial de falla.
Una vez hecha esta determinacién, que involucra
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un determinado nivel de complejidad, se verifica si
la relacién de esfuerzos corresponde al criterio:
T, =*(c +0' Mang’ ) G2
Otra posibilidad consiste en evaluar los
esfuerzos principales, a partir del estado tensional
general, y observar si la relacién de esfuerzos

principales corresponde con el criterio de Mohr
Coulomb que, en esos términos, se escribe asi :

(O'1 - 0'3)f = 2c'+(o"1 + 0"3)sen¢' 33

En la ecuacién anterior , 0,y O, son los

esfuerzos principales mayor y menor. Su
determinacién, a partir del tensor de esfuerzos,
requiere la solucién de la ecuacién cibica en
términos de invariantes de esfuerzos.

Podria resultar mds c6modo evaluar la
condici6n de falla si eso pudiera hacerse
solamente con los esfuerzos equivalentes. Para tal
finalidad es bueno poder graficar el criterio de
Mohr Coulomb en el sistema coordenado
principal en que O, , O, y Oj son los esfuerzos
principales sin importar cuél es el mayor, el menor
y el intermedio. En ese sistema coordenado, el

criterio de fluencia mencionado se escribe de la siguiente forma :

[(0"1—0"2)2 _(2C‘ cos¢+(o"1 +O"2)sen¢)2 ]

x|:(0'21 —0'31 )2 —(2C1 cosd)+(0’21 +O'31 )Sen¢ )2]

X

[(03‘ —01’)2 —(2C‘cos¢+(0'3‘ +0,' )sen )2]

(9

=0

plano octaédrico para p’ constante

criterio de fluencia de Mohr-Coulomb

Figura 3. Criterio de fluencia de mohr Coulomb
en el sistema coordenado principal.
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Griéficamente, el criterio de fluencia de Mohr
Coulomb se expresa como aparece en la figura 3.

En la figura 3, las distancias ab, af'y ad
tienen igual magnitud; esa magnitud depende de
p’ vy estd dada por la ecuacion :

e p'(k, —10)+2¢' [k,

De manera similar, los segmentos ac, ae y
ag son iguales y su magnitud es :

plk, —10)+2%c* [k,
ac =6 1+2%k, (36)

Para un valor dado de p', la falla se

alcanzard si / %q llega a tocar el lugar

geométrico que define el criterio de fluencia de
Mohr Coulomb en el plano octaédrico.

C. Determinacion de las deformaciones

La prediccién de los asentamientos de una
estructura sobre un deposito de suelos requiere la
determinacién de las deformaciones unitarias y su
integracién en el semiespacio conformado por el
suelo. Para tal efecto, deben utilizarse las
relaciones constitutivas que mejor representen la
condicién del suelo. La primera aproximacion
racional a la solucién del problema consistié en la
formulacion eldstica lineal. Posteriormente, y
teniendo en la cuenta que el suelo es un material
particulado y multifase y que su comportamiento
depende del tiempo, se recurrid a la teoria de la
consolidacién que, en cierta medida, también se
vale del modelo eléstico, asi no sea estrictamente
lineal . A partir de estas teorias bdsicas, y con base
en la dependencia del comportamiento del suelo
del estado de esfuerzos, de la trayectoria de
esfuerzos y de la historia de consolidacién, han
venido construyéndose nuevos modelos
constitutivos que tienen en consideracién esos

factores, que siguen utilizando la teorfa eldstica y
que han involucrado la elastoplasticidad, tanto en
el comportamiento de endurecimiento por
deformacién como en el de ablandamiento por
deformaci6n. En este articulo se hard referencia al
modelo eldstico y a la teorfa de la consolidacidn.

* Modelo eléstico en s6lido homogéneo e
isotrépico

Las relaciones esfuerzo deformacion
eldsticas, en el sistema coordenado principal y en
términos de los esfuerzos y las deformaciones
equivalentes, pueden escribirse asi:

1+v v
g = —E AO‘I—EAp (37)

1+v A 3vA
e =|— o '
2 E o, E Y4 (38)
1+v A 3vA
=| — |Aog, ——Ap'
& E 3T R P (39

Con base en las anteriores ecuaciones, las
relaciones entre esfuerzos y deformaciones
equivalentes se escriben de la siguiente forma :

. 3(1—2V)A ' “0)
v E D
1
E =——
= 3G 41

En las anteriores expresiones se conoce
como compresibilidad del esqueleto de suelo ala
relacién :

_ 3(1-2v)

sk E (42)

El inverso de la compresibilidad es la rigidez
del suelo, o médulo bulk como suele denominarse
en mecanica de suelos.
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En el caso de deformacién plana, las
deformaciones principales estan dadas por las
siguientes ecuaciones :

g = (HTVJ(AO"I—WAS') 43)

1
&= (%j(AO"3—2VAS ') 44)

Con base en esas ecuaciones, las relaciones
entre esfuerzos y deformaciones equivalentes son
las siguientes :

2(1+v)(1-2v
( 2 A=)

“45)

£, =M (46)

1
G
En la ecuacién 45 se llama compresibilidad

bidimensional al término:

2(1+v)(1-2v)
E

2D _
Csk -

“7)

En el caso unidimensional de deformacidn,
en que el esfuerzo equivalente es 0, y la
deformacién equivalente €, larelacion entre los
dos es :

. (1+v)1-2v) A"

E(1-v) 4

La compresibilidad unidimensional, también
conocida como médulo confinado de
compresibilidad, estd dada por la expresién :

ﬂ INGENIERIA E INVESTIGACION

(1+v)(1-2v)

™= T E-v)

(49)

D. Teoria de la consolidacién

El proceso de disipacién de la presién de
poros con el tiempo va acompaiiado de un
aumento de los esfuerzos efectivos y de un
incremento de los asentamientos.

Para establecer las ecuaciones de
consolidacién es necesario tener en cuenta las
ecuaciones constitutivas, las ecuaciones de
continuidad del flujo y las ecuaciones de
equilibrio de esfuerzos. Para las ecuaciones
constitutivas, se vuelve a tener en cuenta el
modelo eldstico lineal.

Para el caso de deformacién unidimensional,
la ecuacién de la consolidacién, que describe el
proceso de disipacion de la presién de poros en
todo punto espacial con el tiempo, es la
siguiente :

K ou_w_o,
m,-y, 9t o o

(50)

En el caso de deformaci6n plana, la
ecuacion de consolidacién se torna en :

K (U JU) U oS
o\ &) a a oD

En el caso general, la ecuacién
tridimensional de consolidacién es :

Cor o " ) a o
(52)

K [82U 9*U 82U) oU op

En las anteriores expresiones, K es la per-
meabilidad del suelo, U el exceso de la presién de




poros y el término K + (C * yw) el coeficiente de

consolidacién.
E. Energia de Deformacién

Una de las ventajas mds importantes de los
esfuerzos y las deformaciones equivalentes radica
en su utilizaci6n para el cdlculo de la energia de
deformacién. La energia de distorsién eldstica por
unidad de volumen, que representa la
energia almacenada en el sélido como producto
de la deformacién por corte, estd dada por :

*q*es (53)

En la anterior expresién €% es la
deformaci6n equivalente de distorsidn eldstica.

Para el cdlculo del trabajo pldstico
incremental por unidad de volumen, nuevamente
se puede hacer intervenir al esfuerzo equivalente
q y ala deformacién equivalente de distorsiéne..
Este trabajo estara dado por :

dW, = q.de; (54)

En la ecuacién 54, de s es la deformacién
equivalente de deformacién plastica.

La pendiente de la curva esfuerzo
deformacién en el intervalo eléstico de un proceso
de carga unidimensional esta definida por el
modulo de elasticidad E. Similarmente, la
pendiente de la curva esfuerzo deformacién en el
intervalo pldstico se conoce como médulo
plastico, E, y estd dado por :

dg
P de! (35)

Estas formulaciones de energia de
deformacién son indispensables para el
tratamiento de las deformaciones en el intervalo
elastopldstico. Es decir, permiten la formulacién de
las relaciones constitutivas en ese intervalo

gracias a las leyes de endurecimiento por trabajo
o de ablandamiento por trabajo.

Conclusion

Los esfuerzos y deformaciones
equivalentes facilitan la formulacién de las
ecuaciones constitutivas y la solucién de muchos
problemas de ingenieria. De hecho, los nuevos
modelos constitutivos, mas integrales en el
sentido de que pueden tener en la cuenta la
dependencia de los médulos de compresibilidad
del suelo en funcién del estado de esfuerzos, de la
trayectoria y del proceso de carga y de la historia
de esfuerzos, se formulan en términos de esas
invariantes. Tal es el caso de la mecénica de
suelos del estado critico.
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