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RESUMEN

El uso de la teoria de los conjuntos difusos como una meto-
dologia para el modelado y andlisis de sistemas de decisién
es de particular interés para investigadores en ingenieria in-
dustrial, debido a la capacidad para permitir un andlisis cua-
litativo y cuantitativo de los problemas que implican vague-
dad e imprecisién. Es asi como, en un esfuerzo por obtener
una mejor compresién del uso de la légica difusa en la inge-
nierfa industrial y mds especificamente en el campo de la
planificacién de la produccién, se proporciona en el presente
articulo un problema de planeacién de requerimiento de ma-
teriales (MRP) bajo condiciones de incertidumbre aplicado a
la industria automotriz, y el cual es solucionado a través de
programacién lineal paramétrica difusa.

Palabras clave: programacién matemdtica difusa, programa-
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Introducciéon

La toma de decisiones es posiblemente uno de los aspectos mas im-
portantes de aplicacién de la matematica en diversas esferas de la
actividad humana; esto si consideramos que el primer paso para in-
tentar resolver un problema de toma de decisiones consiste en for-
mular un modelo matematico de un sistema o una situacién a anali-
zar. Sin embargo, en condiciones reales la toma de decisiones es im-
precisa debido, al menos en parte, a la incertidumbre que rodea a
tales situaciones. Es asi como, si tenemos la intencién de hacer mo-
delos matemaéticos razonablemente adecuados al mundo real, se de-
be ser capaz de introducir la incertidumbre en dichos modelos y su-
gerir medios para el procesamiento de la informacién imprecisa
(Pandian et al., 2002). En la industria, por ejemplo, la imprecisién y
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Parametric linear programming for
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ABSTRACT

Using fuzzy set theory as a methodology for modelling and
analysing decision systems is particularly interesting for resear-
chers in industrial engineering because it allows qualitative
and quantitative analysis of problems involving uncertainty
and imprecision. Thus, in an effort o gain a better unders-
tanding of the use of fuzzy logic in industrial engineering, mo-
re specifically in the field of production planning, this arficle
was aimed at providing a materials requirement planning
(MRP) problem with uncertainty in the automotive industry; this
was solved using fuzzy parametric linear programming.
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Introduction

Decision-making is possibly one of the most important issues in
which mathematics is applied in different levels of human activity;
this is true if we consider that the first step for trying to solve a deci-
sion-making problem consists in formulating a mathematical model
of the systems or the situation to be analysed. However, in real con-
ditions, decision-making is imprecise, at least due to the uncertainty
concerning such situation. If one wishes to create rational-suitable
mathematical models of the real world, then they must be able to in-
corporate uncertainty and suggest how to process imprecise informa-
tion (Pandian et al., 2002). It is thus possible to use the concepts and
techniques of fuzzy set theory and manage imprecision in an quanti-
tative way, since most conventional procedures do not treat impreci-
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la incertidumbre estdn presentes en la informacién referida a los
tiempos de flujo, la mano de obra, el rendimiento de los materiales,
los tiempos de suministro, y asi sucesivamente; estos datos, faciles
de definir e involucrar en un modelo como medidas absolutas, son
siempre imprecisos debido en parte a informacion incompleta y a la
incertidumbre que pueden generar factores internos y externos. Por
lo tanto, se hace atractivo resolver este tipo de problemas mediante
la aplicacién de la teorfa de conjuntos difusos. A continuacién se ha-
ce un resumen de algunos de los trabajos que usan los modelos difu-
sos para la solucién de problemas en el campo industrial:

En 1981 Dan B. Rinks empleé reglas lingtisticas del tipo if- then en
modelos de planificacién agregada; esta técnica fue complementada
y mejorada con los trabajos de I. Burhan Turksen (Mula, 2004).
Reynoso et al. (2002) presentaron un primer enfoque sobre un MRP
Il basado en la légica difusa y la teorfa de la posibilidad para el trata-
miento de la incertidumbre y la imprecisién de la demanda. Ben-
Arieh et al. (2004) exhibieron un modelo de redes Petri que combi-
na las capacidades de modelacién, planeacion y evaluacién de de-
sempefo para las operaciones de ensamble. Esta herramienta de
modelamiento puede representar los aspectos relacionados con el
grado de dificultad asociado a la secuencia de ensambles. Hop
(2006) abordé un modelo de balanceo de linea con tiempo de pro-
cesamiento difuso y formulé un método de programacion lineal bi-
naria difusa para su solucién. Mula (2006) proporcioné un nuevo
modelo de programacién lineal, denominado MRPDet, para la pla-
nificacién de la produccién a mediano plazo en un entorno de fabri-
cacién MRP con restricciones de capacidad, multiproducto, multini-
vel y multiperiodo. Niu y Dartnall (2008) analizaron el modelo
Fuzzy-MRP-II, el cual retine toda la informacién que permite consi-
derar el conjunto de posibilidades que pueden tener lugar en la rea-
lizacién de los pedidos. Lan et al. (2008) consideraron una nueva
clase de problema de planeacion de la produccién multiperiodo con
niveles de servicio, donde un fabricante tiene un nimero de plantas
y subcontratistas para satisfacer la demanda de sus productos de a-
cuerdo al nivel de servicio exigido por sus clientes. Arango et al.
(2009) reunieron seis modelos de programacién matemética difusa
aplicados a la planificacién de la produccién con limitaciones de ca-
pacidad; en estos modelos la incertidumbre se considera tanto en la
funcién objetivo como en los pardmetros de las restricciones.

Programacién lineal difusa

En los problemas de programacién lineal en escenarios deterministas
el objetivo es minimizar o maximizar una funcién objetivo lineal
considerando restricciones lineales. Sin embargo, en la préctica el to-
mador de decisiones puede no estar en posicién para especificar el
objetivo o las funciones de restriccién con precisién, pero si puede
definirlas en términos imprecisos. En tales situaciones es preferible
usar programacién lineal difusa para obtener mejores resultados de
los modelos a través de la flexibilizacién de la toma de decisiones
(Pandian et al., 2002).

En la tabla 1 se muestra un problema de programacién lineal tipico y
su equivalente difuso.

Tabla 1. Problemas de programacién lineal: a) determinista; b) difuso.

In English

sion and implicitly assume a fixed structure, when, in fact, decision-
making needs flexible and robust models to deal with real life situa-
tions.For example, imprecision and uncertainty in industry are
included in information about flux times, labour, materials
performance, lead times, and so on. This data, which is easy to
define and include in a model having absolute measurements, is
always imprecise, partly due to the uncompleted information and
the uncertainty that could exist with internal and external factors. It
is thus attractive to solve this kind of problem through fuzzy set
application.

Dan B Rinks used “if-then” linguistic rules in aggregated planning
models in 1981. This technique was complemented and improved
with the works of I. Burhan Turksen (Mula, 2004). Reynoso et al.,
(2002) presented a first draft of MRP Il based on fuzzy logic and
possibility theory for imprecision and uncertainty treatment of de-
mand. Ben-Arieh et al., (2004) presented a Petri net model combi-
ning modelling, planning and evaluating performance capacity for
assembly operations. This modelling tool can represent aspects rela-
ted to the associated degree of difficulty in assembly sequences. Hop
(2006) worked on a balancing model of a product line process using
fuzzy processing times and fuzzy binary lineal programming formula
for its solution. Mula (2006) developed a new lineal programming
model, named MRPDet, for production planning in middle time in a
materials requirement planning (MRP) manufacturing environment
with capacity constraints, multi-product, multi-level and multi-pe-
riod. Niu and Dartnall (2008) analysed a MRP-II-fuzzy model which
included considering all the information allowing all possibilities
which can occur in order-making processes. Lan et al., (2008) consi-
dered a new kind of multi-period planning problem having service
levels, in which a producer has a defined number of plants and sub-
contracted workers for satisfying her/his product demand according
to requested customer service level. Arango et al., (2009) have pre-
sented six fuzzy mathematical programming models applied to pro-
duction planning with capacity constraints, in which uncertainty has
been considered in both objective functions and constraint parame-
ters.

Fuzzy lineal programming

The objective in a lineal programming problem in a deterministic
scenario is to minimise or maximise a lineal objective function by
considering lineal constrains. However, in practice, a decision-maker
cannot be in a position for precisely specifying objectives or cons-
traint functions, but it is possible to define them in imprecise terms.
In such situation, it is preferred to use fuzzy lineal programming for
obtaining better results in the models through the flexibility of the
decision-making process (Pandian et al., 2002).

Table 1 shows a ty-pical lineal programming tool and its fuzzy
equivalent.

Table 1. Lineal programming problems: a) crisp and b) fuzzy.

Problema determinista (1) Problema difuso (2)

Deterministic problem (1) Fuzzy problem (2)

no_
Max Z=ZC,X/
j=1 i=1
S .a z a;,x ; <b; S.a Z;,,X]SEV
ji=1 j=1

x; 20 X, 20

j

Max z = Z E/Xj
j=1 j=1

Constraint z Ai; X ;< B,

Jj=1 Jj=1
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En el modelo (2), 4;, B, €, son nimeros difusos, X; son variables
difusas, y las operaciones de suma y multiplicacién son operaciones
aritméticas difusas; ademas el simbolo <= denota una desigualdad
difusa. Este modelo supone que tanto la funcién objetivo como las
restricciones pueden incluir nimeros y variables difusas.

Un modelo de toma de decisiones difuso se caracteriza por tener un
conjunto X de posibles alternativas y un conjunto de metas Z; (i = 1,
2, ...., p), junto con un conjunto de restricciones B; j = 1, 2,..., n),
cada uno de los cuales es expresado por un conjunto difuso en X.
Para este tipo de modelos de tomas de decision, Zadeh (1975) en
sus trabajos pioneros propone que una decisién difusa es determina-
da por un adecuado complemento entre los conjuntos difusos B; (j
=1,2,..,nyZ({i=12,...,p).Porlo tanto, un conjunto difuso
D podria ser definido como sigue: D = (Z, N Z, N ... N Z)N B, N
B,N...NB,), oloqueesigual, up: X— [0, 1], donde up(x) = min.
Hi (X), ugj (%), lo que en la teorfa de conjuntos difusos se conoce co-
mo operador min. Una vez la decisién difusa D es conocida, se pue-
de definir x” € X para ser una solucién 6ptima si Up(X) = méx. Up(X).

Una de las consideraciones que puede hacerse es tomar un modelo
con objetivo difuso donde la funcién de pertenencia sea la siguien-
te:

Lo —
-2 Zy—-cx20
— Po
Zo(cx)=
1 si ex2Z

3)

donde Z, es el nivel de aspiracién para el valor de la funcién objeti-
VO Yy p, €s la méxima violacién aceptable del nivel Z,. De manera si-
milar, las funciones de pertenencia para las restricciones pueden ser
definidas como sigue:

1-- si ax—b;20
1 si ax<b,

donde p; es el maximo valor de violaci6n a la restriccién i.

Chanas (1983) argumenta que dado el poco grado de conocimiento
sobre la regién factible difusa, no es facil establecer el nivel de aspi-
racion Z, y su tolerancia p,; de modo que sugiere resolver primero
el modelo anterior sin considerar la funcién objetivo como difusa.
Con esta aproximacion el problema es transformado en uno de pro-
gramacion lineal paramétrica definido por:

n
Max Z:chx/

j=1
Sa Y a, x;<b+6pi, (ieN,)
j=1
x,20; (jeN,); 6¢elo]]
(5)

donde 8 (0<=6<=1) es un parametro que se interpreta como el
grado de violacién de la restriccion, y p; (p1, pa,--., Pm) €s €l vector
de tolerancia para cada una de las m restricciones, el cual puede ser
definido por el tomador de decisiones. A = 1- 8 es el nivel de satis-
faccion del decisor. Para todo valor de 8 es posible obtener una so-
lucién éptima x*(B) con el respectivo valor éptimo Z*(0), donde la

In English

In model (2), 4;, B, C, are fuzzy numbers, X; are fuzzy variables
and adding-subtracting operations are subjected to fuzzy arithmetic,
Also, the “<=" symbol denotes a fuzzy unequal comparison. This
model assumes that both the objective function and the constraints
can include fuzzy numbers and fuzzy variables.

A fuzzy decision-making model is characterised by containing a set
of possible alternatives “X” and a goal set Z (i=1, 2, ..., p), with
constraint set B; (j=1, 2,..., n); each of these is expressed by a fuzzy
set “X". For this kind of decision-making model, Zadeh (1975), in his
pioneer works, proposed that a fuzzy decision is determined by a
right complement between fuzzy sets B; (j=1, 2,..., n) and Z (i=1,
2, ..., p. So, fuzzy set D can be defined as: D= (Z, N Z,N...N
Z)N (B, NB,N...NB,), being equal to iy, : X — [0, 1] where
Up(X) = min Wi (x), 4gj (x), known in fuzzy set theory as a min (mini-
mum) operator. Once fuzzy decision D is known, X" € X could be
defined to be an optimum solution if (p(x") = max Up(x).

One consideration is to take a model with a fuzzy objective where
the membership function is as follows:

Zoy—
-2 Zy—-cx20
— Po
Zo(cx)=
1 si ex2Z

3)

Where Z, is the desire level for the objective function value, and p,
is the maximum acceptable violation of level Z, Likewise, constraint
membership functions can be defined as:

Where pi is maximum violation value of constraint i.

Chanas (1983) has argued that due to less knowledge about the
fuzzy feasible region, it is not easy to establish desired level Z, and its
tolerance to py; it is thus suggested first solving the model without
considering the objective function to be a fuzzy one. With this
approximation, the problem becomes a parametric lineal pro-
gramming problem, defined as:

Max Z:chx/.
Jj=1
Sa Y a, x;<b+6pi, (ieN,)
j=1
x,20; (jeN,); 0elol]
(5)

Where 6 (0<=08<=1) is a parameter interpreted as being the viola-
tion degree of the constraint, and p; (p;, p,,-.., Pa) is the tolerance
vector for each m constraint and can be defined by the decision-ma-
ker. a=1- 8, is decision-maker satisfaction level. For each value of 8,
it is possible to obtain an optimum solution x*(8) with the respective
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condicion Bi(x*(0)21-0=a o5 \4jida. Ademas, para todas las so-
luciones no nulas existe al menos un i tal que Bi(x*(0))=1-6
Por lo tanto, el grado comiin de satisfaccion para las restricciones es
el miimo de 8:1x*©)  definido como Be(x*(©)) = min, Bi(x*(0) =1-0
Al resolver el modelo (5) por técnicas de programacién paramétrica
(Hillier, 2002) se obtiene el conjunto de soluciones que maximizan
la funcién objetivo dependiendo del pardmetro 8 (Safi et al., 2007).
Esto es, para todo valor de 8 se obtiene una solucién éptima x*(6)
con el respectivo valor 6ptimo Z*(8) que satisfaga conjuntamente las
restricciones en el grado 1- 6. Esta solucién 6ptima es presentada al
tomador de decisiones, quien elige Z, y el correspondiente valor de
Po- Con esta informacion es posible construir la funcién de pertenen-
cia para la funcién objetivo:

1 i cx*(H)ZZO
- . Zy—cx .
2o @129 G 7 pe<e X O<7,
Po
0 X O<Zy-py

(6)

Por lo tanto, la solucién 6ptima, siguiendo esta metodologia, se ob-
tiene tomando x'(6*) con el valor 6ptimo z'(0*), donde 6* es elegido
tal que Pp(0*) = Max. g Mp(B) = max. g (Min. (Zy(6), B.(6), el cual es
el operador min. (Figura 1).

V'S

Wo(O®) - oo 2 DS ‘
B (a,x) = (1-0).

>

e* C]

Figura 1. Funcién de membresia para las restricciones y la funcién objetivo.

Para este fin Jiménez et al. (2007) usan la t-norma del producto alge-
braico entre Z,() y B.(6) para hallar el valor de 6*. En el siguiente
ejemplo préctico se describe més en detalle este proceso.

Formulacién del modelo MRP con
incertidumbre

El principal objetivo del plan de produccién es satisfacer la demanda
al menor costo posible. Sin embargo, las previsiones de la demanda
no son siempre precisas, lo que en definitiva afecta el funcionamien-
to de todo el sistema de produccién. Asf por ejemplo, al subestimar-
se la demanda pueden generarse roturas de stock que conllevan
pérdidas de ventas, retrasos y, en definitiva, un mal servicio; por otro
lado, sobreestimar la demanda puede llevar a tener una gran canti-
dad de materias primas o productos terminados en inventario. Es asf
como se acude a los stocks de seguridad y ajustes de previsiones de
la demanda de manera interdisciplinaria; sin embargo, los métodos
usados para este fin son en muchas ocasiones subjetivos, por lo que
es pertinente usar modelos difusos para la planificacion de la produ-
ccion (Arango et al., 2008).

El modelo de programacién lineal paramétrica que se propone a
continuacion tiene como objetivo minimizar los costos totales de un
plan de requerimiento de materiales (MRP) con restricciones de

In English
optimum value Z*(6) where condition Bi(**(@)21-0=a s \ajiq,
Furthermore, for all non-null solutions, there is at least an i , so that

Bi(x*(0))=1-0 Thys, the common degree of satisfaction for

the constraints is the minimum of  Bi*©@)  defined as

Be(x*(8)) =min; Bi(x*(6))=1-6 _

When solving the parametrical programming model (5) (see Hillier,
2002), a set of solutions is obtained maximising the objective
function, depending on parameter 8 (Safi et al., 2007). This is, for
every 6, an optimal solution x*(8) is obtained with respective Z*(8)
value that jointly satisfies constraints in degree 1- 6. This optimum
solution is presented to the decision-maker who chooses Z, and the
corresponding p, value. With this information it is possible to build
the membership function for the objective function:

1 si cx*(H)ZZO

= Zy—ex R

Zo(ex (0)= I—M si Zog—py<c x (0)<Z,
Po
0 cx*(H)SZO—pO

(6)

The optimal solution for this methodology is obtained by taking
x*(0*) with optimum value z*(0*) where 6* is chosen so that pD(6*)
= max0 MPD®O) = max O (min (Z0(®O), Bc®) which is the min
operator (see Figure 1).

r N

WUo(BF) F - o 2 <
B (a,x) = (1-8).

\/

o~ [S)

Figure 1. Membership function for constraints and objective function

For this purpose, Jiménez et al., (2007) have used the T-rule of the
algebraic product between Z0(8) and Bc(6) for finding the 6* value.
This procedure is described in more detail in the following practical
example.

MRP with uncertainty model formulation

The main objective of the production plan is to satisfy demand at lo-
wer cost. However, demand forecasting is not always accurate, the-
reby affecting the behaviour of the whole production system. For
example, when demand is underestimated, it could generate stock-
outs which can lead to loss of sales, delays and definitely a bad ser-
vice; on the other hand, overestimating demand can lead to having
a large amount of stocks and raw materials in inventory. Companies
thus use safety stocks and provide for adjustments in demand. Ho-
wever, the methods used for such purpose are very subjective in ma-
ny cases, thus making it really important to use fuzzy models in pro-
duction planning (Arango et al., 2008).

The parametric lineal programming model proposed below was ai-
med at minimising total costs for an MRP involving multilevel and
multi-period capacity constraints. The costs considered in the mo-
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capacidad, multinivel y multiperiodo. Los costos a ser considerados
en el modelo son los de tardanza, almacenamiento, pedido y capa-
cidad adicionada; es necesario aclarar que, para este modelo, sélo
se hara uso de los costos marginales, es decir, s6lo se incluirdn aque-
llos que pueden cambiar como resultado de las decisiones tomadas;
el costo de las materias primas, por ejemplo, no se incluira, dado
que los gastos en este aspecto se hacen con independencia del plan
elegido. Igualmente, en la mayoria de las situaciones pueden
excluirse los costos del tiempo regular de trabajo. Ademas, al menos
en el corto plazo, la planificacién de la mano de obra, en cuanto a
contrataciones y despidos, tiene poca incidencia en los costos del
plan, por lo que puede ser separada del modelo.

Minimizar:

Z{Z (A, + H(@)I], +C()5,,) + Z(O(k,t)yk,,} (7

t=1 | i=1 k=1

P
S.a: Z Ui, k)x,, <1+ y,, —6prs
i=1 t=1,.., T, k=7,.., K

0] t

P
Fis=li= D 3160~ (Di0+8 i+ ) R, jw,

= = B i=1, ..., P t=1,..,T
t—LT (i) i P
>ox, + 1300+ Y > RG>, j)x;, 20
= e i=1,...., P

t=1,...,T
S o e
.M > x,, =1 P ot=1 T 3, {01}
Yoo Lo L 20 e =T
yk,r 2 0

Datos del modelo:

P: Ndmero de componentes

T: Horizonte de planeacién

RG,): Nidmero de componentes i necesarios para realizar
componentes j

K: Ndmero de recursos

DG,:  Demanda externa para el componente i en el periodo t

LT(): Tiempo de suministro del producto i

1G,0): Inventario inicial del componente i

UG,k):  Fraccion del recurso k necesario para una unidad del
producto i

Fk,t): Maxima fraccién del recurso k que puede adicionarse en
el periodo t

M: Un nlimero muy grande

H@): Costo de almacenamiento por periodo del producto i

Ch): Costo total de pedido (o preparacion) del producto i

O(k,t):  Costo por fraccién de capacidad adicionada al recurso k
en el periodo t.

Al): Costo de tardanza por periodo para el producto i

X Cantidad de pedido del producto i en el periodo t

Vie: Fraccién adicionada del recurso k en el periodo t

0, Indicador binario de produccién para el producto i en el
perfodo t

I Inventario del articulo i llevado en el periodo t

L Cantidad del producto i retrasado en el tiempo t.

In English

dels were those for delay, warehousing, ordering and capacity audi-
tioning; it should be clarified that only marginal costs were used for
this model, e.g. only costs were included that could change as a re-
sult of a particular decision made. Raw material costs were not inclu-
ded due to expenditure on such materials being independent of the
chosen plan. Likewise, costs associated with regular work time were
excluded in most situations. Moreover (at least in the short term), la-
bour planning in terms of hiring and dismissing has little incidence
on planned costs which is why such costs could be separated from
the model.

Minimising:

2

T
t=1

[ZP: A1, + HDI, +C()o,,) + i (O(k,t)yk,,} )

i=1 k=1

»
Sa: YU k)x, <1+y,, -6
i=1 t=1,.., T, k=1,.., K

1=LT() i P
Fu=li= ) 3+ 160~ D (DGO+0" s+ Y R,
= E i=1, 0y Pot=1,, T

=1

t—=LT (i) t

Dox, +1(1,0)+ ZP R(i, j)x;, 20
7=1 J=1

i i=1, ..., P,

t=T0, T

Voo =2 PO g T k=K

SuM zxoq o p =1, T, %=l

Yoo Lo L2 0 e T

Vi 20 t=1, ..... LT, k=1,...., K

Model data:

P: Number of components

T: Planning horizon

Ra,p: Number of components i needed for producing
components j.

K: Number of resources

DG,t):  External demand for component i in period t

LTG) : Lead time for product i

1G,0) : Initial inventory for component i

UG,k : k- resource fraction needed for a unit of product i

Fk,t): Maximum fraction of resource k which can be added in
period t

M: A very high number

H(@): Period warehousing costs for product i

Cl): Total ordering costs for product i

O(k,t):  Costs for the fraction of capacity added to resource k in
period t.

Al): Period delay costs for product i

Xit: Order quantity for product i in period t

vk t: Added fraction to resource k in period t

0, binary indicator of production for product i in period t

[+it: inventory of product i added in period t

l-it: amount of product i delayed in time t.
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La incertidumbre en este caso estd referida a las restricciones de
balance de inventario y la capacidad disponible, porlo que 8 (0 < 6
< 1) representa el nivel con que se violan las restricciones de inven-
tario y de capacidad. Adicional a esta nueva variable, se ha tenido
en cuenta cierto nivel de tolerancia p, definido por py p, los cuales
representan, respectivamente, el nivel maximo que puede alcanzar
la demanda y la mayor proporcién en el que el recurso k puede es-
tar no disponible. Uno de los conjuntos de restricciones mds impor-
tantes en el modelo es el grupo de restricciones de los requerimien-
tos de materiales, las cuales estan definidas de la siguiente manera:

t=LT (i) t

>ox,, +1(i,0)= Y (D, 1)+ ZP: (R(i, j)x;,) 20 (8)

=1

Tal conjunto de restricciones requiere que la suma del inventario ini-
cial y la produccién para cada periodo debe ser mayor o igual al to-
tal de la demanda externa y la demanda para los subensambles usa-
dos en los articulos. La demanda requiere ser satisfecha con lo pro-
ducido en periodos iguales o anteriores a t - LT(i) para cada periodo,
dado que el trabajo ha de iniciarse LT periodos antes de que pueda
ser usado para satisfacer la demanda. El producto R(, j)*x;, anticipa
la demanda para el articulo i que resulta cuando es componente de
un articulo j; este producto es cero en la mayoria de los casos. Para
permitir pedidos retrasados la restriccion anterior también puede to-
mar valores negativos. Para este fin se define a I;,, como el inventario
(negativo o positivo) del producto i en el periodo t, el cual estd de-
terminado por

(-LT(i)

L,= Yx, +1(i,0)-2(D(i, N+Y (RG.jx,,) )

Partiendo de esta definicion, el conjunto de restricciones de balance
de los requerimientos de materiales y demanda es reevaluado para
permitir que existan retrasos en los pedidos. Por lo tanto, en vez de
usar la expresion

1,20 (10)

it

se emplea la restriccion

I,> {': (DG, 1) (11

r=1
la cual permite una posicién negativa del inventario. Al reemplazar
I, por la expresién que lo define, la restriccién requerimiento de
materiales y demanda se reduce a:

(~LT (i) P

>ox,, A 13,0)+ Y (R, j)x;,) 20 12)

r=1 Jj=1

Si adicional a esto se ha definido a [*;; como la cantidad de
producto i en inventario y I3, la cantidad de producto i retrasado en
el periodo t, la siguiente restriccién debe ser cumplida:

I =17, =1, (13)

El siguiente grupo de restricciones en importancia, son las de
capacidad:

DM

WG k), <1+, (14)

i=1

De acuerdo al lado derecho de la ecuacion, la capacidad del
recurso k puede ser excedida, con el costo que esto conlleva, y de
acuerdo a las limitaciones que se tengan la fraccién extra del recurso
k en el perfodo t es representada como y, .

In English

In this case, uncertainty referred to constraints on inventory balance
and available capacity, so that, © (0 < 8 < 1), represented the level
at which inventory constraints and capacity were violated. Additio-
nally to this new variable, a certain tolerance level p has been taken
into account defined by p® and p*, representing, respectively, maxi-
mum demand and the higher percentage by which resource k
would not be available. One of the model’s most important set of
constraints was the group of material requirement constraints, defi-
ned as follows:

(—LT (i)

2 X+ 1(1,0) - : (D(i,t)+ZP:(R(i,.i)xj,,)20 (3)

Such constrains set required that the sum of the initial inventory and
production for every period was greater than or equal to the total of
the sum of external demand and the demand of the sub-assemblies
used in the products. Demand needed to be satisfied by the amount
produced in recent or previous periods to t - LT(i) for each period,
since work had to be started LT periods before it could be used to
satisfy demand. Product R(, )*x,, anticipated the demand for pro-
duct i that resulted when it was a component of product j; this pro-
duct was null in almost all cases. The past constraint could also be
negative for allowing delayed orders. I;; was thus defined as the in-
ventory (negative or positive) of product i in period t, which was de-
termined by:

(~LT(i)

L,= Y%, +1G0)-Y.(DG,0)+Y (RG, j)x,) )

From this definition, the constraint set of the requirement balance of
material and demand was re-evaluated to allow the existence of de-
lays in orders. Instead of using equation 10, the constraint in equa-
tion 11 had to be used.

1,20 (10)

I,> —2 (DG, 1) )

7=1

This allowed a negative inventory value. Replacing [, for the ex-
pression defining it, the constraint of material requirement and de-
mand was reduced to:

(- LT (i) P

> ox,, + 1(1,0)+ Y. (R(, j)x;,)=0 (12)

j=1

If I",; is defined as the amount of product i in inventory and I, the
amount of product i delayed in period t, the following constrain had
to be accomplished.

I =17, =1, (13)
The next group in importance were the capacity constrains:
P
Z(U(iak)xi.z S 1+yk‘r (14)
i=1

According to the right side of the equation, the capacity of resource
k could be exceeded, with an associated cost and with some limita-
tions; the extra fraction of resource k in period t was represented as

Ykt
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Para analizar la solucién de este modelo a través de técnicas de pro-
gramacion lineal difusa a continuacién se describe un proceso indus-
trial con la informacién necesaria para resolver el modelo MRP pro-
puesto.

Descripcién del proceso industrial seleccionado

El proceso de ensamble de vehiculos consiste generalmente en tres
procesos: armado, pintura y montaje, los cuales se subdividen en va-
rios subprocesos y actividades. Dentro de estos subprocesos destaca-
mos el proceso de montaje de puertas, que si bien no es el mas
complejo de todos si puede llegar a ser representativo dada su im-
portancia en el ensamble final del vehiculo. En la tabla 2 se mues-
tran las demandas minima y méxima que se espera obtener en el
transcurso de doce semanas del componente de la puerta izquierda.

Tabla 2. Previsién de la demanda para el componente puerta izquierda.

In English

The next section describes an industrial process with the required in-
formation for solving the proposed MRP model to analyse the model
solution through fuzzy lineal programming techniques.

Description of a selected industrial process

Vehicle assembly consists of three steps: piecing together, painting
and assembly, which are sub-divided into several sub-processes and
activities. Door mounting can be highlighted here as, although it is
not the most complex process, it can be very representative due to
its importance in final assembly. Table 2 shows the expected mini-
mum and maximums in the 12 week study forecasting left door de-
mand.

Table 2. Forecasting left door demand

Semana 1123|4567 ]|8]9|10]11]12

Week 1123|4567 |8[9]10]11]12

Demanda Min 350] 370[ 420] 460| 300] 310{400| 380 390] 400[ 400| 360

Demand min 350] 370[ 420] 460| 300[ 310 400] 380 390[ 400| 400| 360

Demanda Max 370[400[430[470] 335| 320{430] 400{410[420] 420| 380

Demand max 370[ 400[430[470] 335 320[{430] 400[410{420]|420| 380

La explosion de producto y el andlisis posterior se realiza sélo para la
puerta izquierda, considerando que la puerta derecha posee com-
ponentes similares. En la tabla 3 se da la lista de materiales corres-
pondiente, donde Sij especifica el padre i, del cual hace parte el
componente j (54,11 entonces vidrios -referencia 11-, es compo-
nente de sistema de vidrios -referencia 4-), y Rij representa la canti-
dad del producto hijo i necesario para hacer el producto padre j;
también se especifican los plazos de entrega (ts) en semanas, el in-
ventario inicial (Inv), costos de almacenamiento (Ca) del componen-
te i por semana, costo de pedidos (Cp) y costo por tardanza del
componente i (Ct).

Las restricciones de capacidad sélo estaran referidas a la linea de en-
samble a la cual pertenece el vehiculo seleccionado. Para el proceso
de montaje de puertas esta capacidad se estima en el 15% del total
de la capacidad de la linea. Es asi como, si la empresa cuenta con un
turno laboral de ocho horas, cinco dias a la semana, se tiene un total
de 40 horas semanales en la linea de produccién, de las cuales 6 es-
tardn destinadas al montaje de las puertas. Si se considera ademas
que la capacidad promedio de produccién de la linea es de 9
vehiculos/ hora, el tiempo de ensamble de una puerta es de 1 minu-
to, 0 0.01666 horas/puerta.

La empresa puede usar horas extras para incrementar la capacidad
disponible. El costo de adicionar una hora extra es de $3.800. Para
efectos practicos, la capacidad de la linea sélo puede ser aumentada
un 10% a través de las horas extras. Por otra parte, definira a pc co-
mo el porcentaje en el que la seccién de montaje puede no estar
disponible, para efectos practicos pc = 0,01, mientras que pd esta
definido por la diferencia entre la demanda maxima y la demanda
minima (Tabla 2).

Solucién del modelo
Este modelo se resuelve en dos pasos:

Primer paso: se soluciona el modelo (5) a través de programacion li-
neal paramétrica y se fijan los valores de Z0 y PO. Para esto el toma-
dor de decisiones puede estar interesado en tener un nivel de satis-
faccion en el conjunto de restricciones superior a a = 0.4, por lo
que se define a Z0 = 18818.023 y p0 = 89.357 (Tabla 4).

Segundo paso: una vez fijados ZO0 y pO se elabora la funcién mem-
bresia para la funcién objetivo, de donde se obtiene que:

The product explanation and subsequent analysis is only for the left
door (as the right door has the same components). Table 3 shows a
list of corresponding materials where S; represents the parent i from
which part j is a component (S,,, then glasses — reference 11-, is a
component of the glass system - reference 4) and R; represents the
amount of products i necessary for making parent product j; delive-
ry times (ts) are specified in weeks, initial inventory (Inv), ware-
housing costs (Ca) of component i by week, order costs (Cp), costs
for delaying component i (Ct).

Capacity constraints only refer to the assembly line to which the se-
lected vehicle belongs. There is 15% estimated door-mounting capa-
city regarding total assembly line capacity. If the company has a sin-
gle labour 8 hours/week shift, there is a 40-hour weekly assembly [i-
ne in which 6 hours are destined to door-mounting. The past is the
actual description of company shifts. If average assembly line pro-
duction capacity is 9 vehicles per hour , then door assembly time is
one minute or 0.0166 hours per door.

The company can use extra labour hours for increasing available ca-
pacity. The costs involved in using every extra hour are $3,800. For
practical purposes, line capacity can only be increased by 10%
through extra hours. Also, p© is defined as the percentage represent-
ting assembly line non-availability. For practical purposes p°=0.01.
p“ is defined by the difference between maximum and minimum
demand (see Table 2).

Model solution

This model can be solved in two steps.

First step: model (5) is solved through parametric lineal programming
and values Z, and P, are fixed. Decision-makers are thus interested
in having a constraint satisfaction level set above a= 0.4, which is
why Z,=18818.023 and p,=89.357 are defined (see Table 4).

Second step: once Z, and p, have been fixed, a membership func-
tion for the objective function is set, obtaining:
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Tabla 3. Lista de materiales para el componente puerta izquierda.

Ref Descripcion Ri|S;|Ts|Inv| Ca [Cp| Ct
1 Puerta izquierda 1 0] 0 12 | 0 |250
2 Lamina troquelada 111|220 5 |10] 0
3 Kit Bisagra 111 [12]001] 2 0
4 Sistema de vidrios 111101 12| 3,5 5 0
5 Kit protector de agua T 1|11 441]001]| 1 0
6 Perilla de bloqueo puerta | 1 | 1 | 2 {100 0,01] 1 0
7 Kit Manija interior 1T|{1]0]10]001] 1 0
8 Panel 111]13]10 2 3 0
9 Kit Manija exterior 1 1 0 5 1001 1 0
10 Kit Chapa 1 1 3150 [001]( 1 0
11 Vidrios 1142 0 1 1,51 0
12 Kit antivibrador 1T|14]0]| 0 [002] 1 0
13 Kit eléctrico 11412 0 03 [ 1 0
14 Regulador de ventana 1[4 [0] 0 |001] 1 0
15 Copa de manija 1(7 3] 0 [001] 1 0
16 Liberador de manija 11713 0 [0,01] 1 0
17 Manija interior 11713 0 |001]| 1 0
18 Kit tuercas y arandelas Ml 11713 0 [0,01] 1 0
19 Kit tuercas y arandelas ME 11913 0 [0,01] 1 0
20 Bloqueo cilindrico 119|310 |001] 1 0
21 Manija exterior 11913 0 |001]| 1 0
22 Soporte metalico 11913 0 [0,01] 1 0
23 Canal de goma 1112 2 0 [0,01] 1 0
24 Canal de elevacion de 11120 2] o o0 1 0

ventana

25 Manija/ botén 1114 2 0 [0,01] 1 0
26 Rodillo 11141 2 0 |0,01 1 0

Tabla 4. Conjunto de soluciones para el modelo (7).
a=1-0 VA a=1-0 yA
0.1 117.045.945 0.6 241.226.820
0.2 140.347.544 0.7 279.736.913
0.3 164.245.153 0.8 451.866.767
0.4 188.180.230 0.9 728.468.084
0.5 214.536.021 1 1.081.751.086
1 si CjX; <Z,
20()(): l+w si Zg<cx;<Zy+pg 15

89.357
0 cjx;2Zy+po

La representacién gréfica de este modelo se ensena en la Figura 2.

Para encontrar una solucién 6ptima, con un nivel de aspiracién que
satisfaga tanto las funciones de membresia de las restricciones como
la de la funcién objetivo, se debe calcular el indice de compatibili-
dad de cada solucién con los niveles de aspiracién del decisor (Jimé-
nez et al., 2007).

Zo()=0  Z0(0.9)=0.3942 Z0(0.8)=0.7036 Z0(0.7) =0.8961
Z0(0.6)=0.9395 Z0(0.5)=0.9693  Z0(0.4)=0.999
r 3
18818-¢ x (6)
) 80 357
TELS ]
{1- &
>

Figura 2. Funciones de pertenencia para las restricciones y funcién obijetivo del
modelo (15).

In English
Table 3. List of materials for the left door
Ref Description Ri [ S [ Ts |Inv | Ca |Cp | Ct
1 Left door 1 0 0 12 0 | 250
2 | Stamped sheet metal 1 1 2 20 5 10/ 0
3 Hinge kit 1 1 1 12 | 0.01 2 0
4 | Glass system 1 1 0 12 | 35 5 0
5 | Weatherproofing kit 1 1 1 44 1001 | 1 0
6 | Knob for door blocking | 1 1 2 [ 100 ]0.01 ] 1 0
7 | Interior handle kit 1 1 0 10 | 0.01 | 1 0
8 | Panel 1 1 3 10 2 3 0
9 | Internal handle kit 1 1 0 5 0.01 | 1 0
10 | Lock kit 1 1 3 50 | 0.01 1 0
11 | Class 1 4 2 0 1 1,5 0
12 | Anti-vibrator kit 1 4 0 0 |002]| 1 0
13 | Electrical kit 1 4 2 0 0.3 1 0
14 | Window regulator 1 4 0 0 |0.01] 1 0
15 | Handle cup 1 7 3 0 [001] 1 0
16 | Handle spring 1 7 3 0 |0.01] 1 0
17 | Interior handle 1 7 3 0 |001]| 1 0
18 | Ml and washer kit 1 7 3 0 |001]| 1 0
19 | ME and washer kit 1 9 3 0 [001]| 1 0
20 | Cylindrical blocking 1 9 3 0 |0.01] 1 0
21 | External handle 1 9 3 0 |001]| 1 0
22 | Metal support 1 9 3 0 [001] 1 0
23 | Rubber groove 1 [12] 2 0 |0.01] 1 0
24 Window raise/lower 1 1921 2 o looil 1 0
groove
25 | Handle/button 1 114 ] 2 0 [001] 1 0
26 | Roller 1 141 2 0 |001]| 1 0
Table 4. Solution for model (5)
a=1-0 VA a=1-0 yA
0.1 117.045.945 0.6 241.226.820
0.2 140.347.544 0.7 279.736.913
0.3 164.245.153 0.8 451.866.767
0.4 188.180.230 0.9 728.468.084
0.5 214.536.021 1 1.081.751.086

1 Si cix; <Z,
— 18818-c;x;(6)
Zo(x)= ——L 7 i Zo<cix:<Zy+ 1
@ 89.357 o<ej<torr (19
0 cix;2Zy+py

This model’s graphical representation is depicted in Figure 2.

The compatibility index for each solution having the desired de-
cision-making levels must be calculated to find an optimal solution,
having a desired level satisfying both constraints and objective func-
tion membership (Jiménez et al., 2007).

Zo)=0  Z0(0.9)=03942 Z0(0.8)=0.7036 Z0(0.7)=0.8961
Z0(0.6)=0.9395 Z0(0.5)=0.9693  Zo(0.4)=0.999
-
18818~ x (&)
~ 80357
u={ 5™}
Blaxp ={1- &
>

Figure 2. Membership functions for constraints and objective function model (7)
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Para encontrar la solucién optima correspondiente debe elegirse 6*
tal que pp(0*) = maxe Pp(B) = max g (Min (Z,(6), B(B)). Para este fin
Jiménez et al (2007) usa la t-norma del producto algebraico entre
Z,(0) y B.(0) para hallar el valor de 6%, de la siguiente manera:

Hp(0.4) = 0.4%0.99 =
0.399

Mp(0.7) =
0.7*0.896=0.627

Mp(1)=1*0=0

Mp(0.5)
0.5%0.969=0.484

Mp(0.8)
0.8*0.703=0.562

o(0.6)
0.6*0.939=0.563

15(0.9)
0.9*0.394=0.354

De acuerdo a estos resultados, se observa que con 8*= 0.7 se obtie-
ne el mayor nivel de satisfaccién (0.6272) con respecto a la funcién
objetivo:

Z = 28098.990; Nivel de satisfaccion = 0.6272

Anadlisis de resultados

Si bien el costo en el que se incurre en la solucién obtenida con
esta metodologia es alto en relacién con la meta trazada para el
plan, al considerar la capacidad y la demanda como valores incier-
tos los costos pueden ser atin mucho mayores, por lo que el costo
del plan Z = 28098.990 es una solucién intermedia que equilibra
los criterios pesimistas y optimistas del tomador de decisiones,
ademds de significar un nivel de satisfaccién cercano al 63% con
respecto al menor costo que se podria obtener en condiciones
ideales y deterministas.

En la Figura 3 se ensefa el conjunto de soluciones para uy(6) y se
muestra el nivel maximo de satisfaccién al que podria aspirarse
con una solucién difusa.

Figura 3. Conjunto de soluciones para uD

Debe anotarse que, en la medida en que la informacién con la
cual cuenta el decisor sea mas precisa, su nivel de satisfaccién serd
mayor. Por lo tanto, la utilidad de las metodologias aqui mostradas
redunda en la admisién de niveles de incertidumbre asociados en
la formulacion de los coeficientes y metas implicados en las fun-
ciones objetivo, asi como en las restricciones y recursos del proble-
ma.

Conclusiones

Un nivel de satisfaccion de 0.62 puede no ser muy atractivo en la
planificacién industrial; sin embargo, al considerar los factores de
incertidumbre inherentes al proceso productivo esta cifra cobra un
mayor significado, debido en parte a la simplicidad de su calculo y
a su facil interpretacion.

La metodologia aquf presentada es sélo un ejemplo de las diferen-
tes aplicaciones que pueden tener los conjuntos difusos y la l6gica

104

In English

6* must be chosen to find the correspondent optimal solution so
that Pp(0*) = maxg Mp(0) = max ¢ (min (Zy(8), B(0)). Jiménez et al.,
(2007) used the T-rule for the algebraic product between Z,(6) and
B.(0) to find the value of 8%, as follows:

Mp(0.4) = 0.4*0.99 =
0.399

UD(O-7) =
0.7*0.896=0.627

Up(1)=1*0=0

HD(0-5) =
0.5*%0.969=0.484

HD(O-S) =
0.8*0.703=0.562

Mp(0.6)
0.6*0.939=0.563

Mp(0.9)
0.9*0.394=0.354

According to these results, it can be observed that 8*= 0.7 can lead
to obtaining a higher satisfaction level (0.6272) regarding objective
function.

Z= 28098.990; Satisfaction level = 0.6272

Result analysis

Even if the cost incurred in the solution obtained with this methodo-
logy is high regarding the desired goal, when considering capacity
and demand as uncertainty values, then costs could be much higher.
Plan cost Z=28098.990 is an intermediate solution balancing deci-
sion-making pessimistic and optimistic criteria, besides having a satis-
faction level near to 63% regarding the lower cost that can be ob-
tained in ideal and deterministic conditions.

Figure 3 shows the solution for p(0) and the maximum satisfaction
level that can be obtained with a fuzzy solution.

Figure 3. Solution for uD

It should be noticed that if a decision-maker has more accurate in-
formation, then satisfaction level will be higher. So, the usefulness of
the methodology shown here is the admission of associated uncer-
tainty levels in coefficient formulation, the goals involved in the ob-
jective function and the constraints and in the problem’s resources.

Conclusions

A 0.62 satisfaction level cannot be very attractive in industrial
planning; however, if considering the uncertainty factors inherent in
production, this number takes on great meaning, patly due to the
simplicity of its calculation and easy interpretation

The methodology presented here is just one example of the different
applications for fuzzy sets and fuzzy logic for facilitating decision-ma-
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difusa para facilitar la toma de decisiones en los procesos de pro-
duccién. El paso a seguir es el de llevar estas técnicas a la practica
y validarlas con los resultados que se pueden obtener a través de
métodos convencionales con el fin de establecer la forma mas
apropiada de decidir en entornos inciertos.

Una de las bondades de la metodologia expuesta es que la com-
plejidad de un modelo MRP con restricciones de capacidad no se
afecta al considerar la vaguedad e imprecision de alguno de sus
pardmetros, por lo tanto la programacién paramétrica difusa pue-
de llegar a constituirse en una efectiva herramienta de planeacién
industrial.

Si bien la légica difusa no es la respuesta a todos los problemas
que surgen en los sistemas de produccion, si constituye una herra-
mienta facilmente entendible y manejable que puede ser usada en
la mayorfa de los programas de optimizacién. Por otro lado, al
considerarse funciones de pertenencia mas que funciones de
probabilidad, se estd mas acorde con la realidad que presentan las
plantas de produccion, donde la imprecision esta presente en la
mayoria de los procesos de toma de decisiones.
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