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Simulación del flujo de gas en ductos de escape de motores de 
combustión interna. Primera parte: aspectos teóricos 

 
Internal combustion engine exhaust pipe flow simulation. Part I: theoretical 

aspects 
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RESUMEN  

La simulación del sistema de escape de un motor de combustión de cuatro tiempos encendido por chispa se puede realizar a 
partir de la teoría de flujo inestable de gases utilizando ondas de presión. El método aquí explicado se basa en la discretización 
de espacios interpolables denominados mallas, que se ubican a lo largo de toda la tubería sin importar la forma o el tamaño de 
ésta. Se hace entonces una exploración teórica por los aspectos más importantes, como son el movimiento y choque de las on-
das de presión y su aplicación a casos encontrados en ductos de motores reales. Así mismo se plantea la forma en que debe 
realizarse la simulación utilizando como base la anterior exploración. Los resultados presentados en forma de ecuaciones para 
esta primera entrega, muestran la gran influencia que ejerce el movimiento de las ondas de presión dentro de un motor sobre el 
flujo a través del mismo y por ende sobre su desempeño final.   
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ABSTRACT 

Unsteady gas flow theory can be used for simulating a spark ignition internal combustion engine’s exhaust system, using pressure 
waves. The method explained here is based on the discretization of interpolated spaces (called meshes) which are located 
throughout the whole length of the exhaust pipe, irrespective of its form or size. The most important aspects of this theory are 
theoretically explored, such as pressure wave movement and shock and their application to cases found in real engines’ exhaust 
pipes. This work also considers how the simulation must be made, based on the previous exploration. The results (presented as e-
quations in this first paper) show the great influence exerted by pressure wave movement on flow through the engine and there-
fore on its final performance.  

Keywords: exhaust pipe, internal combustion engine, pressure wave, unsteady gas flow. 

 
Recibido: mayo 27 de 2008 
Aceptado: marzo 2 de 2009 

                                                 
1 Ingeniero mecánico, Universidad Industrial de Santander, Colombia. M.Sc., en Ingeniería Mecánica, Universidad de los Andes, Colombia. Profesor asistente, 
Universidad Nacional de Colombia. jmmantillag@unal.edu.co 
2 Ingeniero mecánico, Universidad Nacional de Colombia. Investigador. grupo de Investigación en Biocombustibles, Energía y Protección del Medio Ambiente, Facultad 
de Ingeniería, Universidad Nacional de Colombia. cafallaa@unal.edu.co 
3 Ingeniero Mecánico, Universidad Nacional de Colombia. Investigador, grupo de Investigación en Biocombustibles, Energía y Protección del Medio Ambiente, Facultad 
de Ingeniería, Universidad Nacional de Colombia. jgomez@unal.edu.co 

Introducción 

El flujo de gas que atraviesa un motor se comporta de manera 
inestable. Se define como flujo inestable de gas cuando la presión, 
la temperatura y la velocidad de partícula cambian en el tiempo. 

En el caso del flujo de gas en la admisión y escape de un motor, el 
comportamiento inestable se da por cambios en la presión debido 
a la rápida apertura y cierre de las válvulas del motor, esto hace 
que la presión en la tubería cambie con el tiempo, así el motor se 
encuentre en un régimen de carga y velocidad fijo.  

Desde los trabajos originales de Wallace y Nassif, 1953, Rudinger, 
1955, y Benson, 1964, se plantea un método para solucionar la 
dinámica del flujo inestable en motores de combustión interna. 
Debido a las condiciones de la época, las soluciones debían calcu-
larse utilizando regla de cálculo u otros métodos similares, dando 
como resultado una baja precisión en los resultados como conse-

cuencia además de un trabajo por demás dispendioso. La crisis del 
petróleo en los años 70 obligó a muchos fabricantes a pensar en 
mejores métodos para diseñar sus motores (Pulkrabek, 2004). La 
simultánea masificación de los computadores permitió incluir co-
mo rutinas los métodos propuestos en los años 50 y 60 para simu-
lar el flujo en la admisión y escape de motores. Estas rutinas, su-
madas a rutinas programadas para resolver el ciclo cerrado de los 
motores, dieron como resultado la posibilidad de realizar simula-
ciones unidimensionales para un motor completo (Novak y 
Blumberg, 1978). Los resultados fueron satisfactorios permitiendo 
entre otras cosas entender algunos fenómenos de flujo a través de 
válvulas y restricciones, y a la vez ahorrar enormes cantidades de 
dinero en la fase de diseño al poder probar los motores de forma 
virtual. Muchos de estos modelos originales no han sufrido varia-
ciones hasta la fecha. Quizás los aportes más importantes en los úl-
timos años consisten en: (a) la obtención experimental de coefi-
cientes de descarga más precisos para elementos como válvulas y 
mariposas (Blair, McBurney et ál.,1998; Blair, Mackey et ál. 2001), 
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(b) la mayor cantidad de variables que se pueden analizar con este 
tipo de modelos a medida que la capacidad computacional es me-
jor (Bayraktar, 2005; Mantilla, Galeano y Ochoa, 2007), y (c) el 
cambio en los métodos de solución, se pasó de solucionar las 
ecuaciones para las ondas de presión utilizando el método de las 
características (Benson, 1964 y 1982) a métodos de diferencias fi-
nitas (Blair, 1999; Blair, Mackey et ál. 2001; Alvarez, Callejón, 
2005). Otra dirección que han tomado los trabajos en el área es 
hacia modelado multidimensional del flujo, haciéndose muy fuerte 
en los años 80 y 90 principalmente. Este tipo de modelos requie-
ren de una capacidad computacional alta debido a que deben re-
solver las ecuaciones de flujo para las tres dimensiones físicas más 
una dimensión de tiempo y deben incluir necesariamente los fe-
nómenos turbulentos que afectan al flujo (Haworth, 2005).  

Los modelos unidimensionales para el flujo en ductos se pueden 
clasificar en (Heywood, 1988): (1)modelos cuasi-estables, 
(2)modelos de llenado y vaciado, (3)modelos de dinámica de ga-
ses.  Los primeros dos son modelos donde se entregan como resul-
tados los valores para los flujos a través de restricciones utilizando 
volúmenes de control finitos, muy usados para el análisis de siste-
mas particulares. El modelo de dinámica de gases describe las va-
riaciones espaciales en el flujo y la presión a lo largo de ductos de 
diferentes formas y tamaños. Este último es el modelo que se tra-
baja en este artículo. 

Debido a que las características de desempeño de los motores son 
controladas significativamente por el movimiento de las ondas de 
presión (Blair, 1999), es muy importante entender este mecanismo 
de flujo para intentar analizar o diseñar un motor. Es así como en 
este primer trabajo se presenta toda la fundamentación teórica pa-
ra realizar la simulación de ductos de escape, y en un segundo ar-
tículo se mostrarán los resultados del programa desarrollado junto 
con los experimentos de validación realizados. Dentro del docu-
mento se trata inicialmente la teoría del movimiento y reflexión de 
las ondas de presión en un ducto unidimensional (puntos 1 y 2), 
para luego presentar la forma en que toda la teoría se debe conso-
lidar en un modelo computacional. 

Movimiento de las ondas de presión 

Es muy familiar para el ser humano el comportamiento de las on-
das de presión de pequeña amplitud debido a que se parece al de 
las ondas de sonido que se escuchan a diario. Cuando una perso-
na inhala se genera una caída de presión que forma un ruido al 
chocar con ondas de presión de otra amplitud que se encuentran 
en el sistema respiratorio y que se dirigen fuera de la boca, sin em-
bargo la masa de aire ingresa al sistema respiratorio. Algo similar 
sucede con el proceso de exhalación, pero en este caso la masa y 
las ondas de sonido viajan en la misma dirección. 

En la Figura 1 se pueden ver los dos tipos clásicos de una onda de 
presión, en la Figura 1(a) se observa una onda de compresión 
(masa en la misma dirección de la onda) y en la Figura 1(b) se ob-
serva una onda de expansión, esto simplemente se  deduce obser-
vando si la presión del pico de la onda es mayor o menor a la pre-
sión de referencia.  

Velocidad de propagación de ondas de presión acústicas 

Se va a usar la presión atmosférica del lugar como la presión de re-
ferencia. Entonces se define la relación de presión como 

0p
pP =     

(1). La velocidad de una onda de sonido en el aire   esta dada por 

00 RTa γ=     (2); 
0

0
0 ρ

γp
a =  (3). De la ecuación de estado se 

tiene que: 000 RTp ρ=  (4). 

 
(a)Onda de presión de compresión (mayor que la presión de referencia)

(b)Onda de presión de expansión (menor que la presión de referencia)

Figura 1. Esquema de tipos de ondas 

Obtención de la velocidad de partícula en flujo inestable 
de gases 

Para poder hacer el análisis y obtener la solución de la velocidad 
de propagación de una onda de amplitud finita, se usa la notación 
Lagrangiana que se muestra en la Figura 2.  

En la Figura 2(a) se presenta una sección de una tubería con un va-
lor de una unidad de área,  en donde hay un elemento AB de lon-
gitud finita dx, el cual está a una distancia x del origen de esta sec-
ción. En la Figura 2(b) se muestra la misma tubería luego de haber 
transcurrido un cierto tiempo, donde se indica el desplaza-miento 
y el cambio en la longitud del elemento AB debido a una onda de 
presión de amplitud finita.   

Para obtener la velocidad de la partícula, inicialmente se debe cal-
cular la diferencia de presión a través de un elemento de longitud 
dx. 

La nueva longitud del elemento después de un cierto tiempo es:    

dx
x
L
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+1        (5). 

Como la masa en cada uno de los elementos se mantiene 
constante, entonces se tiene: 00 =−mmf (6). Y conociendo que la 

masa es función de la densidad y el volumen: Vm ρ=  (7). El volu-

men de cada elemento es: AdxV =0  y 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= dx
x
LAV f 1  (8). 
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Tomando las ecuaciones (7) y (8), reemplazando e igualando se 

obtiene: dx
x
LAAdx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= 10 ρρ  (9). Despejando y eliminado 

términos semejantes: 
x
L
∂
∂

+= 10

ρ
ρ   (10). 

(a)Condiciones iniciales 

 
(b)Después de un tiempo t 

 
Figura 2. Notación lagrangiana para una onda de presión 

Si se toma el proceso como isentrópico (Blair, 1999): 
γ

ρ
ρ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00p
p (11). Reemplazando (10) en (11) entonces:    

γ−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=
x
L

p
p 1
0

  (12). Se despeja la presión y se deriva 

parcialmente con respecto a la distancia: 
2

21

0 1
x
L

x
Lp

x
p

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−=
∂
∂ −−γ

γ   

(13). Ahora se hace un análisis de las fuerzas que afectan al 
elemento AB, en el cual se observa que las fuerzas dependen 
únicamente de la presión a la que se encuentra sometido el 
elemento en cada uno de sus lados:   maFAB =∑  (14); pAF =  

(15); ApFA =  , 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−= dx
x
ppAF

B

(16). 

Reemplazando y despejando se obtiene la sumatoria de fuerzas:   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+− dx
x
pppA = Adx

x
p
∂
∂

−    (17). La masa en el elemento es: 

AdxmAB 0ρ=  (18). La aceleración se obtiene derivando la lon-

gitud L con respecto al tiempo en que se desplaza el elemento AB: 

2

2

t
La

∂

∂
=  (19). Ahora se reemplazan las ecuaciones (17) a (19) en la 

ecuación (14) y se obtiene:    
2

2

0 t
LAdxAdx

x
p

∂
∂

=
∂
∂

− ρ  (20). Eliminando 

el área de la tubería y el desplazamiento dx, y sustituyendo (13) en 
(20) se tiene:    

2

2

2

21

0

0 1
t
L

x
L

x
Lp

∂
∂

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
−−γ

ρ
γ   (21). La velocidad del soni-

do de referencia esta dada por: 
0

0
00 ρ

γ
γ

pRTa ==  (22). Para facilitar 

el manejo matemático poste-rior, se hace un cambio de variable 
teconsx tan= : )( Lxy +=  (23); 

x
L

x
y

∂
∂

+=
∂
∂ 1  (24); 

2

2

2

2

x
L

x
y

∂
∂

=
∂
∂  (25). 

Estas ecuaciones se reemplazan en (21): 
2

2

2

21
2
0 t

y
x
y

x
ya

∂
∂

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ −−γ  (26). 

La ecuación 26 es la ecuación fundamental termodinámi-ca, y su 
solución se plantea a continuación. Se asume: ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂

x
yf

t
y  (27). 

Derivando la ecuación (27) se obtiene: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂

x
y

tx
yf

t
y '2

2  (28) 

donde

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
yd

x
yfd

x
yf '

 (29). De esta forma por transposición: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂

∂
x
yf

xx
yf

t
y

xx
yf

t
y ''2

2 (30),donde: 

2

22

2

2

2

2
'''

x
y

x
yf

x
y

x
yf

x
yf

t
y

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂  (31).  

Sustituyendo en la ecuación fundamental: 
 

2

22

2

21
2
0 '

x
y

x
yf

x
y

x
ya

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ −−γ (32), o mejor: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

±=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−−

x
yf

ax
y '1

0

2
1γ

(33).  Integrando la ecuación e introduciendo 

una constante, k: k
x
yf

ax
y

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂−

±=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−

0

2
1

2
1γ

γ

  (34). Utilizando las e-

cuaciones (11), (12), (23), (24)  y, sabiendo que Lxy += , enton-

ces: γ

ρ
ρ

1

0

01
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

∂
∂

+=
∂
∂

p
p

x
L

x
y  Para dar la solución en los términos 

definidos al principio, se dice que teconsx tan= , donde la velocidad 
de partícula en el gas esta dada como el cambio de la longitud L 
con respecto al tiempo:    ( ) c

t
L

t
Lx

t
y

x
yf =

∂
∂

=
∂
+∂

=
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  (35). De esta 

forma:    ( ) k
a
c

p
p

+
−

±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0

2
1

0 2
1γγ

γ

  (36). 

Para saber el valor de la constante k, se toman las condiciones ini-
ciales ya definidas: 0pp = , 0=c , con lo que se obtiene 1=k . Con 

esto se obtiene la ecuación para la velocidad de partícula c en un 

flujo inestable de gases:  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

±=

−

1
1

2 2
1

0

γ
γ

γ p
pac o  (37). El signo de-

pende del valor de la presión, si 
0pp > , el signo es positivo y es 

una onda de compresión, si 
0pp < , el signo es negativo y es una 

onda expansiva. 

Relación de amplitud de presiones 

Para hacer más fácil el manejo de algunas ecuaciones, existe una 
metodología que se basa en usar la relación de amplitud de pre-
siones como se muestra a continuación. 

La relación de amplitud de presiones está definida como: 

γ
γ

γ
γ

2
1

2
1

0

−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= P
p
pX  (38). Cambiando la ecuación 37 a la nueva no-

tación: ( )1
1

2
0 −

−
= Xac
γ

 (39). 
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Para simplificar aún más, se pueden definir algunas variables que 
reducen las expresiones que usan el calor específico, estas son:   

1
24

3 −
−

=
γ

γG (40);
1

3
4 −

−
=
γ

γG (41); 
1

2
5 −
=
γ

G 42); 
1
1

6 −
+

=
γ
γG (43); 

1
2

7 −
=
γ
γG (44);

γ
γ
2

1
17

−
=G  (45);

135 −
=
γ
γG (46); 

γ
γ
2

1
67

+
=G  (47).   

Esta notación facilita mucho el manejo de las ecuaciones debido a 
que se pueden volver aditivas o substractivas así: 

1
1

1
121

1
2154 −

−
=

−
+−

=−
−

=−=
γ

γ
γ
γ

γ
GG , 257 += GG , 253 −= GG ,

336 += GG . 

Teniendo presente lo anterior, las ecuaciones 38 y 39 quedan:   

( ) ( )11
1

2
050 −=−

−
= XaGXac
γ

(48); 172
1

0

GP
p
pX =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
γ

γ

  (49). 

Velocidad de propagación 

La velocidad de propagación de una onda con una presión p   y 

una temperatura T esta definida como la suma de la velocidad 
acústica local y la velocidad de partícula local: ca +=α  (50). 

La velocidad acústica, a, esta dada por: RTa γ=  (51). Asumiendo 

que los cambios entre las condiciones de referencia, y las 
condiciones de la onda de presión van a ser isentrópicos se tiene 

que: γ
γ 1

00

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
p
p

T
T  (52); XP

p
p

T
T

a
a G ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

−

172
1

000

γ
γ

 (53); 

51
21

00

GXX
p
p

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −γγ

ρ
ρ  (54). Donde la velocidad de propagación 

es: 
( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=−
−

+=

−

1
2

1
11

1
2 2

1

0
000 γγ
γ

γ
α

γ
γ

p
paXaXa

 (55). En términos 

simplificados la ecuación queda definida como: [ ]560 GXGa −=α  
(56). 

Calculo de propiedades para un choque de ondas en 
movimiento dentro de un flujo inestable de gases. 

Observando el caso de la onda de choque AB que se muestra en 
la Figura 3, la misma tiene una velocidad de propagación  y se está 
moviendo dentro de un gas estacionario con condiciones de 
referencia

0ρ  y 
0p  . La onda tiene una presión y una densidad  p  

y ρ  detrás del frente de la onda de choque, y tiene una velocidad 

de partícula c  asociada al gas.  

Para poder analizar de manera más sencilla el fenómeno que se 
muestra en la Figura 3(a), se convierte en un choque estacionario 
haciendo que el medio de referencia sea el que se mueva y el 
frente de la onda de choque se quede quieto como se indica en la 
Figura 3(b). 

Para un choque estacionario se aplica la ecuación de continuidad:    

BA mm && =  (57); ( ) AAc 0αρρα =−  (58). Ahora se aplica la ecuación de 

momento, donde la fuerza es igual a la derivada del momento: 
( )( ) ( )AppAc 00 −=−− αραα  (59); 

00 ppc −=αρ  (60). Se reorganiza y se 

tiene que: 
ρ
αρ

ρρ
00 cpp

+=  (61). La primera ley de la termodinámica 

a través del frente de la onda choque estacionaria es: 
( )

22

22 αα
+=

−
+ BPAP TCcTC  (62), donde 

PC  es el  calor específico a 

presión constante: ( )
2121-

22 α
γ
γα

γ
γ

+
−

=
−

+ BA TRcTR  (63); 

( )
21

1
21

1 2

0

0

0

0
2 α

ρργ
α

ρργ
++

−
=

−
++

−
ppcpp  (64),    

0

0

0

0
2

1
1

1
1

2 ρργρργ
α

ppppcc −
−

−+
−

=+−   (65); 0
2

1 2
0

2 =−
+

− acαγα   (66). En-

tonces: 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

α
α

γ
0

0

0

1
2 a

a
ac  (67). Combinando las ecuaciones (58) y 

(64): 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=−

0

02
0

2

2
1

ρ
γα

ppa  (68). Dividiendo todo por 2
0a  y sustitu-

yéndolo en 
0

0

ρ
γP , se suministra la relación para la velocidad de pro-

pagación del movimiento de la onda de choque de compresión: 

γ
γ

γ
γα

2
1

2
1

0
0

−
+

+
=

p
pa  (69). Se reemplaza esta última expresión por 

la velocidad de propagación de choque  y se suple en la ecuación 
67, lo que da una relación directa para la velocidad de partícula 

del gas así: 

γ
γ

γ
γ
γ

2
1

2
1

1

0

0

0

−
+

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

p
p
p
pa

c
 (70). 

(a)Choque de una onda moviéndose hacia la derecha 

(b)Choque de onda suponiendo un caso estacionario 
 
Figura 3. Choque de onda 

La temperatura y la densidad dadas para la posición detrás del 
frente de onda de choque se relacionan por la siguiente ecuación 
de estado: 

00000 T
T

RT
RT

p
p

ρ
ρ

ρ
ρ

==  (71). 

Reemplazando la ecuación 58 en 71: 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
α

α c
p
p

T
T

00

 (72). 

Reemplazando la ecuación 67 en 72: 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

+
−

= 2

2
0

00 1
2

1
1

αγγ
γ a

p
p

T
T  (73). 

Reemplazando la ecuación 69 en 73 se obtiene la relación para la 
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temperatura: 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+

+
+
−

=

1
1

1
1
1

0

0

00
γ
γ

γ
γ

p
p

p
p

p
p

T
T  (74). Mientras que la relación pa-

ra la densidad se saca de reemplazar la ecuación 71 en 74:    

1
1
1

1
1

0

0

0 +
+
−

+
−

+
=

p
p

p
p

γ
γ

γ
γ

ρ
ρ  (75). 

Si se analizan las ecuaciones 74 y 75 se observa que el comporta-
miento del flujo no es isentrópico cuando existe choque de ondas. 
Un comportamiento isentrópico de compresión muestra la siguien-

te relación entre la presión y la densidad: 
γ

ρ
ρ

/1

00
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
p  (76).              

Entonces existe una diferencia sustancial ente la ecuación 75 y 76. 

Movimiento en una tubería de ondas de presión opuestas 

En una tubería cuando dos ondas de presión viajan una hacia la 
otra y se encuentran, se presenta lo que se conoce como superpo-
sición de ondas. El fenómeno se muestra en la Figura 4(a) donde 
se ven dos ondas cuadradas. La onda ABCD con una presión p1 se 
mueve hacia la derecha y la onda EFGH con una presión p2 se 
mueve hacia la izquierda. En la Figura 4(b) se muestra la super-
posición de las ondas en donde el segmento FC tiene la presión de 
superposición ps, el segmento BE la presión p1 y el segmento DG la 
presión p2. Estas ondas son una representación del fenómeno físi-
co real. 

 
(a) Dos ondas de presión acercándose en un ducto 

(b) Dos ondas de  presión parcialmente superpuestas. 
 
Figura 4 superposición de ondas 

Teniendo que la velocidad del sonido de referencia es 
0a  y asu-

miendo que el sentido positivo matemático es hacia la derecha, se 
obtiene que la velocidad de partícula y la velocidad de propaga-
ción de cualquier punto de la onda de presión BC es, desde las 
ecuaciones 48 y 56: ( )11051 −= XaGc  , ( )51601 GXGa −=α  . De mane-

ra similar se calcula para la onda FG la velocidad de partícula y la 
velocidad de propagación:  ( )12052 −−= XaGc , ( )52601 GXGa −−=α . 

Durante la superposición la velocidad del sonido local para las co-
lumnas BE y DG son respectivamente: 

101 Xaa =  , 
202 Xaa = . Y aho-

ra la onda en el punto F se esta moviendo dentro del gas con un 
nuevo nivel de presión de referencia 

1p   , con esto se puede de-
ducir que la velocidad de partícula de F relativa a BE es: 

( )105

17

1
15 1 XXaG

p
p

aGc s

G
s

FrelBE −−=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

. La velocidad de absoluta 

de F se puede calcular como la suma de la velocidad relativa de F 
con respecto a BE y la velocidad de partícula de BE que es la velo-
cidad de la onda de presión 

1p : ( )12 1051 −−=+= SFrelBES XXaGccc . 
De igual forma se calcula la velocidad de partícula con respecto al 
punto C, la cual es relativa a DG: 

( )12 2051 −−−=+= SFrelBES XXaGccc . Al igualar las dos velocidades, se 

puede obtener una relación para la presión de superposición: 
121 −+= XXX S  (77). Expresando la ecuación 77 de otra manera: 

1
171717

0

2

0

1

0
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
GGG

S

p
p

p
p

p
p  (78). Se puede deducir entonces que: 

( ) 212105 ccXXaGcS +=−=  (79). La velocidad de propagación de su-

perposición hacia la derecha y hacia la izquierda se define como: 
la suma de la velocidad del sonido y la velocidad de partícula de 
superposición: ( )124160 −−=+= XGXGaca SSchaSHaciaDereα  (80);   

( )1264140 −−−=+−= XGXGaca SSierdaSHaciaIzquα  (81). El flujo másico de superposición 
se calcula por medio de la ecuación de continuidad:   

sS Acm ρ=&   

(82); 5
0

G
SS Xρρ =   (83). Dentro de los ductos siempre van a existir 

ondas de presión moviéndose hacia la izquierda y hacia la dere-
cha, pero estas nunca se pueden percibir independientemente, 
más bien deben ser tomadas bajo una única presión de superposi-
ción. Es en ese punto donde se genera la dificultad en el entendi-
miento del comportamiento de las presiones a través del tiempo. 

Perdidas de presión por fricción y calor generado durante 
la propagación de una onda de presión. 

El flujo en un ducto induce fuerzas que actúan contra el mismo 
debido a las fuerzas cortantes viscosas generadas en las paredes de 
la tubería. El efecto de la fricción genera una caída de presión en 
la onda y una generación interna de calor por el trabajo producido 
por las fuerzas cortantes. Esto se muestra de manera más clara en 
la Figura 5. 

 

 

Figura 5. Pérdidas por fricción y transferencia de calor en una tubería 
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El esfuerzo cortante por fricción es: 
2

2
SS

f
c

C
ρ

τ =  (84). Donde Cf es 

un factor empírico para la fricción llamado coeficiente de fric-ción. 
La fuerza F empleada para generar el esfuerzo cortante por fricci-
ón, al recorrer la distancia dx en una tubería de diámetro d en un 
intervalo de tiempo dt, es: dtcddxdF Sτπτπ ==  (85). La perdida de 

presión se deduce de unir las ecuaciones 84 y 85: 

d
dtcC

A
Fdpf SSf

32 ρ
==  (86). Después de la perdida de presión por 

fricción, se calcula la presión de superposición más el efecto de la 

perdida de presión: dpfpp SSf ±= , 17

0

G
Sf

Sf p
p

X ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (87). Tomando 

las ecuaciones de momento y continuidad de este sistema y des-
pejando para obtener la relación de presiones y la velocidad de 
superposición se tiene que: ( )121 −+= ffSf XXX  (88),   

( )ffSf XXaGc 2105 −=  (89). De estas dos ecuaciones simultáneas se 

puede obtener la relación de amplitud de presión   
fX1
 y 

fX 2
, al 

conocer el valor de la velocidad de partícula 

Sfc : dpf
c
pp

cc
SS

SSf
sSf ±

−
+=

ρ
   (90). Ahora se puede conseguir el 

valor de la presión después de tener en cuenta el efecto de la fric-
ción: 7

101
G
ff Xpp = , 7

202
G
ff Xpp =  (91). El trabajo realizado que es 

igual a la energía interna se obtiene de la multiplicación de la fuer-
za aplicada por la distancia recorrida:    

2

24dtcdC
FdxQW SSf

ff
ρπ

δδ ===   (92). La transferencia de calor du-

rante la propagación de la onda de presión se da por las paredes 
de la tubería por conducción, convección y radiación. Teniendo 
en cuenta que la transferencia de energía más significativa se da 
por convección, el análisis se enfoca sólo a este modo de transfe-
rencia de calor. Se necesita entonces obtener los números adi-
mensionales y el coeficiente de fricción de toda la tubería (Mills, 
1995). Primero el número de Nusselt definido como: 

2
RefCNu =  

(93). Este número contiene la relación directa entre el coeficiente 
de transferencia de calor por convección 

hC , la conductividad tér-

mica del gas 
kC , y el diámetro efectivo de la tubería así: 

k

h

C
dC

Nu = (94). De las ecuaciones anteriores se puede determinar el 

coefi-ciente de transferencia de calor por convección: 

d
CC

C fk
h 2

Re
= (95). Utilizando la ley de enfriamiento de Newton 

para la transferencia de calor (Mills, 1995) se obtiene: 
( )dtTTdxdCQ swhh −=πδ  (96). La total energía transferida al/desde 

sistema es la suma de la energía interna obtenida por fricción y la 
transferencia de calor por convección:    

hffh QQQ δδδ +=  (97). 

Ondas de reflexión en discontinuidades en propiedades 
del gas 

La discontinuidad se presenta cuando una onda de presión se 
mueve hacia la derecha, con un estado determinado y se encuen-
tra con otra onda que esta viajando hacia la izquierda con diferen-
te estado. La discontinuidad se produce ya que las dos ondas no 
pueden superponerse debido a que existen diferencias en sus pro-
piedades, por eso lo primero que se debe hacer es que estas dos 
ondas tengan las mismas propiedades termodinámicas luego de 
que se encuentren, tal como se muestra en la Figura 6.  

Por continuidad todo lo que ingrese en el lado a debe salir por el 
lado b, 

ladobladoa mm && =  (98). 

 

Figura 6. Discontinuidad debido a diferencia de propiedades y ondas de 
reflexión 

De la ecuación de momento: 
( ) sladobladobsladoaladoasladobsladoa cmcmppA && −=− (99). 

 Se supone que la pre-sión de superposición y la velocidad de 
partícula de superposición son idénticas a cada lado de la 
discontinuidad:    sladobsladoa pp =  (100), sladobsladoa cc =  (101). La 
solución es dividida en dos casos di-ferentes, uno simple y uno 
complejo, dependiendo de si la com-posición del gas es igual o 
diferente entre los lados a y b. Para el caso simple en el que se 
presume que   

aγ  y  
aR  son iguales a 

bγ   y  
bR , la ecuación 101 se 

reduce a:   ( ) ( )21052105 XXaGXXaG dbbdaa −=−  (102) 

Si la composición es la misma, entonces: 

( ) ( )2121
50

50 XXXX
Ga
Ga

dd
bb

aa −=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  (103). La ecuación 99 queda como: 

( ) ( ) ba G
d

G
d XXXX 77 11 2121 −+=−+  (104). En el caso simple, los valores 

de 
aG7
 y  

bG7
 son exactamente iguales: 11 2121 −+=−+ XXXX dd

 

(105). La solución obtenida es: 

bb

aa

bb

aa

d

Ga
Ga

Ga
Ga

XX
X

50

50

50

50
12

2
1

12

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
  , donde: 

7
202
G
dd XpP =  (1.106), 

2211 XXXX dd −+= donde   7
101
G
dd XpP =   (107). 

Para el caso más complejo donde el gas en el lado a y en el lado b 
tienen estados diferentes, no se pueden hacer simplificaciones 
sencillas. Se debe eliminar una de las variables desconocidas, X1d o 
X2d (ecuaciones 103 y 104), y resolver por métodos numéricos las 
variables desconocidas. Al final se hace lo mismo que para las 
ecuaciones 106 y 107 pero incluyendo las propiedades del gas 
adecuadamente en el lado de la discontinuidad (Blair, 1999): 

bG
dd XpP 7

101 =  (108),  aG
dd XpP 7

202 =  (109). 

Reflexión de ondas de presión 

Las ondas de presión pueden surgir de múltiples fuentes. Principal-
mente de la reflexión de las ondas de presión en los extremos de 
los ductos de admisión o escape. Estos límites incluyen las uniones 
al inicio o fin de la tubería o cualquier cambio en el área transver-
sal, ya sea brusco o gradual. Todas las reflexiones son por defini-
ción un proceso de superposición en el que la onda de reflexión 
se mueve en oposición a la onda incidente que la produce. En los 
motores de combustión interna la toma y expulsión de aire son 
notables en los extremos del sistema y por esto ondas de presión 
expansivas son enviadas al sistema de admisión por un proceso de 
inducción y ondas de contracción son enviadas al sistema de esca-
pe en el orden del ciclo del motor. 
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En la Figura 7 se muestra el diagrama de un motor de combustión 
y se han numerado los puntos donde se presentan reflexiones en 
las ondas de presión. El punto 1 se encuentra en la toma de aire, 
donde la onda de inducción es reflejada a la atmósfera. El punto 2 
se sitúa en una cámara, donde la oscilación de las ondas de 
presión son atenuadas y su amplitud decrece. El punto 3 muestra 
un filtro, el cual es una restricción al flujo del aire y por lo tanto 
ofrece la posibilidad de generar “ecos” en las ondas. El punto 4 es 
una garganta en el ducto y por medio de la mariposa puede ofre-
cer una mayor o menor resistencia al flujo. En el punto 5 se en-
cuentra el múltiple de admisión, el cual es una ramificación en la 
que la onda de presión se debe dividir y enviar ondas de reflexión 
de regreso debido al cambio de sección. 

En el punto 6 se encuentra el múltiple de escape en el cual la 
onda de presión también se debe dividir y mandar ondas de refle-
xión a partir del cambio sección. Cuando una onda de presión lle-
ga a la unión de varias ramas, los valores de transmisión a cada 
una de las ramificaciones serán función de las áreas de la tubería y 
de todas las reflexiones presentes. Cuando la onda de presión de 
inducción llega al inicio de la tubería en el punto 1 una onda de 
reflexión se formará y se superpondrá inmediatamente al pulso de 
la presión incidente. En resumen, todos los procesos de reflexión 
son procesos de superposición. 

 

Figura 7. Esquema de ondas de presión en un motor de combustión. Tomado de 
Blair, 1999. 

Los puntos 7 y 8 corresponden a las válvulas de los cilindros, en las 
cuales dependiendo del valor de apertura determinado por el ci-
clo del motor, se comportan como restricciones de diferentes valo-
res o como un punto exacto de “eco” cuando se encuentran com-
pletamente cerradas. En el punto 9 se encuentra un codo en el cu-
al la onda de presión se refleja en mayor o menor grado depen-
diendo del radio del codo. El punto 10 es una expansión y con-
tracción súbita en la tubería. El punto 11 en el ducto de escape es 
un cambio de área suave que actúa como un difusor o una tobera 
dependiendo de la dirección del flujo, generando en cualquiera 
de los dos casos reflexiones. El punto 12 es un catalizador que pre-
senta una restricción al flujo no muy diferente al filtro en 3, pero 
que al presentar reacciones químicas a la vez, hace difícil los cál-
culos teóricos para determinar el movimiento de la onda en este 
espacio. El punto trece muestra un punto con múltiples salidas a 
una cámara, lo cual es muy común en el diseño de un silenciador. 
El punto 14 es un elemento de absorción del silenciador que por 
definición debe generar reflexiones. Y por último se encuentra en 
el punto 15 el final de tubería, con una terminación “plana” a la 
atmósfera. En este punto también se generan ondas de reflexión.  

Lo dicho anteriormente muestra de manera somera el flujo del 
aire y gases a través de un motor de combustión interna y determi-
na de cierta forma la manera en que el modelo utilizado debe tra-

bajar y los aspectos que debe tener en cuenta para tratar de mos-
trar efectivamente los procesos desarrollados en el motor. En este 
trabajo las ondas incidentes y las propiedades del gas que viaja 
con ellas se denominan a través del subíndice i, esto es (Xi, ci, Pi, 
etc.). Así mismo para las ondas de reflexión y superposición se uti-
lizan los subíndices r y s respectivamente (Xr, Xs, cr, cs, etc.). 
Cuando una onda de presión llega al final de una tubería cerrada, 
una onda de reflexión se forma en lo que se denomina general-
mente como “eco” y de esta forma el modelo matemático deter-
mina que la reflexión será una onda de presión igual a la incidente 
pero que viaja en la dirección opuesta. Lo que se puede decir de 
manera cierta es que la velocidad de superposición de las partícu-
las es cero: 

irris ccccc −=⇒=+= 0  (110). A partir de esto tam-

bién se concluye que: 
ir XX =  (111). Y en definitiva el valor de la 

relación de amplitud de presión es:  1·2 −= is XX  (112). Esto 

muestra que sólo es función de la onda incidente. Para el caso en 
el que la tubería termina de manera plana ante la atmósfera se 
presentan diferentes situaciones dependiendo de si la onda de 
presión es de compresión o de expansión. Las ondas de compre-
sión por definición deben producir la salida de gases de la tubería 
a la atmósfera. Se puede asumir que al final de la tubería la pre-
sión es la atmosférica (p0) y  por lo tanto 

irris XXXXX −=⇒=−+= 211  (113). Así para ondas de com-

presión las ondas de reflexión serán de expansión. Esto significa 
que un pulso de expulsión que llega al final de una tubería envía 
hacia atrás reflexiones de succión a través del motor las cuales 
ayudan a extraer las partículas de gas fuera de la tubería y lejos del 
motor. Obviamente esta reflexión puede ser usada por los diseña-
dores para mejorar los sistemas de escape.  

En el caso de ondas de expansión que se suceden en los procesos 
de admisión, estas son conducidas a través de una tubería con ter-
minación en forma de “campana” y para la cual la aplicación de la 
primera ley de la termodinámica, bajo suposición de flujo estable, 
sin transferencia de calor e isentrópico, la diferencia de entalpías 
puede ser expresada como: 

1
)·(

2
0

2

00 −
−

=−=−
γ
aa

TTChh s
sps

 (114). 

Finalmente la correspondencia que expresa la relación de ampli-
tud de presiones para la onda de reflexión es: 

6

2
6

2
4

2
644 )·()·2·2·(1)·1(

G
GGXGGXXG

X iii
r

−+++±+
=  (115). Ésta 

ecuación muestra que la reflexión de una onda de expansión al fi-
nal de una tubería con terminación de “campana” es una onda de 
compresión que ayudará a la entrada de aire a través del ducto. En 
el análisis de las tuberías de terminación plana se hace necesario 
tener en cuenta la turbulencia generada por este tipo de tubería, y 
por lo tanto no es posible considerar al flujo como isentrópico. 
Para poder encontrar el valor de Xr se plantea la ecuación de mo-
mento, lo que resulta en: 

0
)1·(1

)1(1
·1·2/1)(

7

7

65

=−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−++
−+−

−+= iG
ri

G
ri

rir X
XXG
XX

G
XXXf  (116). 

Para resolver esta ecuación se debe utilizar un método numérico 
que por medio de iteraciones sucesivas encuentre el valor de Xr 
para una presión Xi. Las ondas de reflexión presentes en las con-
tracciones o expansiones súbitas en la tubería pueden ser tratadas 
de manera isentrópica asumiendo que la presión de superposición 
es la misma para ambas partes del flujo (antes y después de la 
expansión o contracción). Esta suposición sugerida por (Benson, 
1982) puede ser aplicada en primera instancia para tratar de obte-
ner una solución aproximada, pero que en definitiva es demasiado 
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simplista como para tomarla como definitiva. Las ecuaciones apli-
cables son: 

r

riir
r A

AXXA
X

+
+−

=
1

··2)·1( 21
1

 (117); 

 

r

iri
r A

XAX
X

+
−−

=
1

)·1(·2 21
2

 (118). Para este tipo de ecuaciones y las 

siguientes que se presentan, la notación del número en el 
subíndice hace referencia a los valores de las propiedades del gas 
en cada una de las áreas, siendo el 1 para la primera área que se 
encuentre con flujo y el 2 para la siguiente área que se encuentra 
con el flujo. Ar es la relación entre áreas A2/A1 y cuyo intervalo de-
be estar entre 1/6 y 6 para que las ecuaciones muestren alguna re-
levancia. A pesar de que las ecuaciones de Benson (1982) no den 
resultados completamente aplicables, son una excelente aproxima-
ción a lo que en realidad sucede en la tubería y son un muy buen 
punto de partida en las iteraciones necesarias para encontrar el 
valor numérico de las ondas de reflexión, además de su relativa 
simplicidad para ser calculadas. Para poder resolver de manera 
concreta el cambio de área súbita en los ductos se aplican las rela-
ciones bien conocidas de continuidad, primera ley de la termodi-
námica y momento para el caso de expansiones en las cuales se 
presentan flujos no isentrópicos debido a la presencia de turbulen-
cias en las esquinas de la sección más grande. El manejo algebrai-
co de estas relaciones se muestra a continuación.  

Continuidad: 5

5

01 1 1 1 5 01 1 1

02 2 2 2 5 02 2 2

·( 1) · · · ·( )

·( 1) · · · ·( ) 0

G
i r i r

G
i r i r

X X A G a X X

X X A G a X X

ρ

ρ

+ − −

+ + − − =
 (119) 

Primera Ley: 
2 2 2

5 01 1 1 5 01 1 1

2 2 2
5 02 2 2 5 02 2 2

( · ·( )) · ·( 1)

( · ·( )) · ·( 1) 0

i r i r

i r i r

G a X X G a X X

G a X X G a X X

⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + + − =⎣ ⎦

(120) 

Momento: 

[ ]

7 7

5

0 2 1 1 2 2

01 1 1 1 5 01 1 1

5 01 1 1 5 02 2 2

· ( 1) ( 1)

·( 1) · · · ·( )

· · ·( ) · ·( ) 0

G G
i r i r

G
i r i r

i r i r

p A X X X X

X X A G a X X

G a X X G a X X

ρ

⎡ ⎤+ − − + −⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + − −⎣ ⎦

− + − =

 (121) 

Para resolver simultáneamente estas ecuaciones, como ya se había 
mencionado, se hace necesaria la utilización de métodos numéri-
cos con los cuales es posible encontrar las tres variables desconoci-
das (Xr1, Xr2 y a02). 

En algunos casos se puede encontrar que la velocidad de las partí-
culas en la sección 1 alcanza o incluso sobrepasa la velocidad del 
sonido. Como se sabe, esto no es posible ya que las partículas en 
un gas de flujo inestable no se pueden mover más rápido que la 
onda de presión que les da la señal de movimiento. La máxima 
velocidad que es permisible en las partículas es la velocidad del 
sonido en la estación 1. Por lo tanto si: (Ms1: Número de Mach de 
las partículas en el área 1) 1

1 1
1

1 1s
s s

s

cM M
a

= ≥ ⇒ =  (122). Gracias a 

ésta ecuación es posible determinar inmediatamente Xr1 por me-
dio de: 1 1 5 1 4 1

1
1 6

·( ) 1 ·
5

s i s i
r

s

M X G M G XX
M G G

+ − +
= =

+
 (123). 

Así se simplifica la resolución de las otras ecuaciones y se pueden 
encontrar las otras dos variables. En la reflexión de ondas de pre-
sión para contracción de área se puede considerar un análisis de 
tipo isentrópico y de flujo inestable, aplicando las mismas tres e-
cuaciones (primera Ley, momento y continuidad) pero al tratarse 
de un proceso isentrópico, sólo son dos las variables desconocidas 
(Xr1 y Xr2) ya que a02 es igual a a01. Las ecuaciones son: 

2 2
5 1 1 1 1

2 2
5 2 2 2 2

·( ) ( 1)

·( ) ( 1) 0

i r i r

i r i r

G X X X X

G X X X X

⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + + − =⎣ ⎦

 (124);      

5
1 1 1 1 1

5
2 2 2 2 2

( 1) · ·( )

( 1) · ·( ) 0

G
i r i r

G
i r i r

X X A X X

X X A X X

+ − −

+ + − − =
       (125) 

En este caso también se pueden presentar velocidades de partícula 
iguales a la del sonido, pero en el área 2, de tal forma que si:   

2
2 2

2

1 1s
s s

s

cM M
a

= ≥ ⇒ =  (126);  4 2
2

6

1 · i
r

G XX
G

+
=  (127). 

Y esto permite solucionar la única incógnita de manera más senci-
lla. Cuando en una contracción de área se presenta una garganta, 
lo cual expone ante el flujo, en su orden, tres diferentes tamaños 
de área: A1, At y A2 y con las condiciones de: A1>At, At<A2 y 
A1>A2. Este tipo de situaciones es común en los ductos de los mo-
tores y por lo tanto es preciso hacer el tratamiento de tal tipo de 
disposición. El flujo presente entre el área A1 y At es de tipo isen-
trópico, pero no así el flujo entre At y A2 debido a la turbulencia 
presente en éste cambio de sección. Haciendo un estudio similar 
al de los otros tipos de contracciones se llega a las siguientes cinco 
ecuaciones que permiten determinar las cinco variables indetermi-
nadas (Xr1, Xr2, Xt, a02 y ct). El subíndice t hace referencia a las con-
diciones geométricas y a las propiedades del gas localizadas en la 
garganta. 

 5

5

01 1 1 1 01 1 1

02 2 2 2 02 2 2

·( 1) · · ·( )

·( 1) · · ·( ) 0

G
i r i r

G
i r i r

X X A a X X

X X A a X X

ρ

ρ

+ − −

+ + − − =
 (128); 

2 2 2
5 01 1 1 5 01 1 1

2 2 2
5 02 2 2 5 02 2 2

( · ·( )) · ·( 1)

( · ·( )) · ·( 1) 0

i r i r

i r i r

G a X X G a X X

G a X X G a X X

⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + + − =⎣ ⎦

      (129) 

[ ] [ ]{ }
[ ]{ }

2 2
5 01 1 1 01

2 2
5 01 1 1

· ·( 1) ·

· · 0

i r t

i r t

G a X X a X

G a X X c

+ − − +

− − =

 (130);   

[ ]

7 7

5

0 2 2 2

01 1 1 1 5 01 1 1

5 02 2 2

· · ( 1)

·( 1) · · · ·( ) ·

· ·( ) 0

G G
t i r

G
i r i r

t i r

p A X X X

X X A G a X X

c G a X X

ρ

⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

+ − =

     (131) 

En esta configuración el punto donde se puede presentar 
velocidad con número de Mach igual a 1, es en la garganta, lo 
cual, si se presenta, permite relacionar a dos de las variables de la 
siguiente forma: 

01
01

1 ·
·
t

t t t
t

cM c a X
a X

= = ⇒ =  (132). Es común la 

presencia de tubos en forma de cono en los ductos de un motor y 
son usados para aumentar de manera significativa el desempeño 
del mismo (ver Figura 8). Esto es debido a que las ondas de 
reflexión formadas en este tipo de tuberías, que son usadas como 
difusores o toberas, se logren a partir de un proceso más gradual, 
lo que permite que sean aprovechadas en un mayor intervalo de 
velocidades del motor. Debido al suave incremento en el área 
transversal de los conos, lo ideal sería que el análisis se realizara en 
distancias muy pequeñas, pero esto resultaría en un aumento muy 
grande de cálculos y por ende en tiempo de procesamiento. Por lo 
tanto un proceso más práctico y aplicable en esta situación se 
muestra en la Figura  La longitud L que muestra esta figura es es-
cogida, como se mostrará mas adelante, a partir de la “longitud de 
malla”. Entre las secciones 1 y 2 se puede considerar que existe 
una expansión súbita y los diámetros d1 y d2 a partir de los 
volúmenes reales en este espacio de la sección: 
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1 1
1 1

4·V AA d
L π

= ⇒ =   (133). 

 

 

Figura 8. Diámetros y secciones escogidas en un cono. 

Al final lo que hay que determinar es la dirección del flujo y des-
pués determinar si se utilizan las ecuaciones de contracción o ex-
pansión. Uno de los procesos que pueden llegar a ocurrir en un 
difusor es la separación del flujo de las paredes la tubería. Si esto 
ocurre el flujo se concentra turbulentamente en el centro del 
difusor lo cual presenta una situación casi isobárica y un mayor 
aumento en la ganancia de entropía. Por esto es necesario cambiar 
la ecuación 12 de expansión súbita y utilizar: 7 7

1 2 0G G
s sX X− =  (134). 

Sin embargo no siempre que se presente un difusor es necesario 
hacer este cambio, y es mejor utilizar como discriminante al 
número de Mach en la superposición de tal forma que si Ms1 es 
mayor o igual a 0,65 se debe utilizar la última ecuación, o si es 
menor se deben usar las mismas cuatro ecuaciones utilizadas en el 
caso de expansión súbita. La reflexión de ondas de presión a la 
salida de un cilindro es fundamental para el flujo de escape de un 
motor de combustión interna. Aunque en principio podría parecer 
que la situación se asemeja a la presentada por una contracción 
súbita, la principal diferencia es el flujo tridimensional presente en 
este tipo de cámaras. A partir de este flujo se puede suponer que 
la velocidad de partícula del gas es cero. 

Un elemento a tener en cuenta es el tipo de propiedades que 
presenta el gas en cada instante del escape y que varían de 
manera determinante los valores que pueden tomar las ondas de 
presión. Otro elemento diferente a los análisis precedentes es el 
coeficiente de descarga Cd, que presenta la válvula y que multipli-
cado al área máxima de garganta At  permite dar un área efectiva 
de apertura en cada instante de tiempo. 

En definitiva luego de efectuar el acostumbrado manejo algebrai-
co, las ecuaciones aplicables son: 

 5

5

01

02 2 2 2 5 02 2 2

· · · ·

·( 1) · · · ·( ) 0

G
t d t t

G
i r i r

X C A c

X X A G a X X

ρ
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 (135);   

2
5 01 1

2 2 2
5 02 2 2 5 02 2 2
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( · ·( )) · ·( 1) 0i r i r

G a X

G a X X G a X X

−
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 (136),   

7 7 5
0 2 2 02 2 2

5 02 2 2 5 02 2 2

· ( 1) ·( 1) ·

· ·( )·( · ·( )) 0

G G G
t i r i r

i r t i r

p X X X X X

G a X X c G a X X

ρ⎡ ⎤− + − + + −⎣ ⎦
− − − =

 (137);    

2 2
5 01 1 01· ( · ) ( · ) 0t tG a X a X c⎡ ⎤− − =⎣ ⎦

 (138). A partir de estas cuatro 

ecuaciones es posible encontrar las cuatro variables desconocidas 
Xr2, Xt, a02 y ct. Como en anteriores oportunidades, las partículas de 

gas pueden alcanzar la velocidad de Mach 1 y esto ayuda a 
encontrar la solución de 2 variables y simplificar el problema:  

01
01

1 ·
·
t

t t t
t

cM c a X
a X

= = ⇒ =  (139);    5
1

5

·
1t

GX X
G

=
+

  (140). 

Modelo Computacional  

El proceso del flujo inestable de gases es modelado de la forma en 
que se presenta en la Figura 3.1. La tubería a ser analizada es divi-
dida en mallas de una longitud dada L. Las ondas de presión de 
propagación izquierda y derecha son mostradas también en la 
Figura 9. La presión en esta malla cualquiera denominada J es: a la 
izquierda pR y pL,  y a la derecha pR1 y pL1. La propiedades del gas 
en el espacio de la malla son conocidas en cualquier instante de 
tiempo (tales como la constante del gas R, la relación de calor es-
pecífico γ, la densidad de referencia ρ0, temperatura de referencia 
T0). Respecto a la tubería, sus datos también se suponen como co-
nocidos en cualquier longitud y por lo tanto la masa presente en la 
malla siempre se puede determinar. 
 

 

Figura 9. Convenciones en el modelo 

El promedio de la presión a través de la malla se determina a partir 
de la superposición de las dos ondas de presión en cada uno de lo 
extremos. Esta relación de amplitud de presión para la malla J de 
la figura 9 se puede expresar como: 

  
2

)1()1( 11 −++−+
= LRLR

J
XXXX

X  (141). 

A partir de esta ecuación y con las otras relaciones ya menciona-
das es posible establecer las otras propiedades del gas en la malla 
de estudio. En definitiva el modelo propone determinar: 

-El efecto del movimiento de las ondas de presión en ambos extre-
mos de la malla  durante un adecuado intervalo de tiempo dt so-
bre la termodinámica del gas en la malla J. 

-El efecto, sobre la termodinámica del gas en la malla J, del movi-
miento de las ondas de presión al lado derecho de la malla J-1, y 
al lado izquierdo de la malla J+1, durante un intervalo de tiempo 
dt. 

-El efecto del movimiento de la propagación de las ondas de pre-
sión durante el tiempo dt, a través de la malla en el espacio J, so-
bre el cambio en la amplitud de las ondas debido a la fricción o al 
cambio de área. 

El efecto sobre las ondas de presión después de llegar a la derecha 
de la malla J, o a la izquierda de la misma malla, y encontrar dife-
rentes propiedades del gas en las mallas del espacio J+1 y J-1 
respectivamente. 
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-El efecto sobre las ondas de presión después de llegar a la de-re-
cha de la malla J, o a la izquierda de la misma malla, y encontrar 
una discontinuidad geométrica, como por ejemplo una garganta, 
una válvula o salida de un cilindro de un motor, una bifurcación 
en sistema de tuberías, o un aumento o disminución en el área de 
un ducto. 

Incremento de tiempo en cada paso de cálculo 

La selección del tamaño del paso de tiempo se realiza de acuerdo 
con la naturaleza aritmética resultante de los procesos iterativos, 
donde la interpolación de los valores es permisible, pero su extra-
polación genera inestabilidades aritméticas. En el caso del modelo 
planteado, el paso de tiempo dt, es obtenido por medio del barri-
do de velocidades de propagación de cada espacio de malla en la 
geometría de la tubería simulada con el propósito de seleccionar la 
más grande. En cada uno de los extremos de la malla las ondas de 
presión pR, pL, pR1, y pL1 inducen velocidades superpuestas αsR, αsL, 
αsR1 y αsL1 respectivamente. Estas velocidades de superposición 
pueden ser determinadas a través de:  

sN

Ldt
α

=  (142). Con L co-

mo el ancho de la malla y N para cada parte de las ondas (L, R, L1 
y  R1). Para determinar el paso de tiempo necesario, y que asegu-
re la interpolación de los datos y no su extrapolación se puede 

emplear: 
TotalJ

Js
mínimo

Ldt
=

=

=
1Jen  rapido más

·99.0
α

 (143). El cálculo de la trans-

misión de onda durante un incremento de tiempo dt se trabaja 
asumiendo que entre dos mallas cualesquiera existe una variación 
lineal de la onda de presión, de la superposición de onda de pre-
sión y de la velocidad de propagación de la superposición para 
ambas ondas, izquierda y derecha, de tal manera que se eligen 
dos valores de relación de amplitud de presión, Xp y Xq que se 
convierten en los nuevos valores de las ondas de presión derecha 
e izquierda respectivamente, en cada extremo de la malla J al con-
cluir el paso de tiempo dt. En la figura 10 se muestra de forma grá-
fica esta suposición.  

  
Figura 10. Superposición de ondas en la malla J. Tomado de (Blair, 1999). 

En el proceso de interpolación para la transmisión de onda a través 
de una malla es necesario determinar los valores de Xp y Xq men-
cionados anteriormente. Esto se logra por medio de las velocida-
des de superposición αp  y αq que alcanzan el final de la malla en 
el tiempo de paso dt. Luego de un manejo matemático de las 
expresiones que relacionan estas dos variables se encuentran las 
siguientes ecuaciones: 
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=
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CFFDX  (144);  
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=
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q FFG

DFFCX  (145); )·( 1 RR XXEA −=  (146);  

)·( 1LL XXEB −=  (147); 
A
XC R1=    (148);  

B
XD L=  (149); 
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dtaE ·0= (150); 
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G
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+
=   (151); 

4

6
1

G
B

G
FL

+
=   (152). 

Asumiendo que el valor de la onda de presión será modificado por 
la fricción o el cambio de área durante su viaje en el paso de tiem-
po dt, los nuevos valores del frente de onda izquierdo y derecho a 
la izquierda y derecha de la malla J al final del paso de tiempo se 
pueden expresar por medio de: 

 área de cambiopor  Efectosfricciónpor  Efectos1 ±±= pnuevoR XX  (153),   

Efectos por fricción Efectos por cambio de áreaLnuevo qX X= ± ±  (154). 

Con los datos anteriores de Xq y Xp; y aplicando relaciones ya co-
nocidas es posible encontrar todos los datos nuevos en la malla J. 

Durante el proceso de interpolación es probable encontrar mallas 
en las cuales se presenten singularidades, para las cuales existen 
ciertas modificaciones en las ecuaciones anteriormente presen-
tadas; las singularidades y sus ecuaciones se encuentran en (Blair, 
1999 pp. 264-265). 

Respecto a los cambios debidos a la fricción, estos se pueden 
expresar a través de la ecuación de fuerza de fricción, como se 

muestra a continuación: 
2

2
ss

sJf
cACF ⋅

⋅⋅=
ρ  (155). Con Asj como el 

área perimetral del ducto. De esta forma para calcular el trabajo 
realizado en el paso de tiempo dt se dice que cada partícula del 
gas se mueve con la velocidad de superposición cs y este trabajo 
será tomado como generación de calor y calculado a través de: 

f
sssJf

sf Q
dtcAC

dtcFdxFW δ
ρ

=
⋅⋅⋅⋅

=⋅⋅=⋅=∂
2

3  (156). En el 

cálculo de transferencia de calor se asume que se conoce la tem-
peratura en la superficie interna del tubo y se denomina Tw, por 
medio de esta y de la temperatura del gas en la malla (Ts) se realiza 
la transferencia por convección utilizando la ecuación:  

)( swJhh TTACQ −⋅⋅=δ  (157). En el caso de ductos paralelos, es de-

cir los que no presentan ningún cambio en su área transversal, los 
cambios en las ondas de presión entre mallas adyacentes deben 
actualizarse para cada paso de tiempo, los valores de las relaciones 
de presión para cada malla se encuentran al final del paso de 
tiempo, así es que si las propiedades del gas se mantienen idénti-
cas entre las dos mallas se puede realizar un reemplazo trivial de 
las nuevas condiciones en cada una de las mallas: 

2211 qL XX =  

(158); 
112 pR XX =  (159). Este reemplazo simple se muestra en las 

anteriores ecuaciones en las cuales el subíndice  antes de cada va-
riable se refiere a la malla 1 o la malla 2 de la Figura 6 Para el caso 
en el que las condiciones del gas no sean iguales para las ma-llas 
adyacentes se deben utilizar las ecuaciones 97 a 106. En definitiva 
el modelo permite determinar el espacio del ducto en que son a-
plicables las consideraciones determinando una longitud de malla 
y procediendo a escoger las ecuaciones que pueden ser aplicadas 
en este espacio de análisis teniendo en cuenta las condiciones cir-
cundantes e internas. Por lo demás se necesita hacer este procedi-
miento en cada una de las mallas y por el espacio de tiempo esco-
gido para hacer la simulación de las ondas de presión. Por lo ante-
rior y sumando el hecho de tener que resolver la mayoría de las 
ecuaciones a partir de métodos numéricos, la implementación de 
un programa de computación que maneje a la par este tipo de si-
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tuaciones se hace de hecho la única herramienta posible para el 
desarrollo de la simulación de las ondas de presión en un flujo de 
gases. 

Conclusión 

Este desarrollo muestra de forma concisa pero completa el modelo 
para simular el flujo de escape en un motor de combustión inter-
na, junto con las variables adicionales que deben ser tenidas en 
cuenta cuando se desea realizar este proceso. Además de esto, se 
presentan las deducciones de las ecuaciones más importantes para 
los diferentes tipos de tubería que pueden aparecer. Como conse-
cuencia directa se demuestra que el flujo a través del motor es 
altamente dependiente del movimiento de las ondas de presión, 
de la forma y tamaño de los ductos, y del tipo de conexión entre 
ellos. 
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