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Aplicacion de técnicas de optimizacién para la
validacion de un modelo numérico de acuiferos
inconfinados

Applying optimisation techniques for validating a numeric
model of free aquifers

Wilson Rodriguez Calderén,! Myriam Rocio Pallares Muiioz,?

RESUMEN

Con el presente trabajo se desarrolla una alternativa para determinar el nivel de abatimiento de agua en acuiferos
inconfinados, empleando las técnicas de optimizacién que estdn disponibles en el programa comercial de ele-
mentos finitos ANSYS.® Las variables de disefio se definen paramétricamente por medio de las coordenadas
verticales o cotas de unos puntos clave, que se interconectan por medio de splines para aproximar la superficie
libre. Las variables de estado son los valores de temperatura en los puntos clave, que por analogia térmica son
andlogos a la cabeza de fluido. La funcién obijetivo es el valor absoluto de la diferencia entre las coordenadas
verticales y los valores de temperatura calculados en los puntos clave. Con la verificacién de estas técnicas en la
determinacion de la posicién de la tabla de agua en el problema de acuiferos libres, se estd dando solucién al
problema de la superficie libre en presas de materiales sueltos y por qué no, a otro tipo de problemas, como los
de mecanica de fluidos (por ejemplo, el de flujo en canales o el de oleaje), que aunque son problemas bien
diferentes al de medio poroso, la solucién si que es altamente no lineal, y se requiere de técnicas robustas para
aproximarse suficientemente al comportamiento real del fenémeno.
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ABSTRACT

The present work presents an alternative for determining free surface in free aquifers using the optimisation techniques
available in ANSYS (commercial finite elements' software). This is able to handle variable meshes through optimisation
algorithm iterations. This represents an advantage in terms of precision re methods using a constant mesh. Design
variables were parametrically defined by means of vertical coordinates, or key point levels, which were interconnected
by means of splines for estimating the free surface. State variables were the values of temperature at key points
which were analogous at the top of the water by thermal analogy. The objective function is the absolute value of the
difference between the vertical coordinates or levels and the calculated values of temperature at key points. These
techniques may be used for determining the position of the water table re free aquifers, resolving the problem of
free surface in loose material reservoirs and other types of problems such as fluid mechanics (e.g. flow in canals or
swell). Even though these are problems which are very different to those of a porous medium, resolving them is
highly non-lineal and requires robust techniques for approaching the phenomena's real behaviour.
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Marco tedrico

El problema de filtracién en un medio poroso en condi-
ciones estacionarias se puede plantear matematicamente
mediante la ecuacién de Laplace o la de Poisson, usando
como variable de trabajo la altura piezométrica:

VIKVh+Q=0 O

donde h es la altura piezométrica y Q es una funcién
que representa una fuente o un sumidero (una entrada
o salida puntual de agua), y que en la mayoria de los
problemas suele ser cero. K es la permeabilidad del
medio, que en muchos casos se considera un escalar
constante. Por otra parte, Vh representa el operador di-
vergencia, V y el operador gradiente. En el caso de per-
meabilidad constante (suelo homogéneo e isétropo a
efectos de flujo), y en ausencia de fuentes y/o sumide-
ros, la expresion (1) da lugar a la conocida ecuacién de

Laplace en coordenadas cartesianas:
o*h 9°h 8°h _

2
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0 (2

Esta ecuacién se puede resolver directamente con algu-
nos de los programas comerciales que resuelven la ecua-
cién de Laplace (2), o la de Poisson (1). En ambos casos
serd necesario definir las condiciones de contorno apro-
piadas, que normalmente son de tipo Dirichlet (altura
piezométrica impuesta) o de tipo Neumann (derivada de
la altura piezométrica impuesta), o en algunos casos pue-
de ser una combinacién de ambas.

Sistema de ecuacines resultantes

El problema matemético planteado se puede expresar
mediante la siguiente ecuacion diferencial en derivadas

parciales y las siguientes condiciones de contorno:
VIKVh+Q=0

3
-(KVh)Tn-q=0 o
donde n es un vector unitario normal a un contorno por
el que sale o entra agua. La condicién de contorno segun-
da expresion de (3) representa que el caudal en la direc-
cién definida por el vector n, vale q. Si se aplica residuos
ponderados a (3), utilizando Galerkin, y luego se aplica el
teorema de Green (es decir, se usa la forma débil), con la
discretizacion tipica del método de los elementos finitos
sustituyendo la variable altura piezométrica por sus valo-

res en los nodos, resulta finalmente:

[o VI NKVN$AQ ~ [, NQAQ ~ [ Ngdl' =0 )
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donde Q es el dominio en el que se aplica la ecuacién
diferencial, y T el contorno. N son las funciones de forma
que permiten obtener la altura piezométrica en cualquier
punto del interior, y ¢ es el vector de alturas piezométricas
en los nodos (también Illamadas potenciales). Es decir, la
altura piezométrica en un punto del interior del elemen-
to finito se puede expresar en funcién de las alturas
piezométricas en los nodos mediante: h = N¢. En (4), la
primera integral sobre el dominio puede escribirse sepa-
rando el vector de alturas piezométricas o potenciales
nodales del resto, ya que son valores numéricos y pue-
den salir fuera de la integral. Las dos integrales siguientes,
por su parte, dan lugar a vectores que pueden escribirse
como un término independiente. Finalmente (4) se pue-
de expresar en forma de un sistema de ecuaciones
algebraico como:

Ho=f

donde H es la matriz de permeabilidad, y representa la
primera integral de (4) salvo el término ¢, que es el vector
de alturas piezométricas en los nodos (unidades de longi-
tud). f es un vector de caudales en los nodos (tiene uni-
dades de m?/s).

Tratamiento de la superficie libre

La expresion (5) permite resolver problemas de filtracién
en un medio poroso. El problema de los acuiferos no con-
finados es algo mas complicado debido a la presencia de
una superficie libre. Si bien la expresién es vélida en las
regiones completamente saturadas del flujo (por debajo
de la superficie libre), esta debe ser resuelta en un domi-
nio con una frontera desconocida: la forma de la superficie
fredtica. La condicién de contorno en la interfase aire-agua
es de presién constante e igual a la presién atmosférica.
También debe incluir el eventual ingreso de agua debido a
la recarga del acuifero por infiltracién. Una aproximacién
alternativa a este problema es integrar las ecuaciones en la
direccion vertical y tratar s6lo con un sistema bidimensional,
asumiendo un flujo basicamente horizontal.

Las condiciones que debe satisfacer la superficie libre son:

1. La cabeza de potencial (¢) en cualquier punto de la
superficie es equivalente a la cabeza de elevacién z en
estos puntos, desde alguna superficie de referencia (des-
de este punto de vista la presiéon atmosférica actGa en
cualquier lugar de la superficie).

2. El flujo a través de la superficie libre en la direccién
normal es igual a cero.
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Figura 1. Geometria bésica y condiciones de contorno

dos. De esta manera, un modelo de flujo
térmico idéntico al de flujo de agua se
puede desarrollar si se conoce una re-

- gion de flujo bajo condiciones de borde
establecidas. A continuacién se presen-
ta la relacion que existe entre estas va-

H riables a través de una tabla.

Tabla 1. Interpretacion de las variables de
conduccién de calor en el problema de

Filtracién

Nivel de Referencia

para un problema de filtracién en un acuifero libre VARIABLE CONDUCCION DE CALOR | DISTRIBUCION DE PRESIONES EN
ESTACIONARIA UN ACUIFERO

. h Temperatura Cabeza Piezométrica

Como consecuencia del pozo de bombeo, es il _ — _
L. . K Conductividad Térmica Coeficiente de Permeabilidad
necesario imponer una condicién de caudal pres- _
. .- ., . Q Generacion Interna de Calor Recarga
crito en el sitio de extraccién ubicado exacta- i :
. . . . R Coordenada Radial Coordenada Radial

mente en el eje de simetria del acuifero. La con-

dicién de energia constante prescrita se encuen-

tra localizada a una distancia L a partir del eje de sime-
tria. Por otra parte, en la base del acuifero la condicién
es de impermeabilidad, y utilizando la ley de Darcy, eso
es equivalente a anular la derivada de la altura
piezométrica en la direccién perpendicular al contorno
impermeable. Finalmente el problema aparece en el ni-
vel de abatimiento, ya que esta linea no es conocida a
priori. En realidad este problema es muy complejo des-
de un punto de vista matematico, porque el dominio Q
de suelo por donde circula el agua no estd definido ini-
cialmente. Es decir, tenemos una ecuacién diferencial
en derivadas parciales definida en un dominio que no
conocemos. De aqui que sea necesario adoptar un pro-
cedimiento iterativo en la localizacién de la superficie
libre cuando se usan métodos computacionales. El pro-
cedimiento comienza con un calculo inicial acerca de la
localizacion de la superficie libre. Sobre los valores de
cabeza del fluido (¢) basicos computados en cada itera-
cién, se modifica la localizacion de la superficie libre. La
condicién de borde a lo largo de la superficie libre (=2
y 86/6n=0) se verifica al final de cada iteracion. El pro-
cedimiento se lleva a cabo hasta que el movimiento de
la superficie libre durante una y otra iteracion consecuti-
va comience a hacerse despreciable.

Solucién del problema por analogia térmica

La solucién a un problema que involucra el régimen
estacionario de flujo de calor bajo condiciones de bor-
de dadas, producird un campo térmico consistente de
lineas de igual temperatura o isotérmicas interceptadas
con angulos rectos por lineas de flujo de calor. Existe
una correspondencia directa entre la temperatura y la
cabeza total del fluido, la conductividad térmica y la
permeabilidad, y el flujo de calor con el flujo de flui-
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Optimizacion del disefio de ANSYS*

La optimizacién del disefio es una técnica que pretende
determinar el mejor disefio o el disefio 6ptimo. Un "dise-
fio 6ptimo", es aquel que redne toda una serie de requi-
sitos especificos, pero con un costo minimo de ciertos
factores, tales como el peso, el drea, el volumen, los
esfuerzos, etc. En otras palabras, el disefio éptimo es nor-
malmente aquel que logra "ser lo més eficaz posible".

El programa ANSYS ofrece dos métodos de optimizacién
que son adaptables a una amplia gama de problemas. El
método de aproximacién del subproblema, que es un
método de orden cero avanzado que se puede aplicar efi-
cazmente a la mayorfa de problemas de ingenierfa; y el
método de primer orden, que se basa en la sensibilidad
del disefio y esta recomendado para problemas que re-
quieren gran exactitud, como el caso que nos ocupa. Para
los dos métodos, el programa ejecuta una serie de ciclos
de: andlisis - evaluacién - modificacién. Es decir, se desa-
rrolla un andlisis inicial del disefio, se evaltan los resultados
contra los criterios de diseno especificados en el modelo
(p. Ej., las condiciones de borde que debe satisfacer la
superficie libre), y se modifica el disefio si es necesario.
Este proceso se repite hasta que se satisfagan todos los
criterios especificados. Asf las cosas, este problema sera
desarrollado utilizando el método de primer orden.

Definiciones bdsicasen optimizacién

Antes de describir el procedimiento de optimizacion, es
necesario definir la terminologia basica empleada en es-
tos tipos de analisis, como son, variables de disefo, varia-
bles de estado y funcién objetivo (que colectivamente
son llamadas variables de optimizacion), diseiio factible y

4 ANSYS es un programa comercial de elementos finitos. La informacién
que se presenta en este articulo referente al proceso de optimizacién con
el programa, fue tomada de los manuales de usuario del software.
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disefio no factible, archivo de andlisis, iteraciones, ciclos,
conjunto de disefo, etc.

* Variables de disefio (VD): son cantidades independien-
tes que se modifican para alcanzar el disefo éptimo (son
las variables independientes del problema). Es necesario
especificar limites superiores e inferiores como "restric-
ciones" en las variables de disefo. Estos limites definen
su rango de variacién. Las VD son normalmente los
pardmetros geométricos como la longitud, el espesor, el
diametro, o las coordenadas del modelo, y estan restrin-
gidas con valores positivos.

* Variables de estado (VE): son cantidades que condicio-
nan o restringen el disefio. Se conocen también como
"variables dependientes", y son tipicamente cantidades
de respuesta que son funciones de las variables de dise-
o [VE = f (VD)]. Algunos ejemplos de VE pueden ser las
tensiones, las temperaturas, las tasas de flujo de calor, ,
las deflexiones o el tiempo. Una variable de estado no
necesariamente es una cantidad calculada por ANSYS; vir-
tualmente cualquier pardmetro puede definirse como una
variable de estado.

* Funcion objetivo (F): es la variable dependiente que se
intenta minimizar. Debe ser funcion de las VD [F = f
(VD)], es decir, si los valores de las VD cambian, el valor
de la funcién debe variar.

* Un conjunto de disefo (o diseiio): es simplemente un
conjunto Gnico de valores de los parametros que repre-
sentan una configuracion particular del modelo. Tipica-
mente, se caracteriza por los valores de las variables de
optimizacion.

* Un disefo factible: es aquel que satisface todas las restric-
ciones o condiciones especificadas tanto para las VE como
para las VD. Si una de las restricciones no se satisface, el
diseno se considera como no factible. El mejor disefio es
aquel que satisface todas las restricciones impuestas y pro-
duce el minimo valor en la funcién objetivo. (Si todos los
conjuntos de disefio son no factibles, el mejor conjunto de
disefio sera aquel que mds se acerca a la factibilidad, inde-
pendiente del valor que produzca en la funcién objetivo).

* El archivo de andlisis en ANSYS: es el de entrada, el
cual contiene una secuencia de analisis completa
(preproceso, solucién, postproceso). Este archivo debe
contener un modelo definido paramétricamente, lo cual
significa que se deben usar pardmetros para representar
todas las entradas y las salidas, los cuales serdn usados
como VD, VE, y como funcién objetivo.

* Un ciclo: es un paso a través de analisis (como un paso
a través del archivo de analisis).

* Una iteracién de optimizacién (o simplemente una
iteracion): es uno o mas ciclos de anélisis que resul-
tan en un nuevo conjunto de diseno. Normalmente,
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una iteracién equivale a un ciclo. Sin embargo, para
el método de primer orden, una iteracién represen-
ta mas de un ciclo.

* La base de datos de optimizacion: contiene el Gltimo
entorno de optimizacién, e incluye las definiciones de
las variables de optimizacién, los pardmetros, todas las
especificaciones de optimizacién y los conjuntos de di-
sefio acumulados.

Métododos de optimizacion

Los métodos de optimizacion son técnicas tradiciona-
les que se esfuerzan por la minimizacién de una fun-
cién (la funcién objetivo) que esta sujeta a unas restric-
ciones. En el programa ANSYS estdn disponibles dos
métodos de optimizacion, el de aproximacién del
subproblema y el de primer orden, y para utilizar uno u
otro, necesariamente se debe tener definida una fun-
cién objetivo.

El método de aproximacion del subproblema es de or-
den cero avanzado que usa aproximaciones (ajuste de
curvas) para todas las variables dependientes (VE y la
funcién objetivo). Es un método general que puede
aplicarse eficazmente a una gama amplia de proble-
mas de ingenierfa.

El método de primer orden es aquel que usa la informa-
ciéon de la derivada, es decir, los gradientes de las va-
riables dependientes con respecto a las de disefno. Es
un método muy exacto y trabaja bien para problemas
que tienen variables dependientes que varian amplia-
mente en un rango grande del espacio de disefio. Sin
embargo, este método puede ser computacionalmente
costoso.

Aspectos generales de las técnicas de optimizacién
en ANSYS

Entender el algoritmo usado por un programa de com-
putador es siempre (til, particularmente en el caso
de optimizacién. A continuacién se presentan deta-
lles de las técnicas de aproximacién del subproblema
y primer orden.

Método de aproximacién del subproblema

El método de aproximacién del subproblema aquel de
orden cero en el que se requiere sélo de los valores de
las variables dependientes, y no de sus derivadas. Hay
dos conceptos que juegan un papel importante en el
método de aproximacién del subproblema: el uso de
aproximaciones para la funcién objetivo y las variables
de estado, y la conversién de un problema de
optimizacioén inicialmente restringido o condicionado a
un problema sin restricciones (como ya se habfa comen-
tado anteriormente).
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Aproximaciones

Para este método, el programa establece una relacién entre
la funcion objetivo y las VD por medio de ajustes de cur-
vas. Esto se hace calculando los valores de la funcién ob-
jetivo para varios conjuntos de valores de VD (es decir,
para varios disefios) y realizando un ajuste por minimos
cuadrados entre los datos. La curva resultante (o superfi-
cie) se llama aproximacién. Cada ciclo de optimizacién
genera un nuevo dato, y la aproximacion de la funcién
objetivo se actualiza. Es esta aproximacion la que se mini-
miza en lugar de la funcién objetivo real. Las variables de
estado son manejadas de la misma manera, es decir, se
genera una aproximacién para cada variable de estado y
se actualiza al final de cada ciclo.

El método de ajuste de las curvas para las aproximaciones
se puede controlar, ya sea empleando un ajuste lineal,
uno cuadratico, o una combinacién entre uno cuadrético
y un otro de términos cruzados. Por defecto el programa
emplea este Gltimo ajuste para la funcién objetivo, y uno
cuadratico para las VE.

Conversién a un problemas sin restricciones

Las variables de estado y los limites sobre las variables
de diseno hacen que el problema de optimizacién sea
restringido. Este aspecto introduce una complicacién
para la optimizacién, da tal manera que el

mente restringido a un problema sin restricciones agre-
gando funciones de penalizacién a la funcién objetivo.
Sin embargo, a diferencia del método de aproximacion
del subproblema, la que se minimiza es la representacién
del elemento finito real y no una aproximacioén.

El método de primer orden usa los gradientes de las varia-
bles dependientes con respecto a las variables de disefo.
Se realizan célculos del gradiente para cada iteracién (a
través de técnicas de maximo descenso o del método de
direccién conjugada) con el fin de determinar una direc-
ciéon de blsqueda. La estrategia de basqueda que se
adopta para minimizar el problema sin restricciones es el
de bisqueda de linea (LINE SEARCH).

Bajo estas consideraciones, cada iteracién esta compues-
ta de varias subiteraciones que incluyen célculos de la
direccién de busqueda y del gradiente. Por eso una itera-
cién de optimizacién para el método de primer orden
realiza varios ciclos de analisis.

Minimos locales y minimos parciales

En ocasiones la solucién puede desembocar en un mini-
mo local en lugar del verdadero minimo global (ver Figu-
ra 2). Para verificar que esta situacion no haya ocurrido,
se debe recalcular nuevamente el problema con un di-
sefio de arranque diferente (es decir, un valor inicial di-
ferente de la VD).

[s]=H]
programa ANSYS lo transforma a un proble-

ma de optimizacién sin restricciones, dado
que las técnicas de minimizacién para este
Gltimo son mads eficaces. La conversién se
hace agregando penalidades a la aproxima-
cién de la funcién objetivo de acuerdo a las
restricciones impuestas. La basqueda de un
minimo de la aproximacién de la funcién

Mlinimo Local

Minimo Global

objetivo sin restricciones se lleva a cabo apli-
cando una técnica de minimizaciéon
secuencial sin restricciones en cada itera-

+ Conmntos wuelales de disefio que podrian remltar enun minimas local
4 Disefic de wrrange soficientemente diferente e podria condacir a un minime global

D

cion.
Verificacién de la convergencia

Al final de cada ciclo se hace un chequeo de la conver-
gencia. Se dice que el problema es convergente si el ac-
tual, el anterior, o el mejor disefio, son factibles. La con-
vergencia no indica necesariamente que se ha obtenido
un minimo global verdadero (puede llegarse a un minimo
local). Por consiguiente, se debe tener especial cuidado
para determinar si el disefio se ha optimizado suficiente-
mente. De no ser asi, es necesario realizar andlisis de
optimizacién adicionales.

Método de primer orden

Al igual que el método de aproximacién del subproblema,
el método de primer orden convierte el problema inicial-

Figura 2. Minimos locales y globales

Descripcién del problema de optimizacion ANSYS

Como se habia expresado anteriormente, las variables
independientes en un andlisis de optimizacién son las
variables de disefo. El vector de variables de disefio esta
indicado por:

=[x X X...x1 (6)

Las variables de disefio estan sujetas a n restricciones con
[imites superiores e inferiores, esto es,
Xi< X< X (i=1,23,...,n 7
donde: n = ndmero de variables de disefio
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Las restricciones de las variables de disefio son denomi-
nadas frecuentemente restricciones laterales y definen lo
que es llamado el "espacio de disefo factible".

Se intenta es minimizar una funcién:
f = fx (8)
sujeta a las siguientes restricciones:

g (x)< g (i=1,2,3,...,m) 9)

=

In

=
=

X
x

(i=1,2,3,...,my) (10

(i=1,2,3,...,mg) (11)

donde:
f = es la funcién objetivo

g, h, w, = son las variables de estado que contiene el disefio,
con barras superiores e inferiores (g;, h;, w;,w;) que repre-
sentan los limites minimo y maximo, respectivamente.

m, + m, + m, = es el nimero de restricciones de las
variables de estado con varios valores limites superior e
inferior.

Las variables de estado son también llamadas variables
dependientes, ya que ellas varfan con el vector x de va-
riables de disefo. Las expresiones (8) a (11) representan
un problema tipico de minimizacién restringido, el cual
apunta, como es légico, a la minimizaciéon de la funcién
objetivo f bajo las restricciones impuestas por las
ecuaciones (7), (9), (10) y (11).

Las configuraciones del disefio que satisfacen todas las
restricciones son llamadas disefios factibles, y las configu-
raciones con una o mds violaciones a dichas restricciones
se consideran disenos no factibles. En definicion, en un
espacio de disefno factible se adiciona una tolerancia a
cada limite de la variable de estado, de manera que si x*
es un conjunto de disefio dado definido como:

X*=x* x* x*o0 o xR (12)
el diseno es considerado factible sélo si:

gi*=gi(x*)ggi+ai (i=1,2,3,...,m1) (13)

hi-Bi < h¥=h;(x") (i=1,23,...,my) (14)

wi'YiSWi*zwi(X*)S Wi*‘ Vi (i=1,2,3,...,m3) (15)

donde: o, Bi, Y v, = son las tolerancias, y:

X*< X (i=1,2,3,...,n) (16)

IA

X

(puesto que no se agregan tolerancias a las restricciones
de la variable de disefio)
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Las expresiones (13) a (16) son las que definen las ins-
trucciones de un conjunto de disefio factible en las ruti-
nas de optimizacién de ANSYS.

Planteamiento del problema

Descripcién del problema

El problema consiste fundamentalmente en determi-
nar la solucién de flujo bidimensional en un acuifero
libre, por medio de un modelo 2D de elementos fini-
tos utilizando analogfa de flujo de calor por conduccién
con el programa comercial de elementos finitos ANSYS.
Por supuesto, dicha solucién incluye la determinacién
de la posicién de la superficie libre mediante técnicas
de optimizacién, que es el objetivo de este trabajo, y
para ello, se hace uso del médulo de optimizacion
-OPT- del programa.

La validacion se lleva a cabo comparando la solucion
analitica y numérica del problema de distribucién de
presiones. Asi las cosas, cualquier ejemplo de este tipo
es Gtil para efectuar la validacién. Se supone entonces,
un pozo que penetra un acuifero, en el que se realiza
un bombeo a una tasa de 150 m*h. En el acuifero
existe una simetrfa radial en el campo de flujo (el lugar
de bombeo estd ubicado en el origen de coordenadas
radiales) de tal manera que a una distancia radial de
200 m se encuentra ubicada una cabeza de 50 m. La
permeabilidad del acuifero es de 25 m3/(hm?) y se re-
quiere determinar la distribucién de cabezas
piezométricas. A continuacién se presenta un esque-
ma del problema.

Figura 3. Modelo del acuifero en planta

La Figura 3 ilustra un modelo plano. Este es especialmen-
te atil para visualizar los contornos de cabezas
piezométricas, los cuales estdn concentrados en circulos.

La Figura 4 muestra un modelo axisimétrico (im-
plementado en este trabajo). La axisimetria se usa para
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Pozo
Q=75 m3/h

simplificar los modelos y ademas permite contemplar
problemas de materiales heterogéneos donde existen va-
riaciones de la permeabilidad.

Uo=50 m

Superficie Libre

K=25 m3/(hm?)

L=200 m
Figura 4. Modelo axisimétrico del acuifero

Solucién analitica

La ecuacién de gobierno para un acuifero inconfinado con
flujo en la direccion radial estd descrita por:

1e Kr@ + Q=0 para 0<r<L (17
r or or

donder es la coordenada radial, Q es la recarga (el bom-
beo es considerado como una recarga negativa), K es el
coeficiente de permeabilidad y u es la cabeza
piezométrica.

Las condiciones de borde asociadas a este problema son:
r =0, Q = recarga
r=»~1u=u,

La solucién de la ecuacién diferencial esta dada por:

r
u= 2an Ln(EJ +u, (18)

Esta expresion significa que la distribuciéon de presio-
nes en un acuifero en la direccién radial es una funcién
del logaritmo de la coordenada radial. Esta ecuacién es
analoga a la de conduccién de calor estacionaria en
direccién radial.

Entonces, dado: Q = 150 m’/h, k = 25 m¥/(hm?), u, =
50 my L = 200 m, se encuentra que:

u= 0,95492 *Ln(r )+ 44.94048 (19)
Especificaciones del problema
Propiedades geométricas y condiciones de contorno

La aproximacion de la curva en el modelo axisimétrico se
realiza a través de unos puntos claves que se conectan
por medio de splines. Estos puntos se ubican de manera
arbitraria y sobre ellos se realizan las iteraciones del algo-
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ritmo de optimizacién, para finalmente determinar las cotas
correctas (que son iguales a las cabezas de presi6n para
un acuifero libre). La frontera libre estd constituida enton-
ces por nueve puntos claves (del punto 3 al 11 en la
figura 5, dado que los puntos 2 y 12 definen condiciones
de contorno) ubicados arbitrariamente y sobre los cuales
se realizan las iteraciones del algoritmo de optimizacién,
para finalmente determinar las cotas correctas.

Superficie Inicial - K2
Arbitraria K4/4,_/" Uo=50 m
SPLINE 'K,S/‘
K6
Ko X9 K:/K,l/"
K11 P/—‘
Q=-75 mﬂlﬁlf—“”;”J
K13 ; K1
slzlglsls s [= |2 |8 |2 8
K = Keypoints

Figura 5. Bosquejo del modelo axisimétrico acoplado con el
algoritmo de optimizacién
Las condiciones de borde para el problema axisimétrico

son de:

Caudal prescrito:  r = 0 (K12 - K13), Q = -75 m*h

Cabeza de presion prescrita:
=50m

r =200 (K1 - K2), u

Variables de optimizacién

Funcién objetivo

La funcién a minimizar es el valor absoluto de la dife-
rencia entre la cota y la temperatura (andloga a la cabe-
za del fluido) de los puntos claves utilizados en la aproxi-
macién por splines de la curva de la superficie libre
mostrada en la Figura 5. Para evitar problemas de error
por redondeo se suma a la funcién objetivo un valor
arbitrario (se asumié uno de 10.00). La funcién objeti-
vo tal y como esta definida debe tender al valor arbi-
trario senalado o a cero en caso de no utilizarlo; en
otras palabras, la temperatura y la cota de cada punto

deben tender a ser iguales.

Variables de diserio

Las variables de disefio son las cotas de los puntos cla-
ves utilizados para la aproximacién de la superficie li-
bre. Estas coordenadas se encuentran restringidas en-
tre dos limites. Un valor minimo que corresponde a la
cota del punto vecino inmediatamente anterior con
menor cota, el cual siempre va a ser correcto si se
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tiene en cuenta que ya ha sido iterado (fisicamente el
punto en estudio no podra estar por debajo de su veci-
no de menor cota dado que no hay succiones en el
modelo), y un valor maximo de 50m correspondiente
a la cabeza maxima en el modelo ubicada a un radio
de 200 m.

Variables de estado

Las variables de estado son las temperaturas (cabeza
de fluido) de los puntos de la superficie libre. Fisica-
mente y de manera flexible se pueden establecer como
restricciones minima y maxima, O y 50 m respectiva-
mente. El valor de 50 m corresponde a la cabeza méxi-
ma de fluido en el acuifero.

Solucion del problema y discusién

El desarrollo del problema en el programa ANSYS requiere
de la elaboracién de un archivo de analisis empleando los
tres niveles de procesamiento basicos, preproceso, solu-
cién y posproceso. Con la ejecucion de este algoritmo se
obtienen finalmente los valores de las variables de estado
(temperaturas de los puntos de la superficie libre) actuali-
zadas, de acuerdo a las variables de disefo (cotas de los
puntos claves utilizados en la aproximacién de la superficie
libre) obtenidas utilizando el médulo de optimizacion.

La optimizacién del diseno se constituye en un cuarto
moédulo y a través de él se plantea todo el escenario de
optimizacién, en cuanto a variables de estado y de dise-
fio, funcién objetivo, tolerancias, método de solucién y
nimero méaximo de iteraciones. El archivo de datos de
optimizacién contiene el Gltimo entorno de optimizacién
e incluye las definiciones de las variables de optimizacién,
los pardmetros, todas las especificaciones de optimizacién
y los conjuntos de diseno acumulados. Con él es posible
hacer un andlisis del comportamiento del método en as-
pectos tales como convergencia y costo computacional
en términos de tiempo CPU, como los mds importantes.

Solucién del algoritmo por el método del primer orden

La aproximacién de la curva se realiza a través de puntos
claves que se conectan por medio de SPLINES. Estos pun-
tos se ubican de manera arbitraria y sobre ellos se reali-
zan las iteraciones del algoritmo de optimizacién, para
finalmente determinar las cotas correctas (que son igua-
les a las cabezas de presién para un acuifero libre).

A continuacién se presentan las gréficas de convergencia
de la funcién objetivo (sobre los Keypoints 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11 y 12). El Keypoint 2 no se itera porque en él se
encuentra aplicada la condicién de contorno de cabeza de
presién. Con este método es comin hacer uso del maxi-
mo ndmero de iteraciones, y pese a ello se obtienen resul-
tados mas precisos (mayor exactitud), obviamente con
mayor esfuerzo computacional, dado que cada iteracién
consta de varios ciclos. Las curvas realizadas por el progra-
ma ilustran muy bien este comportamiento (ver Figura 6).

CONVERGENCIA PUNTO 3

CONVERGENCIA PUNTO 7

TANSYS|

PoT 0! 672
lf
4 =

rnazaTIN

CONVERGENCIAPUNTO 9

ANSYS|

CONVERGENCIA PUNTO 11

Figura 6. Curvas de convergencia de la funcién objetivo -
método de primer orden

En la Figura 7 se ilustra el comportamiento (movimiento)
de la superficie libre en el modelo axisimétrico a los largo
de las iteraciones de optimizacion.
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CONVERGENCIAPUNTO 12
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Figura 7. Comportamiento de la superficie libre a través del

proceso de optimizacién
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Comparacion de resultados

En la Tabla 2 se retinen los resultados obtenidos del
modelo axisimétrico optimizado y los de la solucién
analitica. Al comparar, se puede observar la validez del
algoritmo de optimizacién implementado para resolver
el problema.

Tabla 2. Comparacién de resultados del modelo optimizado y
la solucién analitica

KEYPOINT | Solucion de Optimizacion Solucion Analitica
r (Punto
Clave) u =0,9305Ln(r) + 45,046 u =0,9549Ln(r) + 44,94
0 12 42.92011031
10 11 47.14115303 47.135
20 10 47.8307397 47.799
30 9 48.19061258 48.187
40 8 48.46404607 48.462
50 7 48.67210598 48.675
80 6 49.11627919 49.125
110 5 49.42465421 49.430
140 4 49.65723779 49.661
170 3 49.84314384 49.846
200 2 50 50

La validez se hace evidente al observar la Grafica 1. En
ella se encuentran dibujadas las curvas para las dos solu-
ciones. En la Gréfica 2 se realiza un ajuste logaritmico con
el fin de determinar la ecuacién del problema optimizado.

49 o
48 o

/ Solucién Analitica
o // u'=0,9549Ln(r) + 44,94
3461

45 1

43 -

42 +

50 !

r

[— Sol. Optimizacién [u]

Sol. Analitica [u] |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Grdfica 1. Solucién analitica Vs. solucién de optimizacién

481 u = 0,9305Ln(r) + 45,046

r

[— Sol. Optimizacién [u] — Logaritmica (Sol. Optimizacién [u])|

o 10 20 30 40 S50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Grdfica 2. Ajuste logaritmico de la solucién de optimizacion

Conclusiones y recomendaciones

El problema de flujo inconfinado esta revestido de una
complejidad importante que radica en el desconocimien-
to de la frontera constituida por la superficie libre. Con
este trabajo se logra dar solucién al problema a través del
empleo de técnicas avanzadas de optimizacion, dejando
de lado las técnicas de malla constante (que son menos
precisas que las de malla variable), suficientemente
referenciadas en gran parte de la literatura que trata el
problema de flujo en medio poroso o flujo subterraneo.

La alternativa de utilizar andlisis de optimizacién para deter-
minar la posicién de la frontera desconocida en el problema
de flujo en medio poroso, abre la posibilidad de emplear
también técnicas de optimizacién como una alternativa para
solucionar otros tipos de problemas, como los de mecénica
de fluidos (por ejemplo, el de flujo en canales o el de olea-
je), que aunque son problemas bien diferentes al de medio
poroso, la solucién si que es altamente no lineal, y se re-
quiere de técnicas robustas para aproximarse suficientemente
al comportamiento real del fenémeno.

La comparacién entre la superficie libre determinada a
partir de esta técnica de optimizacién y por medio de la
solucién analitica del problema, indica que los resultados
son ampliamente satisfactorios. Esto muestra la validez
del método de optimizacién en cuestién para obtener la
ubicacién de la superficie en problemas de flujo en me-
dio poroso con suficiente confiabilidad.
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