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PROLOGO A LA PRIMERA EDICIÓN 

El objetivo .del trabajo expuesto es fundamentar axiomá

ticamente la teoría de las probabilidades. La idea central del 

autor fue la indusi^ natm'al dedos fun&uientos de la teo

ría de las probabilidades consideradas aán no hace siucho, com 

pletamente peculiares, en la serie de conceptos generales de 

la matemática moderna. Antes del surgimiento de la teoría de 

la medida y la integral de Lebesgue, este problema era casi 

desalentador. Después de las investigaciones de Lebesgue que

dó clara la analogía entre la medida de conjuntos y la proba

bilidad de un sudasÁ, como también entre la integral de funció 

nes y la e^eraaáá ¿iatemática dé la variable aleatoria. Esta 

j»aíog£ií peiánlie «nia.continuacióñT'áiíV-poi^ ejoaplo, imicfaas 

propiedades de las variables aleatorias independientes son Éomr 

^le^aaienta anllG^s a las correspondientes propiedades de la» 

funciones ortotgonales. Para que a partir de esta analogía se 

fundamentara la teoría de las probabilidades fue necesario ade

más liberar la teoría de la integración de elementos geométri

cos, los cuales aSn permanecen en Lebesgue. Esta liberación fue 

realizada por Frechet. 

Los intentos de construir los fundmiientos de la teoría de 

las probabilidades desde estepunto de vista general ya existen 

y todo el círculo de ideas aquí expuestas han logrado popu^ 

laridad en un reducido grupo de especialistas. Sin embargo no 

existía nna presantación cos^leta de todo el sistema libre de 

con^licaQxones innacasariaa. (Seprepara en edición el libro 

de Frechet, ver [2]). 

Quisiera, además, referirme a algunos tópicos de la expo-
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soción que constituyen una novedad aán para los especialistas. 

Estos tópicos son los siguientes: distribución de probabilida 

des en espacios infinitos (Cap. III, §4)> diferenciación e in. 

tegración de esperanzas matemáticas'segán parámetro <Cap. IV 

§5), y en particular la teoría de la probabilidad condicional 

y la esperanza matemática condicional (̂ Gap. V). Conviene ano-

tar que.todos estos nuevoa conceptos y problemas aparecen ne

cesariamente en el examen de probl^ias físicos concretos^ •. 

El Cap. VI contiene un resimen de resultados obtenidos por 

Khintchine y el autor que se refieren a las condiciones de 

aplicación de las leyes débil y fuerte de los grandes números. 

En la lista de la bibliografía se exponen algunos nuevos tra

bajos que representan interés desde el punto de vista de los 

interrogantes de fundamentación de la teoría de las probabili

dades . 

Expreso sinceros agradecimientos a A.I. Khintchine, quien 

leyó atentamente todo el manuacrito e hizo algunas sugerencias 

que permitieron Su i>erfeccionamiento. 

A . M . JÍDUHOGOBOV 

Kliazma, alrededores de Moscú. 

1 de mayo - 1933. 

(i) Comparar, por ejemplo el libro A. Kolmogorov und M. Leon-
towitsch, Zur Berechunge der mittlei?er Brdwnscher Fracdie, 
Physik. Zeitsehr d Conjeturior, v.4 (1933) con el libro M. 
Leortowitsch, zur Statistik der Kortinulerlichen Systeme und 
des zeitlichen Verlaufes der Physikalischen Vergarge, Physik 
zeitchr, d. Sowjetiurier, v.3, 1933, p.35-63. 



PROLOGO A LA SEGUNDA EDICIÓN 

Desde la primera edición alemana de esta publicación han 

transcurrido cuarenta años. Sin embargo conjuntamente con Shi-

riaer optamos por no introducir en ella ningún cambio sustan

cial; sólo se hicieron pequeñas complementacioñes en su presen 

tación ; sin embargo, decidimos no introducir en ella. Ifodená 

zando algunas notaciones. Para algunos teoremas §3-5 del Cap. 

VI se dan demostraciones, redactadas por A.N. Shiriaev según 

mis trabajos de 1925-1930. En los mentíales modernos estos teo

remas se demuestran generalmente con ayuda del aparato de las 

funciones características. Mis demostraciones iniciales con 

medios elementales, directos, quizá conserven algún interés. 

Los conceptos anotados en §2 del Cap. I sobre los caminos de 

fundamentación de la aplicación de la teoría axiosiática de pro 

babilidades a los problemas reales, fueron desarrollados por 

mí en detalle en [l]. Pero aún quedaban sin explicar las cau

sas por las cuales frecuentemente nos encontramos en la prácti^ 

ca con la estabilidad de las frecuencias. Una nueva interpreta 

ción del problema han sido expuestas en [2] y [3] (ver también 

W). 

[1] Monografía. "Matemática: su contenido, métodos y s lgn l i l -
cado". Ed. Académica de Ciencias URSS 1956, Cap. XI. 

[2] A.N. Kolmogorov. Tr.es iomtas poñA t a deilnlclón del con
cepto cantidad de Iniormaclón. Problemas de transieren 
d a de Iniormaclón. Tomo I, Ed. 1 (1965). 

[3] Kolmogorov. Sobr.e los iundamentos lógicos de l a teoría de 
l a Iniormaclón y l a teoría de las probabUUdades, Pro-

http://Tr.es
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blems de Transierencla de Injiormojcldn, Tomo v, Ed. 3 
(1969). 

[4] Zvonkin A.K., Levin L.A., Complejidad de los objetos ilnl-
tos y iundanentos de la Teoría de. la IniormaclSn y 
aleatoriedad con ayuda de la teoría de algoritmos. 
USPÉJI MAT. Naik, Tomo 25 Ed. 6 (1970) . 

Es importante señalar algunas cuestiones para cuya compren 

sión es preciso recomendar al lector la comparación de la exp£ 

sición dada en esta publicación con otra más moderna. 

1. En el §1 del Capítulo V está dada la definición de proba

bilidad condicional P(A|^), donde C es un elonento aleatorio 

de algún conjunto X, o sea una relación de fl en X. Con esta 

relación se puede asociar un álgebra T" S f de todas las imá

genes completas de los subconjuntos del conjunto X que porten^ 

cen a f . Ahora se prefiere primero definir la probabilidad con 

dicional con respecto a cualquier o-subálgebra f ' S - f y des

pués considerar que 

P(A|C) - P(A|f^). 

2. Los resultados del §4 Capítulo III, aunque son ampliamente 

utilizados posteriormente, no dan distribuciones inmediatas 

aceptables en los espacios funcionales que representan real 

interés dentro de la presente exposición (página 55). 

A.M. KOIWGOROV 

17 de diciembre - 1973. 
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CAPITULO I 

TEORÍA ELEMENTAL DE LAS PROBABILIDADES 

Llamamoa teoría elemental de las probabilidades a las par 

te en la cual se estudian las probabilidades solo de una can-, 

tidad finita de sucesos. Los teoremas que aquí se deducen, na 

turalmente, se utilizan también a las preguntas relacionadas 

con una cantidad infinita de sucesos aleatorios, sin embargo 

en el estudio de estos últimos se aplican también esencialm^ 

te nuevos principios. Por eso el único axioma de la teoría ma 

temática de las Pribabilidades que tiene relación con una can 

tidad infinita de sucesos aleatorios, se introduce solo al c£ 

Biienzo del segundo capítulo (Axioma V). 

La teoría de las probabilidades como disciplina puede y 

tienen que ser axiomatizada con^letamente de igual manera co

mo lo están el álgebra o la geometría. Esto quiere decir, que 

después de dar los nombres de los objetos de estudio y sus 

principales relaciones, como también los axiomas por los cua

les estas relaciones deben regirse, el sucesivo material debe 

fundamentarse exclusivamente solo en estos axiomas, no basán

dose en el valor concreto común de estos objetos y sus rela

ciones. 

Con'base en lo anterior, en el §1 definiremos el concepto 

de caiiq>o probabilístico como un sist^oa de conjuntos que ctnt-

ple unas condiciones determinadas. Lo que representan los el£ 

mentos de estos conjtmtos es totalmente indiferente para el 

desarrollo matemático de la teoría de las probabilidades (ver 

la introducción de los conceptos fundamentales de la geome

tría en [l] Fundamentos de Geometría de Hilbert, o las defi-
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niciones de grupo, anillo y cuerpo ea el álgebra abstracta). 

Toda teoría axiomática (abstracta) permite, como es sabi

do, un número infinito de interpretaciones concretas. Así, la 

teoría matemática de las probabilidades permite paralelamente 

a las interpretaciones que la originaron, muchas otras inter

pretaciones . 

For esto, en la aplicación de teoría matemática de las 

probabilidades llegamos a campos de la ciencia que no tienen 

ninguna relación con los conceptos de suceso y probabilidad 

en el sentido propio de estas palabras. 

La axiomatización de. la teoría de las probabilidades pue

de ser realizada de diferentes maneras dependiendo de la esc£ 

gencia de los axiomas y de la escogencia de los conceptos fun 

damentalmente y de las principales relaciones. Si se persigue 

como objeto tanto la sencillez en el sistema de axiomas, como 

en las construcciones de su consecutiva teoría entonces reprê  

sentaremos la más racional de las axiomatizaciones de los con 

ceptos de sucesos aleatorios y sus probabilidades. 

Existen otros sistemas de axiomatización para la construc^ 

ción de la teoría de las probabilidades, en los cuales el con 

cepto de probabilidad no es tomado como fundamental sino que 

es definido a través de otros . En estas axiomatizaciones 

se persigue sin embargo otro fin: en lo posible acercar lateo 

ría matemática con el aparecimiento empírico del concepto de 

probabilidad. 

(̂ ) Comparar con, por ejemplo, R. von Mises [l] y [2] y S.N. 
Bernstein [ij. 
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§ 1. AXIOMAS ^^^ 

Sea n un conjunto de elementos tí, los cuales llamareiu}s 

sucesos e lementa les , f el conjunto de subconjuntos de Q. Los 

elementos del conjunto f lo llamaremos SUCeSOS a l e a t o r i o s (o 

sencillamente sucesos), a S2 lo llamaremos espacio de Sucesos 

elementales. 

I. f constituye un álgebra de conjuntos . 

HOTA: El sistema f de subconjunto Q se llama álgebra, si 

fi = ? , la unión, la intercepción y la diferencia de dos con

juntos del sistema pertenece nuevamente a este sistema. Deno

taremos la intercepción de l̂ os conjunto» A y B por AflB , su 

unión AUB su diferencia A 6. El complemento del conjunto A 

lo denotamos así X. 0 nos representé el conjunto vacío. Si 

los conjuntos A y B no sé interceptan (A O B • 0), entonces su 

unión AUB la denotaremos por A+B y la llamaremos simia. 

(1) El l^tor que desee dar un sentido concreto a los siguira 
tes axiomas deberá coAenzar a leer §2. 

(a) El sist«na f de subconjuntos del conjunto fi se 1 1 ^ álge
bra, si íl «: t*, la unión, la intercepción y diferencia de dos 
conjuntos de sistesia pertenecen nuev^aente a este sistema. De 
notaremos la intercepción de los conjuntos A y B por AflB ó 
AB, su unión como AUB, su diferencia por A\B. El conjunto 
compl«nentario X2VA al conjunto A lo denotamos A. Por 0 se de 
nota el conjunto vacío. Si los conjuntos A y B no se interce£ 
tan (AB = 0) entonces su unión se denotará también por A+B 
y se llana suma. El conjunto f lo denotaremss en lo sucesivo 
«)n letras latinas mayúsculas. CcHnparar con A.M. Kolmogorov y 
S.V. Fomin. Elementos de teoría de funciones y análisis f\in-
cional. Editorial Nauka, M., 1968. 
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Los conjuntos de / en lo sucesivo los representaremos, con 

letras latinea mayúsculas. * 

II. Todo conjunto A da 9̂  se pone en correspondencia con un 

real no negativa P(A). 

Este número lo llammaos probabilidad de A. 

III. Si A y B no se interceptan, entonces P(A*B) - P(A)+P(B). 

La tema iQ , f ,P ) que cunóla los axiomas I-IV la llamaremos 

campo probabilístico. 

Nuestro sistema de axiomas I-IV no es contradictorio. Esto 

lo muestra el siguiente ejemplo: fi está formado por un único 

elemento (i), a / lo forman fi y 0, en este caso 

P(Q) - 1. P(0) . 0. ^ 

Nttestro sistema de axiomas, sin embargo, no es completo: 

en diferentes preguntas de la tctoría de las probabilidades se 

examinan diferentes campos probabilísticos. 

Un campo probabilístico sencillo se construye de la siguien 

te manera: 

Tomamos cualquier conjunto finito fi = {w,,...,UL} y un conjun

to cualquiera { p . , , . . , P f ¡ } de números no negativos cuya siima 

p.+P2'* ' ' " '^f) * !• Como 1̂  se toma el conjunto de todos los sub-

juntos A de fi y tal qué" si A • {w^j,...,w^} se supone P(A) » 

p ^ . + ^ . . + p ¿ ^ . En este caso se^diría que p . , » , . , p . son las proba 

bilidades de los sucesos elementales a).,...,b)^ o sencillamente t» 

las probabilidades elemientales. Así se obtienen todos los camr-

pos probabilísticos finitos en los cuales f constituidos por « 

el conjunto de todos los subconjuntos de fi (aquí el caa^o pro-
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b a b i l í s t i c o se llama f i n i t o , s i e l conjunto fi es f i n i t o ) . Ver 

ejemplos capí tu lo I I §3. 

§ 2 . RELACION CON LOS DATOS DE UNA PRUEBA (1) 

La utilización de la teoría de las probabilidades en el mun

do real de las pruebas se realizan siguiendo el siguiente es

quema. 

1. Suponiendo que está dado im conjunto 6 de condiciones que 

permite un número ilimitado de repeticiones. 

2, Se estudia un grupo determinado de sucesos, los cuales pue

den ocurrir como resultados de la presencia de las condicÍ£ 

nes 6. 

En los casos por separados estos sucesos pueden o no ocu

rrir en diferentes combinaciones. En el conjunto fi se inclu

yen ̂ todas las posibles variantes de aparición o no de los su

cesos examinados. 

(i) El lector interelsádo solo eh el desarrollo matemático de 
la teoría puede no leer este parágrafo. La siguiente presenta
ción se basa en los axiomas f 1 y no se usan las conclusiones 
de este parágrafo. En él nos limitáronos a mostrar en forma 
sencilla el origen empírico de los axiomas de la teoría de pro 
babilidades y concientemente dejaremos a un lado la búsqueda 
filosófica prof\mda sobre el concepto probabilístico en el mtm 
do experimental. Los supuestos necesarios para la aplicación de 
la teoría de probcibilidades al mundo de sucesos reales en gran 
medida el autor lo saca de los resultados de Mises, en particu
lar R. von Mises [l], p.21-27, parágrafo "Das Verhaltnis der 
Theorie zur Erfehrimgswet". 
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3. Si después de la realización de las condiciones 6 la varian

te aparecida pertenece a un conjunto A, entonces decimos que 

ocurrió el suceso A. 

EJEMPLO. El conjunto G que consiste en el lanza

miento dos veces de una moneda. El grupo de sucesos, sobre el 

cual hablamos en el pimto 2, consisVe en que en cada lanzamien

to pueden aparecer cara o sello. De aquí, se deduce que en to

tal son posibles cuatro diferentes variantes (sucesos elementa

les) : sello-sello, sello-cara, cara-sello, cara-cara. En cali

dad de suceso A se examina '*La repetición". Este suceso consis

te en la suma del primer y cuatro suceso elemental. Así cada 

suceso se puede examinar como un conjunto de sucesos elementa

les. 

4. En condiciones conocidas, que aquí no profundizaremos, se 

supone que en un suceso A, el cual puede o no ocurrir como 

resultado de la realización de las condiciones 6, se pone 

en correspondencia con un numero real P(A) que cumple con 

las siguientes condiciones: 

A.) Prácticamente se puede estar convencido que si el conjunto 

de condiciones G se repite un número n grande de veces y si 

denotamos por m el número de veces que ha ocurrido A, entra 

ees la relación m/n se diferenciará poco de P(A). 

B) Si P(A) es muy pequeño, entonces podemos estar seguros que 

en la realización de las condiciones 6 una sola vez el su

cos} A no ocurrirá. 
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0E9UCCI0N EMPÍR ICA DE AXIOMAS. 

De ordinar io , se puede siqxmer que e l s ia teaa f de los su

cesos ouminados A ,8 ,C , . . . a los cualea se lea aaignan unas 

probabilidades determinadas, forma un álgebra de cwnjtmtos, 

que contiene en calidad de elemento a l conjunto fi (Axicnsa I , 

primera par te del Axioma I I - existencia de l a probabi l idad) . 

Es claro que 0<iii/n 4 1 a s í que l a segunda par te del Axio

ma I I remilta na tu r a l . Para e l suceso fi a i ^ p r e n « n por lo 

cual es na tura l colocar P(fi) « 1 (Axioma I I I ) . 

Si A y B son excli^entes « i t r e s í (o sea los conjuntos A 

y B no se interceptan) entonces si « BI|̂  -Í-M2 donde m, m^, m2 

d ñ o t a n respectivamente los números de veces que aparecen los 

sucesos A-f̂  A, 6. De aquí se dedhice 

m/n » mi/n + 012/11. 

En consecuencia, es lógico escoger 

P(A4«) - P(A) + P(JKi (Axioma iVy. 

<ffiSBRVlClOii I. De la veracidad de dos afiraaciones se dedur-

ce la veracidad de la afirmación sobre su simultánea veraci

dad, a pesar de que en este caso el grado de veracidad es muy 

bajo. Sin eabargo, si el núisero de afirmaciimes ea aniy grande, 

entonces de la veracidad de cada una de estas afirmacú>nes por 

separado, es iâ ôsible deducir algo en relación a la simulta

neidad de la veracidad de todas las afinaciones. Por eso del 

principio A «1 ninguna forma se deduce que ai el número de se

ries n es grande en cada serie la relaci&i m/n se diferenciará 

poco da P(A). 
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OBSERVACIÓN II. Al suceso imposible (al conjunto vacío 0) 

corresponde en base a nuestros axiomas la probabilidad P(0) «O 

al mismo tiempo, lo contrario de P(A) - O no se deduce la impo

sibilidad deísñifceso A; de acuerdo con el principio B de la nur> 

lidad dé la probabilidad se deduce que la realización de una 

sola vez las condiciones 6 el suceso A es prácticamente impo

sible. 

Esto no quiere decir que en una larga serie de pruebas el su

ceso A tampoco ocurrirá. 

De acuerdo con el principio A se puede solo afirmar que si 

P(A) > O y n es un número grande la relación m/n será pequeña. 

§3. OBSERVACIONES TERMINOLÓGICAS. 

Hemos definido los objetos de nuestro estudio, sucesos alea 

torios como conjuntos. Muchos de los conceptos de la teoría de 

conjuntos; sin embargo, se denominan en la teoría de las proba

bilidades de forma diferente. 

Aquí presentamos una pequeña guía de estos conceptos: 

En la teoría de oonjiattoa Para loa auoeaoa áleatorioa 

1. A y B no se interceptan o 1. Los sucesos A y B no son com-
sea A*B - 0. patibles. 

2. A*B ••• A/ B 0 . 2. Los sucesos A,B,...,N no son 
compatibles. 

3. A*B ... N = X. 3. El suceso X está constituido 
por la realización simultánea 
de los sucesos A,B,•*.> N, 

(1) Comp. §4, formula (3). 
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4 . A U B U . . . UW = X. 

5. El complemento de un con
junto A. 

6. A - 0. 

7. A - fi 

8. £1 sistema U de conjun
tos A,,... ,A^ forma dis
tribución del conjunto fi 
si A2+A2+.. .+Afi = fi 
(aquí se supone que cual̂  
quier par de conjuntos 
A^ no se interceptan). 

9. S es subconjunto de A: 
B s A, 

4. El suceso X está constituido 
por la realización de por lo 
menos uno de los sucesos 
A, o, i t • , N. 

5. El suceso inverso A cons t i - -
tuído por la no aparición del 
suceso A. 

6. A es imposible. 

7. A necesariamente ocurre. 

8. La prueba U afirma que alguno 
de los sucesos A| ,A2, . . .,A|^ 
ocurre; los sucesos A|,A2,.-> 
A^ se llaman resultados posi 
bles de la prueba U. 

9. De la ocurrencia del suceso B 
necesariamente se desprende la 
ocurrencia de A. 

§4 . CONSECUENCIA INMEDIATA DE LOS AXIOMAS, PROBA

BILIDAD CONDICIONAL. TEOREMA DE BAYES. 

De A-tX •> fi y los axiomas I I I y IV se deduce que 

P(A) + P(A) - 1 

P(A) = 1 - PÍA) 

CD 

(2) 

Como fi B 0, entonces en particular 

P(0) (3) 

Si A,6, ,N no son compatibles, entonces del axioma IV 'se de

duce la fórmula 
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P(A*»f.. .4W) - P(A)+P(B)+.. .+P(W) (4) 

(teorema de la adición). 

Si P(A) > O, entonces la relación 

P(B/A) - ^ ^ (5) 

se llama p r o b a b i l i d a d c o n d i c i o n a l del suceso B en las condicio

nes de A. 

De (5) se deduce que 

P(AB) - P(B/A) •P(A) (6) 

La fórmula general se concluye por inducción 

P(AjA2.. .A^) - PiAj)PíA2/A^)PiA^/A^A2).. .P(A^/Aj.. .A^p (7) 

(teorema del producto). 

Fácilmente se demuestran las siguientes fórmulas: 

P(B/A) > O (8) 

P(Q/A) - 1 (9) 

P(B4C/A) - P(B/A) + P(C/A) (10) 

Comparando las fórmulas (8) y (10) con los axiomas II-IV, 

obtenemos que el sistema de conjunto F junto con la función 

P(B/A) (con el conjunto A fijo) forma un campo probabilístico. 

En consecuencia todos los teoremas demostrados para las proba

bilidades PíB) son ciertos para las probabilidades condiciona

les P(B/A) (con el suceso A fijo). 

Se demuestra fácilmente que 

P(A/A) = 1 (11) 
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De (6) y de la fórmula análoga P(AB) - P(A/B)P(B) obtenemos 

la fórmula 

P(A/B) - m m i n (12) 

P(B) 

este es el contenido del teorema de Bayes. 

lEOREMA (Probab i l idad comple ta ) . Supongamos que Ai+ 
. . . M "fi y B es un suceso cualquiera, entonces 

PiB) -P(ApP(B/A) +P(A2)P<B/A2)+.. .+P(A^)P(8/A^) (13) 

D e r o o s t r a c i ó n . De la igualdad B - A,B+. ..+A B entonces, de 

acuerdo con (4) P(B) - T 

t iene lugar la igualdad 

acuerdo con (4) P(B) - P(A,B)+...4P(A B) de acuerdo con (6) 
1 n 

P(A^B) - P(A^)P(B/A^) . 

TEOREMA (Bayes) . Supongcmos que A.-fA.+.. .-fA * íl y B es un 

suceso cualquiera, entonces 

PÍA ./B) - P(A4)P(BM>C) (14) 
^ P(ApP(B/Ap+.. .+P(A^)P(B/A^) 

D e m o s t r a c i ó n . De acuerdo con l a fórmula (12) 

P(A7B)-^^^^^^^/^> •^AV"^ P(B) 

Para la obtención de la fórmula (14) basta reemplazar la pro

babilidad P(B) por la expresión (13) según el teorema sobre 

'* probabilidad completa. 

(Los sucesos A..,A_, ...,A frecuentemente son llamados hipóte

sis y se dice que la fórmula (14) da la probabilidad P(A^/B) 
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de la hipótesis A^ después de la ocurrencia del suceso B; 

P(A/) significa con este caso la probabilidad apriori de Ay). 

§5. INDEPENOENCIA'. 

El concepto de independencia de dos o varias pruebas ocupa 

un lugar concentral en la teoría de las probabilidades. En efec

to, ya vimos, que la teoría de las probabilidades desde un puii 

to de vista matemático se puede examinar como una aplicación eŝ  

pecial de la teoría general de las funciones aditivas de los 

conjuntos. Es natural preguntarse, de qué forma la teoría de 

las probabilidades surgió como una gran ciencia autónoma, con 

sus propios métodos. 

Para responder a este interrogante hay que señalar la es

pecialización que reciben en la teoría de las probabilidades, 

los problemas generales, relacionados con las funciones aditî  

vas de los conjuntos. 

La situación de que nuestra función aditiva de conjuntos 

P = Pi») es no negativa y cumple la condición P(fi) = 1 no con

diciona aún el aparecimiento de nuevos problemas. Las magnitu

des aleatorias (ver Cap. 3) desde un punto de vista matemático 

representan funciones medibles (en relación a F) y sus esperan

zas matemáticas las constituyen las integrales abstractas de 

Lebesgue. Esta analogía por primera vez y completamente fué 

explicada en los trabajos de Frechet . 

(i) Comp. Frechet [l] y [2]. 
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La introducción de los conceptos recordados no pueden, en 

consecuencia, servir aún de base para el desarrollo de una 

teoría original y grande. 

Históricamente la independencia de las pruebas y de las 

magnitudes aleatorias representan los conceptos matemáticos 

que le dieron a la teoría de las probabilidades su raago pro

pio. Los trabajos clásicos de Laplace, Pcisson, Chebishev, Mar

kov, Liapunov, Mises y Bemshtein fundamentalmente están dedi

cados al estudio de series de magnitudes aleatorias indepen

dientes. 

Si en las nuevas investigaciones (de Markov, Bemshtein y 

otros) frecuentemente se prescinde de la suposición de inde

pendencia total, entonces resulta, indispensable para la.obtea 

ción de los resultados significativos introducir suposiciones 

menos fuertes, (ver en este Cap. §6 sobre las Cadenas de Mar

kov) . Llegamos, en consecuencia, a ver en los conceptos de in

dependencia por lo menos los primeros brotes de peculiaridad 

de la problemática de la teoría de las probabilidades. 

Esta Sittiación será poco profundizada en este libro por 

que nos dedicaremos principalmente solo a las preparaciones 

lógicas de las investigaciones teórico probabilisticas. 

A este respecto uno de los principales problemas de la f í 

losofía de las ciencias naturales, después de la explicación 

de la famosa pregunta sobre la esencia del concepto de proba

bilidad, lo representa la explicación y precisión de las pre

misas, en las cuales fenómenos reales dados se pueden exminar 

como independientes. 

Esta pregunta se sale, sin embargo, de los límites de es

te libro. 
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Pasamos a l a definición de independencia. Supongamos que 

están dadas n pruebas Û  \ u \ . . . t U o sea n desar ro l los . 

fl - A^̂ ^ + A '̂̂ ^ +...+AJfi i l ' 1 , 2 n) 
1 2 '̂ vt 

de ntiestro conjunto base fi en suma (inconqtatibles) de sucesoa 

Entonces se puede dar r - r . r ^ . . - r - d e probabil idades. 

%k2'"k^'nAÍ^^AÍ^K..AÍ'¡^)>.0 

cualquiera con la condición única^^^. 

/ ''felfeo...fe - 1 (1) 
ikl,k2%^^',ky^) 

DEFIHICION 1 . Las pTuebos U^^^,U^^\,..,U^'^^ se UamardnIn
dependientes s l para cualquier fej,,fe2,...,fe^ tiene lugar la 
Igualdad 

P(AÍ»A^'...AÍJ>).P(AÍl^mf>)..P(AÍf) . (2) 

En las r ecuaciones de (2) se tiene solo A.-(A..+. ..+t ) + 

(n-1) ecuaciones independientes^^'. 

(1) El campo probabilístico con probédjílidades arbitrarias que 
cumpla solo las condiciones mencionadas se puede construir de 
la siguiente manera: el conjunto fi lo compone r. elenentos 
'•'felfea* ".^n y ^^^ correspondientes probabilidades serán Pfe.fej*-
fejj y Ajip-Í se define como el conjunto de todos los *»'feife2...fe» 
paradlos cuales fe^ = fe. 

(2) En efecto en el caso de independencia se puede escoger .ar
bitrariamente solo r^+r.2+"-+ryi probabilidades P ¿ ^ « P íAj^^ ) , 
de tal manera que cumpla las n condiciones EpCw = 1. En cons£ 
cuencia en el caso general tenemos r - 1 grados de libertad y en 
el caso de independencia solo A.ĵ +.. .+>l̂ -n. 
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TEOREMA 1. S l i a s pruebas ü^^\u^^\...,U^**^ son Independien 
tes, entonces por todo m im < n) tas pruebas U^'*'^,U^'*'^',..., 
U '̂̂ ^ también serán Independlentes^^^. 

En caso de independencia t iene lugar la igualdad 

P(A^f»>A|^^2>...A^>) = P(A¿f>>)P(A¿f2^...P(A^>) (3) 

(Se supone que los Iĵ ^ son diferentes). 

DEFINICIcm 2 . Los Sucesos A^,A2,...,A„ se llaman Indepen
dientes s l los desarrollos [de las pruebas) 

fi - A^+Á|^ (fe « l , 2 , . . . , n ) 

son Independientes. 

En este caso -t. • A- -...• A - 2, A - 2 en consecuen-

cia de los 2 ecuaciones se tienen solo 2 -n-1 ecuaciones in

dependientes. 

Para la independencia de los sucesos A.,A.,...,A es necê  

sario y suficiente que se.cumpla la siguiente condición : 

(i) Para la demostración es suficiente establecer que de la 
independencia de los n desarẑ ollos se deduce la independencia 
de los n-1 primeros de ellos. Además que la ecuación (2) se 
cimiple. Entonces 

P<A^fA[^='...Al-", = |^P(AU'Alf...A^«>, 

• ''(A^><AÍ^>)...P(A<--^') i^P(AÍ:', 

- P(A"')P(A<2')...P(A<"-") 

_____ Rl fe2 K^_i 

(2) Comparar S.N. Bemshtein [l], p.17-57. El lector puede com
probar esto sin dificultad (por inducción). 
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P(A^jA^2- • --^V - ^(A^i>^(A^2^ • • -PíA^ • (*) 

»i - 1,2, ...,n; 1 «-¿j < -¿2'^...<^ < n. 

Todas estas ecuaciones son independientes entre sí. 

En particular si n - 2 obtenemos de (4) solo uno (2^-2-1 • 1) 

condición para la independencia de dos sucesos A, y A-

P(AjA2) - P(A^)P(A2) (5) 

El sistema (2) está constituido en este caso además de (5) por 

tres ecuaciones: 

PiA^^j) - P(ApP(Í2) . 

P ( \ A ^ ) - P(XpP(A2) , 

Piljl^^ - Pi\)PiA2) 

las cuales se deducen de (5)^ . 

Es bueno anotar que la independencia "par" de los sucesos 

A|,A.,...,A o sea de las relaciones 

P(A^Ay) - P(A^)P(Ay) i l lí i). 

En el caso n > 2 no se desprende la independencia de estos su

cesos (para e! 

igualdades (4)). 

(2) 
cesos (para ello es necesario el cumplimiento de todas las 

(1) P(AiA2) = P(A^)-P(A/2> = P(Ai)-P(A^)P(A2) 

= P(A^) [l-P(A2)] = P(A^)P(A2), etc... 

(2) Esto se demuestra con el siguiente ejemplo sencillo (Bemdi-
tein): el conjunto fi está cc«npuesto de cuatro elementos b>̂,(i)2> 
(1)3,tA)̂, las correspondientes probabilidades elementales p^,P2» 
p^tPni se suponen iguales a Ju y A = {ÜJ^,(»)2}, B = {üJĵ jUg} y 
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En la introducción del concepto de independencia no utili

zamos la probabilidad condicional. 

Nuestro objetivo fue en lo posible explicar con claridad 

la esencia de este concepto desde un punto de vista puramente 

matemático. 

Su aplicación se fundamenta, sin embargo, de manera prin

cipal en las propiedades de algunas probabilidades condiciona

les. Si suponemos que todas las probabilidadea son positivas, 

entonces de las ecuaciones (3) se deduce que 

P(A^^/ A | ^ ^ I U ^ ^ 2 ^ . . A ^ 1 ^ - P(A^^) (6) 

Lo cont rar io , de l a s fórmulaa (6) se deduce según e l teorema 

del producto (fórmula (7 ) , §4) l a s fórmulas ( 2 ) . Tenemos en

tonces e l s iguiente teorema. 

TEOREMA 2, Sl las probabilidades de todos los A^son posi
tivas, las pruebas Û  ,U^^\...,U^"' son Independientes s l y 
sólo s l se ampie la siguiente condición: La probabilidad con
dicional, del resultado A^^' respecto a hipótesis que. las prue
bas U^^^^,U^^^^,,,,,U^*'^ hayan obtenido los rasuUtados A f̂̂ , 

- {W^,(«)H}. Entonces es f á c i l calcular que 

P(A) = P(B) = P(C) = %, 

P(AB) = PiPÍL) = P(AC) = k = (ís)^, 

P(A8C) = Jí ?í (%)^. 

( i ) Para la demostración conviene recordar l a definición de 
probabilidad condicional (fórmula (5 ) , i4) y cambiar l a proba 
bi l idad de l a intercepción por e l producto de l a s probabi l i 
dades según l a fórmula (3 ) . 
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A '̂̂ )̂ f^^l)^ y ¿ ^ iQ^j^ a ^ probabilidad PíA^}). 

Con base en la fórmula (4) análogamente se demuestra el si

guiente teorema. 

TBORSIA 3. Sl todas las probabilidades P(A )̂ son positivas, 
entonces Aj,A2,...,A^ son Independientes s l y sólo s l 

P(A^/Afe ,Afe , . . . ,Afe ) - P(Ap (7) 

parja todo fe,fej,fe2,...,fe£ dlierentes entre s l . 

En par t i cu la r para n - 2 la condición (7) se transforma en 

dos ecuaciones 

P(A,/A.) - P(A,) 
^ ^ (8) 

P(Aj/A2) - P(Aj) 

Fácilmente se comprueba que solo la primera de l a s ecuacio

nes de (8) es necesaria y suf ic iente para la independencia de 

Aĵ  y A2 s i P(Aj) > 0. 

§6 . PROBABILIDAD CONDICIONAL COMO MAGNITUDES 

ALEATORIAS. CADENAS DE MARKOV. 

Supongamos que U es un desarrol lo del conjunto base fi 

fi - Aj + A2 + . . . + A^ 

y C = C(<i>) una función rea l de los sucesos elementales o) la 

cual es cada conjunto A. toma los valores x •: 
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C(w) - I VAy(«) 
l ' l ^ ^ 

donde Í /^AIÚ) es la función indicadora del conjunto A^ o sea 

U^tw) - 1 si w a: A^ y IA¿(UÍ) - O si W «:Í^. 

En este caso se dice que ̂  es una magnitud aleatoria que 

toma un finito número de valores x . , . . . , X ^ y 

m 
MC - I x,P(A.) 

1=1*- ^ 

se llama la esperanza matemática de la aleatoria C. 

La teoría de las magnitudes aleatorias y su esperanza ma

temática será desarrollada en el tercer y cuarto capítulo sin 

limitamos solo a las magnitudes aleatorias que puedan tomar 

solo un número finito de diferentes valores. 

D^INICION 1. La magnitud aleatoria que en cada conjunto 
A. toma los valores PíB/A.) la Uanamos probabilidad condlclo-

A, A, 

nal del suceso B después de la prueba dada U y la denotamos •. 
por P(B/Ü)(ü)), o sencillamente PíB/U): 

PiB/U) - I P(B/Ay)lA.(ü)). 
^-1 '*• 

Dos pruebas U y U son independientes si y sólo si 

P(Â .̂ ^ /U^^^) - PiA^.^h» I ' l,2,...,m,. 

Dadas las pruebas u(l>,U(2)....,uí'*í por üí^^üí^)^ ^(n) deno

tamos la prueba que corresponde al desarrollo del conjunto fi 

en los productos A^}^A^P . . . ^ / ^ ^ . 

Las pruebas U ,U ,...,(/ son independientes si y só 



30 

lo si P i A { ^ ' ^ / U ^ ^ h ^ ^ \ , , U ^ ^ ' ^ h - PiA^.^h para cualquier fe e 
y(0 ^ ^ 

DEFINICIÓN 2 . La sucesUSn de pruebas U ^ ^ \ u ^ ^ \ . . . , U ^ ' ^ \ . , . 

iorma una cadena de Markov, s l para cualquier k e I 

P(A<>)/U(l)ü<2)...ü(fe-1)) - P(A(fe)/ü<fe-l>). 

Las cadenas de Markov constituyen una generalización natu

ral de las sucesiones de pruebas independientes. Si ponemos 

p j j (»H,n) - P(AJ**VAJ"'^, m < n 

entonces la fórmula principal de teoría de las cadenas de Mar

kov tomará la siguiente forma 

^ l , . l í̂ '"> " I ^ l U ('̂ ''"JPv̂ f (»"»«> k < m < n (1) 

denotando la matriz ||PAfCM̂ '"»'̂ î P°' PÍ^>n) podemos escribir 

pik,n) - pik,m)pim,n) k<m<n (2) 

a (1) así^*^ 

(i) La necesidad de estas condiciones se deduce del Teorema 2 
§5 y que ellas también son suficientes, se concluye del teor£ 
ma del producto (fórmula (7) §4). 

(2) Sobre el sucesivo desarrollo de la teoría de cadenas de Mar
kov. Ver R. von Mises [l], §16 y B. Hostinsky, Methodes genéra
les du calcul des probabilités, M&n. Sci. Math. 52, París, 1931. 
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CAPITULO I I 

§ 1 . ESPACIOS PROBABILÍSTICOS INFINITOS. 

AXIOMA DE CONTINUIDAD. 

Denotáramos de ordinario, por ílAig la intersección de los 

conjuntos A^ (número f i n i t o e in f in i to ) y por n j ^ su unión. 

En e l caso que los conjuntos A^ no se intersecten, a l a unión 

U A,„ la llamaremos auaa y denotaremos ^ A^. En consecuencia 

U A^ - AjUA2UA3U..., 
m 

m 

fl A^ - AjAjAg ... 

En las sucesivas afirmaciones que examinaremos además de los 

Axiomas 1-4 (Cap.I §1) se cumple también el siguiente axioma 

de continuidad. 

5. Para la sucesión decreciente 

A, 2 A- 3 ... .3 A„ 2 ... (1) 
X z n 

de sucesos de f tales que 

n A - 0 (2) 
n 

tenemos la igualdad 

lim P(A ) - 0. (3) 
n »* 

En todo el material sucesivo llamaremos campo p r o b a b i Z i a -
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•Hoo solo a los campos probabilísticos (fi,f,P) en el sentido 

examinado en el Cap.Ij que además cumplen el Axioma 5. A los 

campos probabilísticos en el sentido del Cap.I, se les puede 

llamar campos probabilísticos en un sentido amplio. 

Si el sistema de conjuntos F es finito, el axioma 5 se de

duce de los axiomas 1-4. En efecto, en este caso solo existe 

un número finito de diferentes conjuntos en la sucesión (1). 

Supongamos que A^ es el menor conjunto entre ellos, entonces 

todos los conjuntos A< ^ coinciden con Ar y obtenemos 

^ ' ^ ' k + l ' ^ ^ n ' ^ n 

lim P(A^) = P(0) - 0. 
n 

Todos los ejemplos con espacios probabilísticos finitos 

del Cap.I cumplen, su consecuencia, también el axioma 5. Así 

el sistema de axiomas 1-4, no es contradictorio. 

Al contrario, para los campbs infinitos el axioma de con

tinuidad 5 es independiente de los axiomas 1-4, ya que el nne 

vo axioma es esencial solo para los campos probabilísticos in 

finitos, resulta casi imposible explicar su significado empí

rico, como lo hicimos para los axiomas 1-4 en §2 del Cap.I. 

En la descripción de algún proceso aleatorio real se pue

den obtener solo espacios probabilísticos finitos. 

Los campos aparecen solo como una idealización de los es

quemas de los fenómenos reales. Nos limitaremos a los esquemas 

que cumplen el Axioma 5. Esta limitación resulta racional en 

las más diferentes investigaciones. 
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TEOREMA 1. (GaTeralizacion del tecxrama de l a sana) 

Sl Aj,A2,... ,A , . . . pertenecen a f y 

A - I A : (4) 

n 

entonces 

PiA) ' I P(A ) . (5) 
n " 

DeiiK>straci6n. Denotemos 

R . y A 

" nén *" 
es claro que 

y por el Axioma 5 

n i!„ - 0 
n 

lim P í R ) = O (6) 
n » 

Por otro lado, según el teorema de la suma 

P(A) = P(Aj)+,. .+P(A^) + P ( y . (7) 

De (6) y (7) se deduce (5). 

Así hemos demostrado que la probabilidad P = P i * ) es una 

función numeráble-aditiva de conjuntos en f . 

Al contrario, los axiomas 4 y 5 tienen lugar para toda fun 

ción numerable-aditiva de conjuntos en cualquier álgebra de o m 

juntos f .Se define el concepto de campo probabilístico de 

la siguiente manera. 

Si fi es un conjunto cualquiera, f un álgebra de subconjun

tos de fi y P « P i * ) una función numerable-aditiva no negativa, 

definida en f que cumple con la condición P(fi) = 1. 

(1) Ver Kolmogorov y Fomin. 
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Entonces e l sistema (fi,/,P) constituye un campo probabilís 

t i c o . 

TBOIQBMA 2. (Sobre e l recubrimiento) . S^ A,A.,A2,...,A ,... 
pertenecen a f y 

A s ü A ^ (8) 

entonces 

PiA)KlPiA^), (9) 
n 

Demostración, ya que 

A - A(UA )̂ - AiA^+A^^+AJÍ^l2 +-"^ 

entonces 

P(A) - P(AAj)+P(AA2Xj)+... < P(Aj)+P(A2)+. 

§ 2 . CAMPOS PROBABILÍSTICOS DE BOREL. 

El álgebra f de subconjuntos del conjunto fi se llama á lge 

bra de Borel s i todas l a s sumas numerables ¿A de conjuntos A 
_ . n "• "• 

de 7 pertenecen a f. Las álgebras de Borel son llamadas tam

bién a-álgebras . 

De l a fórmula 

U A^ - Aj + A ^ i •'•A/1^2 ''•• • * ^^^ 
n 

se puede concluir que la a-álgebra contiene también todos los 

conjuntos UA , compuesto de un número contable de conjuntos 
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A„. De la fórmula n 

se deduce lo mismo para la intersección de conjuntos. 

El campo probabilístico (fi,f̂ ,P) se llama casqio probabilís

tico de Borel si el álgebra f correspondiente es un álgebra de 

Borel. 

En los campos de Borel la teoría de las probabilidades ob

tienen una libertad confíete de acción sin peligro de llegar 

a sucesos que no tengan ninguna probabilidad. Ahora nostramos 

que es posible limitarse al exaaien solo de los campos probabi

lísticos de Borel. Esto será concluido del así llamado teore

ma sobra extensión al cual pasaremos ahora. 

Dado el campo probabilístico <fi,1'̂ ,P>> Como as sabido^ \ 

existe tma a-álgebra mínima f - GCf^} qae contiene a-f^. 

(sobre extensión). Una iunclón mmerable-adltlva 
no negativa de conjuntos P « P(') deilnlda en (fi,fo) siempre, 
puede extenderse ^nservando sus propiedades no negativa y nu-
merable-adltlvá) a todos los conjuntos d e f ' a(fQ) y además 
esta extenslSñ es Snlaa. 

El álgebra de Borel f « a(f^) junto con la extensión de la 

función de conjuntos P « P(«) conformad un campo probabilísti

co (n,9^»P). Este campo ea llamado caaqio probabilístico aaqpliaDL 

do de Borel (fi,?',P). 

(l) F. Hausdorff. Teoría de Conjuntos, Ed. Estatal. Moscú 
1937; A.N. Kolmogorov , S.V. Fomfn, Elementos de la Teoría 
de Funciones. 
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La demostración del teorema sobre extensión, la cual se 

relaciona a la teoría de funciones aditivas de conjuntos y 

que debe ser conocida en diferentes tratados, se desarrolla 

siguiendo el siguiente esquema. 

Dado A un subconjunto cualquiera de fi. 

JL 

Definimos' P (A) como la cota inferior de las sumas 

I P(A„). 

Para todos los cubrimientos 

n 

del conjunto A con un número finito o numerable de conjuntos 

A^ de f . Fácilmente se demuestra que es la medida exterior en 

el sentido de Caratheodory . De acuerdo con el teoreim sobre 

cubrijaientofi-(§1)4 P* (A) coincide con P(A)para- todos los con

juntos de "f̂ é Seguidamente se demuestra' que todos los conjuntos 

de f^. Seguidamente se demuestra que todos los conjuntos de f 

son medibles éa. el sentido de.Caratheodory. Ya que los conjun

tos medibles conforman ún a-álgebra entonces todos los conjun

tos de O Í ^ Q ) son medibles. 

La función de conjuntos P (A) es numerable aditiva en 

a(7' ) y en (í* ) podemos colocar 

P(A) = P*(A). 

Gqn esto queda demostrada la existencia de la extensión. 

La unicidad de la extensión se deduce de la propiedad de míni

mo del álgebra o í f ^ ). 

(i) C. Caratheodory, Vorlesrugen über reele Funktionen, Teub
ner, Berlín und Leipzig, 1918, p. 237-258; A.N. Kolmogdrov , 
S.V. Fomin Cap.V, §3. 
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OBSERVACIÓN. Si el conjunto (suceso) A de f puede tener sen 

tido en calidad real y de observación (aunque sea aproximado) 

de sucesos, entonces de esto aún no se deduce que los conjun

tos del álgebra ampliado o ( J / ^ permitan la misma interpreta

ción en calidad de observación de sucesos reales. 

Puede ocurrir que el campo probabilístico i^ tJ^yP) se exa

mina en calidad (aunque sea idealizado) de imagen de sucesos 

aleatorios reales al mismo tiempo que el canq>o probabilístico 

ampliado Í Ü , O ( J / Q ) , P ) es solo una construcción puramente materna 

tica. 

Los conjuntos de a(7' ) los examinamos solo como "sucesos 

ideales" a los cuales no corresponde nada en el mundo externo. 

Sin eiid>argo, si las afirmaciones que utilizan las probabilida

des de estos sucesos ideales nos llevan a la definición de pr£ 

habilidad de un suceso real de 'f^, entonces esta definición 

automáticamente será no contradictorio desde el punto de vista 

empírico. 

* 

§ 3 . EJEMPLOS DE CAMPOS PROBABILÍSTICOS INFINITOS 

1, En e l primer capítulo §1 construímos diferentes campos pro

bab i l í s t i cos f i n i t o s . Supongamos ahora que 

fi = {Wj ,W2»- - . } 

en cada conjunto numerable y f coincide con el conjunto de to

dos los subconjuntos del fi. Todos los posibles campos probabi

lísticos con conjimtos f como estos se obtienen de la siguien 

te forma: 
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Se toma una sucesión de números negativos i p } que cumplan 
n 

la condición 

Pj + p2 +•• • - 1 

y para cada conjunto A se pone 

P(A) . l ' p 
n 

en donde la suma ¿ se extiende a todos los índices n, para 

los cuales u pertenecen a A. 

Estos campos probabilísticos son de Borel. 

2. Ahora se supone que fi está constituido por la recta real S. 

Inicialmente f̂  está formada de todas las sumas finitas de los 

semiseg^entos [a,b) • {o) : a < u < b} (aquí examinamos junto 

con los intervalos propios con a y b finitos, los intervalos 

impropios [-««b), [a,-H») y [-«,+»)). Fácilmente se ve que f^ 

es álgebra. Según el teorema sobre la extensión es posible a 

cada campo probabilístico (fi,̂ o*̂ ) ampliarlo hasta un campo 

similar (fi,a(?'p),P). El sistei&a de conjuntos f = O Í ^ Q ) en nues

tro caso está constituido como un sistema de todos los conjun 

tos de Borel de la recta real. 

3. Si fi •> R la recta de números reales y f está formado por 

todos los conjuntos de Borel de esta recta. Para la construc

ción del espacio probabilístico con el álgebra de Borel dada 

f es suficiente definir en los conjuntos A ^ f cualquier fun

ción de conjuntos numerables-aditiva, no negativa P(A), que 

cumpla la condición P(fi) " 1. 

Esta función, ccmio es sabido se define por 

(1) Ver A. Lebesgue, Integración y búsqueda de funciones prini 
tivas. 
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con sus valores 

P{[-~,x)} = F(x) (1) 

para los intervalos especiales [-<», x). 

La función F • F(x) se llama función de distribución 0). l&a 

adelante se demostrará (Cap.III, §2) que F(x) no es decrecien^ 

te, continua por la izquierda y tiene los siguientes valores 

límites 

lim F(x) - F(-«) - O 
X-*-o> 

i l ) 
lim F(x) - F(-H») » 1 

X-H«> 

Lo contrario, dada una F « F(x), que cumpla estas condiciones, 

entonces sieiiq>re se puede definir una función de conjuntos mi 

nerable-aditiva, no negativa P(A) tal que P(fi) * 1^ '̂  

4. Ahora por conjunto fundamental fi tomaremos el espacio eu-

clideo n-dimensional de coordenadas R o sea el conjunto de 

todas las n-plas ordenadas de números reales u « {x.,X2, .~,X^}. 

El sistema f e s t á formado por todos los conjuntos de Borel^ ' 

en el espacio R :. En base al análisis-'análogo hecho en el ejem 

pío 2, pódenos examinar el conjunto más reducido por ejemplo 

el sist^aa de todos los intervalos n-dimensionales. 

Aquí como función probabilística P(A) podemos tomar cual

quier función de conjuntos numerable-aditiva, no negativa, de 

finida en ?* y que cumpla la condición P(fi) « 1. 

(i) Ver Kolmog<Jrov y Fomin 

(2) La definición de conjuntos de Borel en R , ver Hausdorff 
Teoría de Conjuntos. 
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Esta función de conjuntos se define uniformemente, si da

mos sus valores 

^Í^ai»a2»'"'%^ " F(aj,a2 a^) (3) 

para los conjuntos especiales Aaj,a2 a ^ donde Aaj,a2. •.•»% 

denota el conjunto de todos los lú para los cuales 

X. < fly » >¿ • 1,2,...,«. 

No es difícil calcular que para los conjuntos 

" a l l Z a l ' •̂•*î *i<í'i %< \< y 
la probabilidad 

^Kulla") ' <̂̂1 ^) - J/(^l'-'^^-l'V^^+l'-^^> 

-*- Jy'^í^i-'^.t-i'V^x+i'-'Vi*v^'+i V -••• 

+ (-l)"F(£ij,...,a^). 

En este caso, como función F í a . . , . . . , a ^ podemos escoger cual

quier función continua por la izquierda, no decreciente para 

todas las variables y para la cual la expresión de la derecha 

de (4) sea no negativa para todo a . 4 b . , I • l,...,n y que 

cnxapla las siguientes condiciones: 

lim F(aj,...,a^) = f̂ Ĉ j» •-•«^.IÍ-^J^^+I»•••»%) " O» 

(5) 

l i m F(aj,...,a^) = F(+» -H») = 1. 
a,-»-+«',... ,a-̂ -H» 
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La función Fia.,,..., a ) se llama función de distribución 
i n 

de las variables Xj,...,X . 

El análisis de los campos probabilísticos del tipo arriba 

definido es suficiente para todos los problemas clásicos de la 

teoría de las probabilidades . En particular, la función prjo 

babilística en R puede ser definida de la siguiente manera: 

Se tima cualquier función no negativa definida en R , 

lí " i i X i , . " , X ^ ) tal que 

J . . . \ i i x ^ , . . . , x ^ ) d x y . . d x ^ = 1 
—00 

y se pone 

(6) P(A) = j ...J^(Xj,...,x^)dXj...cíx^ 

En este caso, la función ^(x.,...,x ) es la densidad de la pro 

habilidad en el punto (x.,...,x ) (ver Cap.III, §2). 

Otro tipo de función probabilística en R se obtiene de la 

siguiente manera: si (Ü)^} es una sucesión de puntos de R y 

{p •} una sucesión de reales no negativos tales que Z p ^ ' 1. 

Entonces, así como en el ejemplo 1, se toma P(A) = 2; p . las 

sumas Z se extienden a todos los índices I para los cuales 
I 

tt)^ pertenecen a A. Los dos tipos de funciones probabilísticas 

en R aquí recordados no agotan todas las posibilidades a pe

sar que ellas son suficientes en las aplicaciones de la teoría 

de las probabilidades. 

Se puede, sin embargo, imaginarse, además de los ejemplos 

(1) Comparar con R. von Mises [l]. Aquí se exige la existencia 
de las probabilidades para todos los posibles conjuntos del e£ 
pació w-dimensional. 
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clásicos otros problemas interesantea para la aplicación en los 

cuales los sucesos elementales se definen con ayuda de un núme

ro infinito de coordenadas. 

Estos campos probabilísticos los examinaremos más de cerca 

después de introducir algunos conceptos auxiliares, (ver Cap. 

III §3). 
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CAPITUU) I I I 

VARIABLES ALEATORIAS 

§1. FUNCIONES PROBABILÍSTICAS. 

Supongamos que está dada la relación del conjunto fi al con

junto X,. constituida de cualquier clase de elementos, o sea de

finida en fi la función unívoca ^ - ^(OD) cuyos valores pertene

cen al conjunto X. A cada subconjunto A de X le pononos en co

rrespondencia en calidad de preimagen en fi al conjunto C (A) 

de todos los elementos de fi que están relacionados con uno de 

los elementos de A. Supongamos, además, que f p es va sistema 

de todos los subconjuntos A de X cuyas preiidlngenés pertenecen 

al álgebra de conjuntaos f* 

El sistema f e entonces es también un álgebra. Si en estas 

condiciones f e a un álgebra de Borel entonces fp tasibién lo es. 

SiqMngaaos, ahora, f oe 

P^iA) - Pír^CA)} . (1) 

Esta función de conjuntos P^ definida en f^ ctosple con respec

to al álgebra fp todos los axiomas 1-4 y en consecuencia es um 

función probabilística ea f p . Antes de pasar a la demostración 

de todos estos hechos, formularemos las siguientes condiciixiea. 

OEFINICIOII. OcuÉt l a iunclón univoca % » ̂ (u) c{e¿ suceso 

aleatorio w. Entoncu la iunclón P^ deUnlda por la iórmula 
[1] se llana iunclón probabilística de í . 
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OBSERVACIÓN 1. En el análisis del campo probabilístico (fi, 

f , P ) a la función P se llama fimción de probabilidad o senci

llamente probabilidad, Pr función probabilística de ̂ . En el 

caso en que C(u) sea «ti> p£-(A) coincide con P(A). 

OBSERVACIÓN 2. El suceso C (A) está compuesto por todos 

los C(w) pertenecientes al conjunto (A). En cbnsecuencia P^(A), 

es la probabilidad de que ^iiú) c A. 

A nosotros nos queda por demostrar las propiedades arriba 

mencionadas para fp y P r . Ella se desprende, sin enibargo de 

un único hecho que es el siguiente: 

LEMA. La suma, Intersección y dlierencla de cualquier conjun 
to preimagen C (A) es preimagen de la respectiva suma Inter
sección o dlierencla de los conjuntos de A. 

Demostración. La demostración de este lema se recomienda co

mo entrenamiento al lector. 

Supongamos, ahora que A y B son dos conjuntos de f p , sus 

preimagenes A y B pertenecen entonces a I*. Ya que f es un" 

álgebra, entonces los conjuntos A*8', A'+B'yA'/B' también per 

tenecen a f. Pero todos estos conjuntos son preimagenes délos 

conjuntos AB, A+B y A/B en consecuencia los últimos conjuntos 

pertenecen a f p . Así hemos demostrado que fp es un álgebra. 

De la misma forma se denmestra que si f̂  es un álgebra de Borel, 

entonces f c tasibién lo es. 

Está claro que P^(X) = P i C ^ i X ) } = P(fi) - 1. -

Que Pp siempre es no negativa es también ún hecho en consecuea 

cia queda por demostrar que Pp es finito-aditiva (ver al fi

nal del parágrafo 1 Cap.II). 
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-1, Así, sea los conjuntos A^ y sus preimángoaes C (Â )̂ en

tonces 

PfdA )̂ - m'hiA^)) 
n *i 

- pií r^A„)} - iPír^A^)} - 1 p (A )̂, 
K It #1 

y con esto queda demostrado la finitud y actividad de Pr-. 

Por último anotaremos lo siguiente si ^ . ' Ci((*>) ̂ ^ una 

función de fi en X. y C^ " ^«(x.) otra función de X. en X-, En

tonces la función compuesta 5(a)) • ^oE^i (<*>)] ̂ ^ una función 

del conjunto fi en X^. 

Excrainaremos ahora las funciones probabilísticas P̂ i(A-|) y 

''C2̂ 2̂̂  para las funciones C,(u) y C((iJ) « C2[^i^^^^* ^^^^ 

dos funciones probabilísticas están relacionadas como puede 

fácilmente calcularse de la siguiente manera: 

^C^V - P5iíe''(A2)}. (2) 

§2. DEFINICIÓN DE VARIABLES ALEATORIAS Y 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN. 

DEFINICIÓN 1. La iuMÁJÓn real univoca C " íitu) deilnlda en el 
conjunto fyindamental ü se llama variable aleatoria s l para 
cualquier escogencia de un número rejal x el conjunto (C < x} 
de todos los o) para los cuales se cumple la desigualdad 
C(<i)) < X pertenece al sistema de conjunto de F. 

Esta función ^(u) aplica al conjunto fundamental fi al con-
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junto R da todos los números reales. Nuestra definición de va

riable aleatoria puade ser formulada asi: 

La función C " ̂ (u) «• una variable aleatoria si y sólo si f^ 

contiena cada uno da los intervalos áai tipo (-»,a). 

Ya que Fr es un álgebra antoneflta alia contiina junto con 

loa intervalos i - » t a ) todos laa posibles svoias finitas da sa-

misagmantos [d, b). Si nueatro cuq>o probabilístico as de Borel 

entonces f y f^ son álgebras da Borel; en conaacueaeia en este 

caso f e contiene todos los conjuntos R de Borel. La función pr£ 

babilística Pp de la variable aleatoria ̂  está definida por to

dos los conjuntos A del álgebra fr. 

En particular, an al caso de que el campo probabilístico 

as de Borel P» está definido para todos los conjuntos R de Bo

rel. 

DEFINICIÓN 2. La iunoLSn 

Fg(x) - P^(-,x) - P i í i t ú ) < x). 

donde -» y +» se permiten en calidad de valores de x se t i m a 

iunclón de dlstrlbucldn de la variable aleaJtorla t» Ve l a de-

ilnlcUSn tenemos 

Fg(-oo) - o, F (̂4oo) - 1 (1) 

La probabilidad de que se cumpla la desigualdad a < ^ < b 

vimia dada por la fórmula 

P í a < C(ti)) < b) - P ^ i b ) -Fg(tt). (2) 

Da donde sa deduce que todo a < b. 

FgU) < Fg(fa). 
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Lo cual indica que Fr(x) es una función no decreciente. 

Sea a . < a^ <... a < ... •+ b entonces 

Ílíw.-Cíw) « [ a ^ , b ) ) - 0. 
n 

En consecuencia de acuerdo con los axiomas de continuidad 

Fg(b) - F^iay) - P{u :£(ü))« [a^,b)} . 

tiende a cero si n tiende a infinito. De aquí se ve claro que 

la función Fr(x) es continua por la izquierda. 

Análogamente se puede demostrar qtie: 

lim Fr(x) - Fp(-«») - 0. (3) 

limF£(x) - Fp(-»«) - 1. (4) 
X-̂ +<» 

Sl el camiK) probabilístico (fi,f,P) es de Borel, entonces 

los valores de la fundón probabilística P^(A) para todos los 

conjuntos de Borel A de R unívocamente se definen por los va

lores de la función de distribución F^(x) (ver Cap.II, §3,Cap. 

III). Ya que fundamentalmente solo nos interesan los valores 

de Pr(A) entonces la función de distribución juega un papel 

esencial en todo el desarrollo del material siguiente. 

Si la función de distribución Fr(X) es diferenciable enton 

ees la derivada de X 

ae llama densidad de probabilidad de ̂  en el punto X. Si para 

cada X 

FgU) - j i^iy)dy. 
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Entonces para cada conjunto de Borel A la función probabilís

tica de ^ puede ser escogida a través de i p i x ) la siguiente 

manera: 

PgíA) - í i^ix)dx . (5) 

En este caso se dice que la distribución de C as abaolutamente 

continua. En el caso general por analogía escribimos 

P^ÍA) - J dF^ix). (6) 
A 

Todos los conceptos introducidos hasta ahora pertenecen a una 

generalización para el caso de las probabilidades condiciona

les. La función de conjunto 

P^ÍA/B) - Píe « A/B } 

Es la función probabilística condicional de C para la hipótesis 

8 (se supone que PíB) > 0). La función no decreciente 

F^ix/B) - Píe < X/B } 

Es la función de distribución correspondiente y por último (en 

caso de diferenciación de Fc(x/B) ), 

Es la densidad de probabilidad condicional de ̂  en el punto X 

para la hipótesis B. 
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§3. FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN MULTIDIMENSIONAL. 

Sea ^11^2*...>^H* 1 variables aleatorias dadas. El punto 

C ' (Cii.'.f^M) <1̂ 1 aspacio n dimensional R es una función 

del suceso elemental (ti. En consecuencia por las reglas gener¿ 

les del §1 obtenemos el álgebra de conjuntos f^ <• f̂ .,..,̂ !̂  

compuestos de subconjuntos del espacio R , y las funciones pr£ 

babilísticas P^(A) - P^^ g^(A) definidas en f^ - fgi,..,5„. 

Esta función probabilística se llama n-dimensional de las va

riables C - (5i....,?„). 

El álgebra f p . , , . , F contiene (como puede deducirse déla 

definición de variable aleatoria) para cada escogencia I y a . , 

I ' l,2,...,n el conjunto de todos los puntos x - (X|,...,X^) 

« R ^ para los cuales X. < a . . En consecuencia f^,^..,^r con

tiene taid)ién las intersecciones de los conjuntos mencionados, 

0 sea el conjunto Aa,,*!, a de todos los puntos x • (X-, 

...,X ) « R*̂  para los cuales se cumple la desigualdad x^ < a¿, 

1 = 1,2,...,n^*^ 

Si llamamos semisegmento n-dimensional 

[aj,a2,...,a^; bj,b2,...,b^) 

al conjunto de todos los puntos R para los cuales se cunqplen 

todas las desigualdades a.* < X • < b • entonces, está claro, que 
\ t .t A* 

cada uno de estos intervalos también pertenece al álgebra 

[*2.a2,...,íi^; *'i»''2'**'»^n^ 

(i) X. pueden tomar también valores infinitos ±» 
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• Afai»b2i .•.ib^~Aaj,b2».».»b^~ Aa^,a2»b3, .Mib^'nbj^, ...,b^_l»a^ 

La dilatación da Borel del sistema da todos los semi-segmentos 

n-dimmsionalaa aatf compuesto da todos los conjuntos R de Bo 

r a l . Da dbnda se deduce que el álgebra Fr. . E„ en el caso da 

que e l casqto probabilístico sea da Borel eontiana todos los con 

juntos da Borel del eapacio R . 

TEOREMA. SI el cmpo probabilístico es de Borel y la iunclSn 
iÍKi,.,.,x^) tanélén lo es, entonces la iuncl/Sn i\ití) *^(Ci(u), 
...»C (̂<<))) de un número ilnlto de variables aZeAtorlas ĝ  > 
4i(u)»...*C^ " K îdi) tanélén es una variable aleatoria.. 

Para la dMnoatración es suficiente qua el conjunto de to
dos los puntos (X|^,X2*...«X^) de R*̂  para los cuales iiXj ,̂X2t 
. . . ,X ) < a as da Borel. In particular, todas las sumas f in i 
tas y productos de variablea aleatorias también aon variables 
aleatorias . 

DEFINICIÓN. La iunclón 

^ 5 i » - » 5 n ^ * l » - ' V • ^5i í CAxj,.„,x^) 

la llameónos iuncldn de distribución n-dlmenslonal de las varia 

bles aleatorias 5^,. . . ,5^. 

Como an al caso unidimensional sa demuestra que la función 
de distribución n-dimensional Fg,^,..^5^(Xj,...,Xjj) pata todas 
las variables es continua por la isquiedda. Análogamente a laa 
igualdadaa (3) y (4) de §2. 

xp^^^í Sn^'^l-'-'V 

• 5i».~»Srt'*i»."*»^y»l» *^l+l*"'*^n} " 
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i i « h l Ctt^*r--"V 

' h l Cn^+* + •) - 1 (2) 

La función de distribución Fr, E..(Xi» ...»X„) nos da direc-

tamente los valores de h l * " ' » ^ n *°^° ^^^^ ^°® conjuntos espe 

cíales AXI,...,XM> ^^^ embargo, si nuestro caiapo probabllfst¿ 

co es de Borel, entonces Pr, e xmívocamente se determina 

para los conjuntos de Borel a través de la función de distri-

buciÓnF^j Cní*l.---»V^'^-

Si existe la derivada 

3*» 
kv '»Kn^h*" '* \^ " &x,...&x„ hv"-*Kn^h*"'*\^ 

i n 

esta derivada i p , E..(x,,...,x„) la llamaremos densidad de 
"%l»...t*it 1 n 

probabilidad n-dimensional de las variables aleatorias ^^,.., 

^ f en el punto (x.,...,X ). 

Si para cada punto (x.,...,X ) 

^5i»-.Cní'^l»-»V " J '*• ¡ k i*"-*^ñ^yv" '*^n^ '^ l" ' ' ^n —OB —00 

entonces la distribución de C •• (Ci ^n^ ̂ ^ llama absoluta

mente continua. Para cada conjunto de Borel A ^ R tiene lugar 

la siguiente igualdad 

P5i..".Sn̂ A) - y j ^ - j i i ^ ^ , „ i ^ i y ^ , ^ , y ^ ) d y y . . d y ^ (3) 

Al final de este parágrafo anotaremos además una observación 

(i) Comp. Cap. II, §3, 4, 
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sobre la correspondencia entre las diferentes funciones proba

bilísticas y funciones de distribución. Pongamos que está dada 

la sustitución 

y denotamos p^ la transformación interna de R 

*fe " "-¿fe* ^ " 1»2, ...,n, 

entonces, queda claro que: 

Supongamos ahora'que X » njL(x) es la proyección del espacio 
n fe L 

R en el espacio R , k < n por la cual el punto X •> (x.,..,x^) 

sé relaciona con el punto x ' = (x.,...,XL) entonces, como con 

secuencia de la fórmula (2) §1. 

P5i..".CfeíA) -PCi,...,C^{n¡^(A)} . (5) 

Para las correspondientes funciones de distribución de (4) y 

(5) se deduce la igualdad 

hli,.„,íl^^^ll'""' 'ln^ ' h i , . . ' , í n^h ' ' " ' \ ^ ' 

^Ci Cfeí*i»*"»*fe) 

- ^̂ i C^Uj Xf̂ , +",...,+<»). 
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§4. PROBABILIDADES EN ESPACIOS INFINITOS. 

En el parágrafo 3 del Cap. II, vimos como se construye en 

diferentes campos probabilísticos aplicados en la teoría deprô  

habilidad. 

Podemos, sin embargo, imaginar interesantes problemas por 

su aplicabilidad en los cuales los sucesos elementales están 

definidos con la a3^da de un número infinito de coordenadas. 

Así podemos escoger un conjunto // de índices V de cualquier 

potencia TL* Fl conjunto de todos los sistemas 

" - { «v ̂  
de números reales X , en donde v recorre todo el conjunto i í l o 

llamaremos espacio R: (para la definición del elemento u del 

espacio R: debemoa poner en correspondencia a cada elemento 

del conjunto }í un número real X o lo que es lo mismo, definir 

una función real unívoca x^ definida en el conjunto }í para to

do elemento v ). 

Si el conjunto AT está compuesto de los n números nuevos na 

turales 1.2...n entonces Ii es el espacio R ordinario. Si es 

cogemos en calidad de conjunto X al conjunto de todos los nún^ 

ros reales R entonces el correspondiente espacio R!̂  (es igual) 

' Ji está compuesto de todas las funciones reales 

U) - { x^ } 

de argumento real t , - ^ < t < ^ , 

El conjunto I T para cualquier conjunto J í lo podemos tomar 

ahora como conjunto fundamental fi. Sea a> > {x^} elemento de fi. 

(i) Ccaiparar con F. Hausdorff. Teoría de Conjuntos. 
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por IIv2̂ ,...,V̂ Cw) denotaremos al punto i x ^ y \ 2 * " ' » ^ n } w-di-

mencional del eapacio R . El subconjunto A de fi lo llamaremos 

conjuntos cilindricos sl el se puede representar de la forma 

A - 11̂  y , C A n 

donde A' ea un subconjunto R . La clase de todos los conjuntos 

cilindricos coincida an consecuencia con la clase de todos los 

conjuntos que pueden ser definidos por la relación del siguien 

te tipo 

i(^l,^2 '̂ n̂  ' ° ^̂^ 

Para definir cualquier conjunto cilindrico 11̂  ̂ ^^^ Vwí^')P°' 

esta relación es suficiente tomar como i , la función que A' sea 

igual a cero y fuera de A' igual a la unidad. 

Los conjuntos cilindricos se llaman conjuntos cilindricos 

de Borel si respectivamante los conj tintos A' son de Boral. To

dos los conjuntos cilindricos^ ^ de Borel del espacio ̂  cons

tituyen un álgebra, la que en lo sucesivo denotaremos por r . 

(i) De los argiimentos anteriores se sigue que los conjuntos cî  
líhdricos de Borel son aquellos que pueden ser definidos con 
las relaciones de Borel (1). Sean ahora A y B dos conjuntos cî  
ifndricos definidos por las relaciones 

Entonces los conjuntos A+6, AB y A\6 se pueden definir respec
tivamente así - 2 2 

é*9 ' 0. r+3 - 0. i +hig) - O, 
donde fi(x) - O para X ;< O y hiO) » 1. Si i y g son funciones de 
Borel, entonces de Borel son también las funciones i g , i^+g^ y 
i ^ + h i g ) . En consecuencia, A+8, AB y A\B scm conjuntos cilindri
cos de Borel. Con esto se demuestra que W* es un álgebra. W. 
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La dilatación da Borel del álgebra f^ la danotareoos como 

siempre a ( J r ) . El conjunto del sistema o(f^) lo llamaremos con 

junto da Borel del eapacio R^. 

Seguidamente daremos el método para la constnieeión y 

nipulaciónconlaa funcionas probabilísticaa an f^ y an aoQia«> 

cuencia según el taorona aobre la prolongación tambián an 

En el caso de ntraerabllidad dal conjunto //obtenemos dees 

ta manara un campo probabllfatieo auficiente para todos nues

tros objetivos. 

Dominamos en consecuencia todas las praguntaa ralacionadaa 

con la numarabilidad da la sucaaión dâ  variables aleatorias. 

Si al conjunto//ea no numerable ántoncea nuctios subconjuntos 

da R̂ ^ quedan fuera da siatama o(f^). Por ajanplo; al conjunto 

de todos l#aal«Bantoa crpara les cualaa x^ aa cualquier éaco* 

gencia del £«lica v es menor que una magnitud eonatanta ft» o 

sea el conjunto {u t X^ < c, V * AO no pertenece al aistena 

a(r ) en el caso dal no numarabilidad da H» 

En consecuencia as bueno procurar obtener en lo posible la 

conversión da cualquier problema a la forma en la cual el es

pacio de todos los sucesos elementales u tiene solo un número 

de coordenadas. 

Supongamos qua en r está definida una función da probabi

lidad P. Cada coordenada x^ ̂ 1 a^eaao elemental o) pueda axaad 

narsa como vaifiabla aleatoria. Ea conaecuencia todo grupo fin¿ 

to (Xvi«Xv2*«***Xv») ^^ estas coordanadaa tienen una función 

probabilística H-dimenaional Pv.ivo ^'K^^^ ^ ""^ función 

de distribución correspondiente fvitV?*'* * * *VM(^I»'^2'* * ' * ^ n } ' 

Es claro que para todo conjunto cilindrico de Borel 
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A - n.^j^y2 v^(^') tiene lugar la siguiente igualdad 

P(A) " Pvi,V2t...»v^(A') 

además A* es un conjunto de Borel de R'^ De esta manera la fun

ción de ptobabilidad P es una función unívocamente definida en 

el fIg^ébra F^ de todos los conjuntos cilJ^ricós a través de 

los valores de todas las funciones probabilísticas finita para 

todos los conjuntos de Borel correspondientes al espacio R . 

Sin embargo, para los conjuntos de Borel los valores de la fun 

ción probabilística Pvi,V2» • .̂ nVij unívocamente se define a tra 

vés de las correspondientes funciones de distribución. En con

secuencia, hemos demostrado el siguiente teorema. 

TBÔ UEHh. El conjunto de todas las iunclones de distribución 
ilnltas F̂  2̂ v„ unívocamente deilne la iunclón de proba
bilidad P para todos los conjuntos de r . La iunclón de probabi 
tidad P iseg^ el teorema sobre prolongación) se deiine unívo
camente en aíT^) por los valores de la iunclón de distribución 

^vi,V2,...,vn 

Ahora, podemos preguntamos bajo que condiciones a priori 

el sistema de funciones de distribución dado F^ .̂  yj de

fine la probabilidad en f (y en consecuencia en oCf") ) . 

Primeramente anotamos que toda función de distribución 

^Vi>V2 VM ̂ ^be cumplir las condiciones dadas en el Cap.II 

(§3,111) que, por supuesto están contenidas en el concepto mis 

mo de función de distribución. Además, como consecuencia de las 

fórmulas (13) y (14) de §2 tienen lugar las siguientes relacio 

nes: 

' '^ '-t ,>v^2""%^%'' '-c2,. . ;v'^»^.-. ,v*i 'V-*'V 
(2) 
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'vi.V2»-«tVj¿^'^l»*2»'*»*fe^ • '̂ Vi.Vat •..Vrtí'̂ l»*2»*"*fe*"**'* 

...+ «) (3) 

donde fe < n y • * • es una sustitución cualquiera. 

Estas condiciones necesarias, sin embargo, son también su

ficientes como se evidencia del siguiente teorema: 

lEORENA FDNDAHORAL. Todo sistema de iunclón de distribu
ción Fyj. ̂ 2 ̂ ^̂  ̂  que cumpla las condiciones 12) y (3) deil
ne una iunclón de probabilidad P en T ta cual cumple todos 
tos axiomas 1-5. 

Esta función de probabilidad P puede ser prolongada (según 

el teorema aobre prolongación) en a C r ) . 

Denostración. Supongamos que está dadas las funciones de 

distribución ^Vi,V2,...,v„ que cumplen las condiciones genera

les del Cap.II (§3, III) y las condiciones (2) y (3). Toda fun

ción de distribución FM, \J« V« unívocamente define una fun 
1» 2» • • •» n — 

ción de probabilidad Py, vo,... v« para todos los conjuntos de 

Borel deR*^ (ver §3). 

En lo sucesivo examináronos solo conjuntos de Borel de R 

y conjuntos cilindricos de Borel en fi. 

Para todo conjunto cilindrico A - H^.^vo»...ÍVHÍ^'^ deno

temos 

P(A) -í^vi.V2 Vn(A') (4) 

Ya que un mismo conjunto cilindrico A puede ser definido a tra 

vés de diferentes conjuntos. A' entonces, es necesario inicial^ 
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mente demostrar que la fórmula (4) da siempre un mismo valor 

para P(A). 

Sea (^1,^2* ••••'̂ n̂̂  "^^ "^ sistema finito de variables 

aleatorias Xy partiendo de las funciones probabilisticas P^., 

V2 VM ̂ ^ estas variables aleatorias, podemos según laa re

glas definir la función probabilística (§2) P-^. y, ^̂ ^ I h ^^ 

cada subslstttna (X^^ Xy/ . . . , ^ ' ^ l J ' ' ^ ^ igualdadaa <2) y (3) 

tienen como consecuencia que esta función de probabilidad de

finida según el §2 coincide con la función dada a priori-

"̂̂ 1̂ ^ l •.• ̂ '¿fe* Supongamos ahora que el conjunto cilindrico 

A se defina a través de A - J Q , y. ^̂  v<¿i,í̂ ') y simultánea

mente por A ' i Q : , M;, MÍ (A") además todas las variables 
«̂  Vji,Vj2»..tV^j^^ ' 

aleatorias x^. y Xy • pertenecen al sistema (Xy.fXyj,...»Xy ) 

lo cual, claramente, no es ninguna restricción. La condición 

('íV̂ i, ''V̂ j,...,Xv̂ fe) a: A' y (Xŷ .ĵ Xvŷ ,..., X ^ j J « A" son equi 

valentes. En consecuencia 

^ ^ l l V^2»..»V^fe(^')-Pv„V„...vJXv^^,Xy^^,..,Xv^fe) « A'} 

" ^Vj,V2,..,Vníí'K»yi.*Vi2."».Mm^ * ^"^ "^vyi,vyj,..,vy„(A") 

lo cual demuestra nuestra afirmación respecto a la univalencia 

de la definición P(A). 

Demostremos ahora, que el campo probabilístico (fi,f ,P) 

cumple todfia los axiomas 1-5. El axioma 1 cumple solo que ̂ '̂̂  

daba sar un álgebra; esto (excepto la exigencia de que fi « r̂ ) 

fue demostrado arriba. Seguidamente, para cualquier v c^T 

fi - n ^ V b S P(n) - P^CR^) - 1 . 

lo cual demuestra la aplicabilidad de los sxiomas 1 y 3. 
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Finalmente de la definición de P(A) directamente se dedu

ce que P(A) es no negativa (axioma 2). 

Un poco más complicado es la demostración da. aplicabili

dad del axioma 4, para este objetivo exaninaremos los dos con

juntos cilindricos 

A-IIy^ V. V. (A') 

^""^A.^iV--^iV^">-

Bajo estas condiciones suponemos que todas las varilles 

Xyv y Xy). pertenecen a su sistema volumétrico finito (Xy^ 

Xyg ... ̂ «) BÍ loa conjuntos A y 8 son entonces las relacio

nes ••" : 

N'i ' ' ' J m ^ ^ ^ ' 

son incoiqyátíbles en conseiíttencia 

P(A+B) . P^. ̂ ^^^.. ^^^{ i^^^^x^^^^. .^xv^^) = A-

S (Xv,- Xv- Xy. ) a: 8 ' } 

" ' 'v i ,V2, . . ,Vní^*v^i ,V2 ' - - -»*y- t fe^ ^ ' ^ ' ^ 

- P(A) +P(B). 

Queda por comprobar el axioma 5. Pongamos 
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AI s A A s ... S A 2 ... 

es una micesión decreciente de conjuntos cilindricos que cumple 

con la condición lim P(A^) > L > 0. 

Demostraremos que la intersección de todos los conjuntos 

A^ no es vacía. Se puede sin ninguna restricción suponer que en 

la definición de los n primeros conjuntos cilindricos A|̂  entran 

solo los n primeras coo denadas Xy. de la sucesión X<yj,XY)2» • * •> 

Xvj^,... o sea que A^ - H^J.y^,. .,^^(8^). 

Pongamos para mayor sencillez Pfi(B) « Pvi iVo» * • «'VM^^) * 

Entonces es claro que: P„(S^) > P(A|t) > ¿ > 0. En cada conjunto 

6^ se puede encontrar un conjunto cerrado acotado U„ tal que 

^ t t ^ ^ ' ^ ^ n ^ ^ ~ñ y de esta desigualdad, para el conjunto (/̂  « 

^v >v '"'Vn^^n^' S® deduce la deaigualdad 

P(8„^V<^ (5) 

Supongamos ahora que (l/)t " '^l^2*" ' 'n ' ^^ ^^^ ^^ deduce que: 
PCA^\ W )̂ < e, ya que Ŵ  S V^S Â ,̂ Entonces 

Pi%) > P(A^) - e > L - e . 

Si £ es suficientemente pequeña, entonces Pí^n) > 0. El 

conjunto Wŷ  no es vacío. Escogeremos ahora, en cada conjunto 

Wjl un punto w "̂  con coordenadas xS , Todo punto w r ^ ^ ^ , 

p " 0,1,2,... pertenece al conjunto i/̂  en consecuencia 

(x^"*P^ x̂ "**'̂  x̂ ***í̂ ^ - llT̂  (u)^***P^« U ^\i * \ * " * W ^ " %,V2...,Vn^" •'* "n 

ya que los conjuntos U^ son acotados entonces de la sucesión 

{<a } se puede escoger (por el método de la diagonal) una sub-
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sucesxon 

U) 
(ni) . fnz) (ny) 

Para las cuales las correspondientes coordenadas X^. tiende 

para cualquier fe a un fin determinado X|̂ . Supongamos finalmen 

té que (O es un punto del conjunto fi con coordenadas 

*^fe " *fe » 

X^ - O ^^ '*^k ' fe"l»2,...). 

El punto (x, ,x,,...,Xi,) como fin de la sucesión (x '̂  ,X '̂  , 
(n •) 

...,XL •*- ) , I • 1,2,.... pertenece al conjunto UL. En conse
cuencia U) pertenece al conjunto 

para cualquier fe, y en consecuencia a la intersección 

A - n A . . 
fe " 

El teoroma queda danostrado. 

§&. VARIABLES ALEATORIAS EQUIVALENTES, 

DIFERENTES TIPOS DE CONVERGENCIA. 

Desde es te parágrafo examináronos exclusivamente campos 

probabi l í s t i cos de Borel (fi,F,P). Esto no e s , conu) se explicó 

en e l parágrafo 2 del Cap.II una r e s t r i cc ión esencial para 

nuestros a n á l i s i s . 

DEFINICIÓN 1 . Vos variables a lea tor ias K y r\ se llaman equi 
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valentes s l la. probabilidad de la relación C i* n. E44a claro 
que dos varlableA ateatorlas dlieAíntes tl tntn una mlÁma. iun
clón de probablllxiad, 

Bn consecuencia las funciones de distribución-F^ y F^ tam

bián coincidan. Bn ouehas praguntaa de las teorías de laa pro-

babilidadas es posible caaibiar una variable aleatoria por su 

variable equivalente. 

Supongamos ahora que 

1* 2*' * *' w* *'* 

Es una sucesión de variables aleatorias. Exiaminenos el conjun 

to A da todos los sucesos elementales u para loa cuales la su-

cesión (1) converge. Si por A^^ denotamos al conjunto de todo 

los 0) para los cuales se cumplen las deeigualdadas 

entonces directamente obtenemos quî : 

A - n u n Á^^ (2) 
m n p ™ 

Im) De acuerdo con el parágrafo (3) el conjunto A ^ pertenece 
• 

siempre al o-álgebra da conjunto f . La relación (2) nos mues

tra qua el conjunto A tanibiSn pertenece a f. En consecuencia 

siempre tiene aantido hablar sobra probabilidad de convergen

cia de sucesión de convergencia de variables alaatoriaa. Su^ 

pongamoa ahora que la probabilidad P(A) dal conjunto A " 1 

(a la unidad). Entoncea nosotroa afirmamos qua la sucesión (1) 

converge con probabilidad 1 hacia una variable aleatoria i la 

cual se define unívocamente con precisión de equivalencia. 
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Para la construcción de esta variable .(aleatoria suponga

mos qua: ̂  • 1 ^ C^ en A y ̂  - O fuera da A. Mos quede por 

doBoatrar C ̂ s una variable aleatoria, o aaa que al conjunto 

A(x) de elementos u> para los cuales C < ̂  pertenecen al alge

bra F, Paro fc _ 

A(x) ' A \ } { \ W t F < x ) 
n p ^ 

En el caao x < O entonces 

A(x) - A U n { w : C^+ < x} +Á . 
n p ^ 

de donde directamente se desprende nuestra afirmación. 

DBFlNlCIOlt 2 . Sl la probablUdad de cómfeAgencla. de la 4UCA 

sión Ki,^2»'"» ^'^ ^ ^ variable C ' 1 tntonces, nosotros de-
cmus qtte ésta sucesión casi siempre converge a %. Sin miutfi-'-: 
go, para la teoría de las probablJUdadu tanéli^ son Importanr 
tes otros tipos de convergencia, 

DEFINICIÓN 3 . La 4uee6^K de varlcdiles aleatorias ^^,^2»*** 
converge por^ptobcdUtidad a la variable aleatoria K, s l pan 
todo e > O o la probabltLdad 

p(l5„- e| > e} * O 

cuando n -• « . 

1. Si la aucaaión (1) converge por ptobabilidad 8ÍBultánaaBa&p> 

te a C y I* entonces g y ||' son equivalantaa. 

En efecto 

(i) Este concepto aparece en lo fundamental desde Bernoulli* 
sin embargo en su complot generalización fue introducida por 
Slutsky [l]. 
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2. Si la sucesión (1) cSsi sieaqtre converge a € entonces ella 

converge a g tambián por probabilidad. 

Sea A el conjunto de convergencia de la sucesión (1). 

Entonces 

l-P(A)^lim ÍU^p-Cl < e, p«l,2,.. } 

<lim {|C -Cl < e} 
n "• 

de donde se deduce la convergencia por probabilidad. 

3. Para la convergencia por probabilidad de la sucesión (1) es 

necesario y suficiente que se cumpla la siguiente condición: 

para todo e > O existe un n, tal que para cada p > O tiene lt>-

gar la siguiaite antigüedad 

Supongamos ahora que F(x),F.(X),F.(x),... son las funcio

nes de distribución de las variables aleatorias í t í - , * ^ 2 * " ' * 

Si la sucesión ^ . , ^ j , . . . converge por distribución a C enton

ces, la función de distribución F(x) unívocamente se define 

por valores de las funciones F (x), ya que tiene lugar el si

guiente teorema. 

TEOREMA. Sl l a sucesión ^ i t í ^»" ' converge por probabili
dad a C> entonces la sucesión de las respectivas iunclones de 
distribución F̂ (x) converge la iuncldn de distribución Fíx) 
de la variable aleatoria C en coda punto de continuidad de 
F(x). 
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Demostración. El hecho de que con F(x) se define a través de 

{F^(X)} se deduce de que F(x) en monótona continua por la iz

quierda y unívocamente se'define por los valores en los puntos 

de continuidad . Para la demostración de la convergencia au-

pondremos que x es un punto de continuidad de F(x). Sea x' < X. 

Entonces en el caso de que ^ sea menor que x', ^ ^ x ea nece

sario \íf^-í\ > x-x'. 

En consecuencia: 

limP{C < x',C„ » x} - O 
n " 

F(x') - P U < x ' } < P{5„<x}+PU<x' ,e » x) 

- ftS^)+P^^ < X', C„ » x } , 

F(x') 4 lim infF„(x) + lim P{C < x',E > x) , 
n '̂  n " 

F(x») < liminfF„(x) (3) 

Análogamente se demuestra que x" > x entonce 

F(X") »limsupF^(x) (4) 

ya que F(x') y F(x") cuando x' + X y x" + x tiende F(x) enton

ces de (3) y (4) se deduce que: 

lim F„(x) - F(x). 
n "• 

El teorema queda demostradot 

(1) En efecto, ella tiene a lo svraío un conjunto contable de p»m 
tos de discontinuidad (Lebesgue. Integración..., p.70) poroso 
los puntos de continuidad son siempre densos y los valores de 
la función F(x) en el punto de discontinuidad se define ccxno 
limite de sus valores de los puntos continuos situados a la i£ 
quierda. 
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CAPITULO IV 

ESPERANZA MATENATICA 

§ 1 . INTEGRAL ABSTRACTA DE LEBESGUE 

Sea C una variable aleatoria y A un conjunto de f , Para 

un número positivo X construyamos la suma 

S, - I kkP[{kX4 Z< ik+l)\}nA]. i l ) 
fe»-» 

Sl esta aerie converge absolutamente para cualquier X, enton

ces cuando X •»• O, S. tiende a un limite definido, el cual por 

definición es la integral 

I 5(w) Pidfi) . (2) 
A 

Esta forma abstracta del concepto de integral fue introducida 
(2) 

por Fráchet • En particular éste concepto resulta necesario 

para la teoría de las probabilidades. (En los siguientes par£ 

grafos el lector verá que la definición corriente de esperan

za matemática condicional de la variable f con hipótesis A c£ 

rresponde exactamente a la definición de la integral (2) dife 

ranciándose sólo en un factor constante). 

(1) Como fue mencionado en el §5 del capítulo tercero nosotros 
examinamos en este y en los siguientes capítulo solo campos pro 
babilisticos de Borel. 

(2) Fráchet, Sur 1»intégrale d'une fonctionnel átenduá á un en-
sanble abstralt, Bull. Soc. Math. France, V.Í+3 (1915), p.2í*8 
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Daremos aquí una lista breve de las más iiiq>ortantes pro

piedades de las integrales de forma (2). El lector encontrará 

sus demostracionea en cada texto de teoría de funcionas da ya 

viable real, a pesar que ellas en su mayoría están hechas pa

ra el caso cuando P es una medida de Lebesgue de los conjuntos 

enR". 

La transformación de estas demostraciones al caso general 

no representa un nuevo problema matemático, una gran cantidad 

de ellas exactamente las mismas . 

1. Si la variable aleatoria ^ es integrable en A, entonces 

ella es integrable en cualquier subconjunto A' de A, que per

tenece a f. 

2 . Si C es integrable en A y A y divide en un número discreto 

de conjuntos disyuntos A^ de f, entonces, 

f5(w)P(dtd) - I f C(ü))P(du) . 
i - I 

3. Si C integrable entonces |C| tusbién lo es y además 

I |s(w)P(du)| < |U(w)|P(du) . 
A A 

4. Si para cada u se cumple la desigualdad O < r\i<ji) < C((»)> 
entonces si 

es, además. 

(2) entonces si C(a)) es integrable la variable n(o>} tambián lo 

(1) Ver Kolmogorov y Fomin. 

(2) Aqui se supone que r|(<'>) es una variable aleatoria, o sea 
en la terminología de la teoría general de la integración ella 
es medible con respecto a f . 
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lr)iiú>Piáú) < f5(ü))P(dM), 

5. Si m ̂  (̂(1)) < M en donde m, M son constantes, entonces 

mP(A) ̂  fc(w)P(du) 4 M»P(A). 

A 

6. Si C(a>) y nCtú) son integrablea y K y L son dos constantes 

reales, entonces la variable aleatoria K^ioi) * Lr)iu¡) también 

es integrable y 

( \KUt»)+L^i lú) \Pid lú) - ícfc(ü))P(<4ü)4LIn(w)P(du)) . 

7. Si la serie 

I ¡ \K^i<á)\Pidui) 
« A 

converge, entonces la serie 

I 5„(ü») - 5(0») 
n 

converge en cada punto del conjunto A, exactamente, hasta al

gún conjunto B tal que P(B) « 0. 

Si en el exterior del conjunto A \ B hacemos C(u}) - O entoii 

ees 
I 5(w)P(dw) ' I ¡ 5̂ (0)) P(du)) . 
A " A 

8. Si C(<*)) y n(w) son equivalentes, P{C(w) i* n(ü))} • O enton

ces para cada conjunto A de f 

J 5(w)P(du)) - I n(ü>)P(du). (3) 
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9. Si tiene lugar la desigualdad (3) para cada conjunto A de 

F, entonces (̂b)) y n(u) son equivalentes. 

De la definición integral recordada más arriba se obtie

nen además las aiguientes propiedades las cuales no aparecen 

en la teoría de Lebesgue común. 

10. Sean P. y P. dos funciones probabilísticas, definidas en 

una misma a-álgebra F, P • P i ^ 2 y ̂  " 5(w) integrable en el 

conjunto A respecto a P. y Pj. Entonces 

|5(w)P(du) - hiia)Pj^idui) + |5(w)P2(du) 

11. Toda variable aleatoria acotada es integrable. 

§ 2 . ESPERANZA MATEMÁTICA ABSOLUTA Y CONDICIONAL. 

Sea 5 * 5((tí) una variable aleatoria integrable. La in te
gral MC " /C(b))P(d(tí) se llama en la teoría de las probabilida 

Q ~ 
des esperanea matenatica de la variable. De las propiedades 
3, 4, 5, 6, 7 y 9 se desprende que 

/. iMCl « M i e l ; 

2. Mn « M5, s i O < C(w) 4 n(w); 

3. inf 5(0)) 4 K 4 supC((tí) ; 
(tí (D 

4. M(K5+Ln) - KMK+Uim 

5. M(y 5 j - X M5̂  s i la serie I M|C„| converge; 
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6, Sl 5 y n son equivalentes, entonces M^ - Mn; 

7. Todo variable acotada tiene esperanza matemática. 

Por definición la integral 

M5 - lim I feXP{feX 4 5(w) 4 (fcfl)X } 
\ M i fe—co 

+00 

- lim ^ feX[Fp((fe+l)X)-F-(feX)J . 
X-K> fe—00 * ^ 

La segunda fila no es otra cosa que la definición de la in 
00 

tegral de Stieltjes / xF.(dx). Por eso 

M5 - I xf^{dx) . (1) 

La fórmuls (1) puade, en consecuencia servir también como de

finición de la esperanza matemática M^. 

Saa C " 5((») una función da sucesos elementales (tí, y n una 

variable aleatoria, definida como una función univoca de ^; 

n " n(5). Entonces 

p{fex < n < (fe+i)x} - Pg{x i k \ 4 n(x) < (fe+i)x} 

donde Pp es una función probabilística de 5* De donde por la 

definición de la integral tenemos que 

jn(5(a)))P(du)) - fn(x)Pg(dx) 
fi X 

en consecuencia 

í" Mn - I n(x)P^(dx) (2) 
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donde X es el conjunto de todos los valores posibles de 8 . 

En particular, cuando 5 " 5((t>) és una variable aleatoria en

tonces 

00 

Mn - I n(5(u)))P(d(tí) - ¡T\ ix)P^idx) - | n(x)F^(dx). (3) 

La ultima integral en la fSnmila (3) constittiye, en el caso de 

la continuidad de la £unci6n T) - nCx)» una integral de Stiltey 
00 

j n(x)F^(dx) 
-00 

puede existir también en el caao de no existir la esperanza 

matemática Mn. Para la exiatencia de Mn es necesario y sufi

ciente que la integral /^|n(x)|F>(dx) sea finita^ . 

Si 5 " i í i t K 2 * " ' * ^ n } ^* "^ punto aleatorio del espacio 

R , entonces según el corolario (2) 

Mn - í¿;-ín(Xi.X2,.-.x^)P5^,5^,..,5^(dXi dx^) (4) 

Hemos visto que si P(B) > O, entonces la probabilidad condición 

P(*|6) tiene todas las propiedades de la función probabilísti

ca (cuando 8 es un conjunto fijo). 

La respectiva integral 

M(5 |B) - f5((tí)P(du)|8). (5) 

fi 

La llamaremos esperanza matemática condicional de la variable 

aleatoria C " 5(<<>) respecto al suceso 6. Ya que 

i l ) Comp. V. Glivenko, Svir les valeurs probables de fonctions, 
Rend. Accad. Lincei, V.B (1928), p.U80-483. 
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P (B I 8) - O 

í 5(w)P(d(tí I 8) - O 

Entonces ds (3) se desprende la igualdad 

M(C|B) - ki(>i)Pi<k I 8) 

- ki(ii)Pich I 8) + fs((tí)P(dii) I 8) 

- kiui)Pidu I 8 ) . 

Recordamos que en e l caso cuando A c 8 y P(8) > O 

P ( A | 8 ) - i S ^ ^ - J ^ i ^ 
^ ' ^ P(8) P(A) 

obtenemos 

M(5 |B) - ^ f5((tí)P(du)) (6) 

P(8)M(C I 8) - ÍC((ü)P(d(tí) (7) 

de (6) y de la igualdad 

j C((tí)P(did) - í 5(w)P(dití) + í 5(w)P(dttí) 

A+8 A 8 

aa deduce finalmente que 

M(e I A+8) . PWM(? I A?+P(B?M(g j 8? ^g^ 
P(A4B) 

En particular, si O < P(A) < 1, entonces tiene lugar la siguien 

te fórmula: 
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M^ - P(A)M(C I A) + PiDUiK 11) (9) 

§3 . DESIGUALDAD DE CHEBISHEV 

Sea i = i ix ) una función no negativa de argumento rea l x, 

la cual para x > a t iene valores no menores que b en donde 

b > 0. Entonces para cualquier variable a lea tor ia ^ « £;((tí) 

P{C(aí) >a} 4 ^ ^ P - (1) 
o 

(Se supone la existencia de la esperanza matemática M^(C). 

En efecto 

Mé(5) - íéa(w))P(du)) ̂  í X(C(ítí))P(du>) >bPU((tí) » a} 
¿ {(tí:C(¿)>a} 

De donde se desprende (1). 

Por ejemplo para todo número positivo e 

PÍCÍíü) » a} < ÍÍS_ (2) 

e ^ 
supondr«u>s ahora que i ' i i x ) ea no negativa, por y además 

para todo X positivo es una función no decreciente. Entonces 

para toda variable aleatoria C ' C(u) y para toda constante 

a > O tendremos la siguiente desigualdad 

P{|5(w)| > . a } 4 ^ ^ ^ ^ (3) 
iía) 

En par t icu la r 

P{IC-MC| >.a}<Miz«Í) . (4) 
éid) 
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2 
Un caso de particular importancia se presenta cuando i í x ) -X . 

En este caso de (3) obtenemos la desigualdad de ChebiShev 

2 
P{|5(«)j >«} < ^ (5) 

a 
De (4) obtenemos tanibián que 

a a 

La magnitud H - M(C -MC)^ 

La llamaremos dispersión (varianza) de la variable Z- ^ 

fácil calcular P5 - M^^ - (M?)^-

La función i i x ) ea acotada 

U(x)| 4 K . 

Entonces P{|C(w)| ^ a ) se puede evaluar tambián por debajo. 

En efecto 

m o - fí(C(w))P(du)) 

í í(C(ü)))P(íití)+ f ¿(5((*)))P(du)) 
{ttí:|5(u)|<a} {(tí:|C(w)|>a} 

^ ¿(a)P{|C((tí)|<a}+KP{|5H>a}«é(a)+'CP{|C((«))| > a } 

y en consecuencia 

P{|?((tí)| » a } »*<á(P-áW . (7) 

Si en lugar del acotamento de la función exigiéramos el acota

miento de la variable aleatoria C •• CCu) 

\iiia)\ 4 M . 
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Entonces é<5(í>>)) <<(M)r y en lugar da (7) obtenemos la fónmi 

la 

P{|S(u))l»a}»*'W-W . (8) 

2 
En el caao cuando ^(x) - X da (8) enc<̂ ntramos como 

2 2 

{|5 ((0)1 > . a ) ^ f ^ ^ (9) 
M 

§4. ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

Saa 

1* 2**'** n** *' v*' 

una sucesión de variables alaatoriaa y ¿ > |$(x) una función 
/JA 

por no negativa y monótona creciente para todo X > 0. 

Entonces tienen lugar las siguientes afirmacionesi 

1. Para la convergencia (1) por probabilidad es suficiente las 

siguientes condlcionaa: 

Para todo e > O existe un n tal qua para cualquier p > O se 

cuiq>le 

*<^(««4p-V^5. (2) 

2. Para la convergencia por probabilidad de la sucesión (1) a 

la variable aleatoria t es suficiente la condición 

liii»M<(Cjj-C) - 0. (3) 

(1) En consecuencia i i x ) > O, si X ;< 0. 
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3. Si ^(X) es acotada y continua ^(0) « O, entonces las condi

ciones 1, 2, son además necesarias. 

4. Si ^(x) es continua ^(0) • O y todas las variables aleato

rias K t K i t K n » ' " ^^^ acotadas en conjunto entonces las condi

ciones 1, 2, son además necesarias. 

De 2 y 4 se desprende que 

5. Pasa la convergencia para la probabilidad de la sucesión 

(1) así a C as suficiente la condición 

lim (5„-0^ - O (4) 

Si además CtCiiCn»*». son acotados en conjunto, entonces esta 

condición es también necesaria. 

Las demostraciones de las afirmaciones 1, 4, se pueden ver 

en los trabajos de Slutsky [l] y Fráchet [ij . Sin embargo es

tos teoremas se desprenden directamente de las fórmulas (3) y 

(8) del parágrafo anterior. 

§5. DIFERENCIACIÓN E INTEGRACIÓN DE LAS ESPERAN

ZAS MATEMÁTICAS POR PARÁMETROS. 

Supongamos que a cada suceso elemental ((tí) se le pone en 

correspondencia una función real definida C#((<>) de la varia

ble real t . 

DEFINICIÓN. Viremos que C - i^Jioi)}, en donde -«> < t < «> es 
una iunclón aleatorlot s i para todo valor de t iljo la variable 
íjfXa) es una variable aleatoria. 
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Surge entonces la pregunta en que condiciones el sísíbolo 

de la esperanza matemática se puede trasladar con los símbo

los de integración y diferenciación. 

Los siguientes dos teoremas pueden, sin agotar todos los 

problemas, dar para muchos casos sencillos una respuesta sa

tisfactoria a esta pregunta. 

TEOREMA 1 . Sl para cualquier t l a esperanza matemática 
MiAui) es i lnl ta , C*(w) es diierenclabte [por t para todo (u)) 
y la derivada 

Et valor absoluto Siempre es menor que una constante, entonces 

- ^ MC^(oj) = MS^(w). 

TEOREMA 2 , Sl el valor absoluto de 5^(w) siempre es menor que 
una constante K e Integrable por t en el sentido de Rlemann, 
entonces 

I MK îui) d t = M[ I í^íu>)dt] . 

a a 

Sl soto ME,1IÚ) es Integrable en el sentido de Rlemann. 

Demostración d e l Teorema 1 . Inicialmente anotaremos que 
C (̂(tí) como límite de las variables aleatorias 

, n 1 , 2 , . . . . ^ , . . . 
h 

t 

constituye una variable aleatoria. Ya que 5;f(w) es acotada en

tonces existe la esperanza matemática M^j.it¡i) (propiedad 7 de 

las esperanzas matemáticas §2). 
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Escogeremos ahora una constante t y denotaremos por A al 

suceso 
r I 5t+fe(w)-5;t(w) , 1 1 , 
{w : I ^ ^ ^ ^ 5^(co) I > e} 

La probabilidad P(A) tiende a cero cuando h •*• O para todo 

e > O ya que siempre 

U.(.to)-Stto)|^„. |5^(„)|,« 

y además para ta c ü 

r 5^(ü») I < e 

entonces 

M5^+fe('*i)-WC^(w) 
- M5̂ ((tí) 

^ M[£áiílíí±Íiííí!l-5>) 

- P(A)M{)W-g^^">.g;(,)|| A} 

+ P(A)M {l^t+hC^^-^t^^) _ ^'(a,) I 1) 
' f e * ' 

< 2MP(A) + e 

ya que es posible escoger cualquiera e > O y la probabilidad 

P(A) es tan pequeña como se quiera para un h suficientemente 

pequeño, entonces 

d w . , , ,, Mĝ f̂c((tí)-Mg¿((tí) , 
~MCg((tí) - lim 7 M5̂ ((tí) 
*^ fe+o n 

que era lo que quería demostrar. 
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DieiBOStracidn (iel Teorona 2 . Saa 

b 
Ya que S^ converge a S * / ^^((tí)dt entonces para todo e > O se 

a * . 
puede escoger un N ta l que para todo n > N 

PílV-Sl >el <e. 

Si denotamos A - { |S^ -S | > e} y 

Entonces 

|S * -MS| - |M(S^-S)| <M|S^-S | 

- P(A)M{|S^-S|/A} + P(A)M{|S^ -S |M} 

< 2KPÍA)+C4 (2<C + l)e . 

En consecuencia S tiende a MS de donde se desprende la igual, 

dad 

í-MĈ (íií)dí - lim S* - MS. 

t „ n 
Al Teorema 2 puede ser sin ninguna nueva dificultad gene

ralizado para integrales dobles y triplaa. 

Daremos una aplicación de este teorema para un problema 

geométrico de la teoría da laa probabilidades. 

Sea 6 - 6(x) una región cuadrable en un plano y supongamos 

que cada suceso elemental (tí «c fi se pone en correspondencia une 

determinada región cuadrable 6((tí) del plano. Por S ^ delatara-
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mos el área de la región 6, y por P íx ,y ) denotaremos la proba-

li bilidad de que el punto (X,(/) pertenezca a la región G. Enton-

: ees USQ • ¡ f P i x , y ) d x d y , Para la demostración es suficiente an£ 

[ tar que 

Pix,y) - Migix^y). 

En donde if>íx,y) es la función característica de la región 6 

UG^^*y^ - 1 en G y ÍQÍX,y) - O fuera de G] ̂  ̂ . 

(1) Comp. A.Kolmogorov und N. Leontowitsch, Zur Berechnung 
der mittlerer Brownschen Flache, Physik. Zeitsehr. d. Sonje-
tunion, V.if (1933). 
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CAPITULO V 

PROBABILIDAD CONDICIONAL 

Y 

ESPERANZA MATEMÁTICA 

§1. PROBABILIDAD CONDICIONAL. 

'Ea e l capítulo I, §6 definimos la probabilidad condicio

nal P(B|U) del suceso B con respecto a las pruebas U. En este 

caso Sé suponía que U tenia solo un número finito de posibles 

resultados diferentesi Podemos sin embargo definir P(B(U) t£m 

bien ̂ ara el caSo cuando las pruel>as U tiene un conjunto inf^ 

nito de posibles resultados o sea para el desarrollo de conr-

junto en un número infinito de subconjuntos disyuntos. Ba par 

ticular este desarrollo se obtiene si se examina cualquier 

función Z " C(t>>) de omega ((tí) y determinan en calidad de ele

mentos de desarrollo U ' U^ los conjuntos {(tí : ̂ ((tí) •• const}. 

La probabilidad condicional P(B|U-) se denotará tanS>ién por 

P(B|C). Cualquier desarrollo U del conjunto fi puede definirse 

c(xno el desarfolio U^ al cual se le induce la función C"C((») 

si acaba (tí se pone ̂ n correspondencia en calidad de (̂(tí) en^ 

tonces el conjunto de desarrollos U que contiene a (tí. 

Dos funciones ^ y n de (tí definan una y solo un mirato desa 

rrollo iUp ' U ) del conjiinto fi si existe una correspondencia 

biunívoca y ' i iX) entre sus valores tal que n(w) •• ¿(C(w)). 

El lector puede fácilmente mostrar que las magnitudes aleato

rias bajo las definiciones P(Bj^) y P(6|n) en este caso coin

ciden consecuencia en lo fundamental, ellas se definen con un 
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miaño desarrollo (U» - U ) . 

Para la definición P(B|Oi podaaas tomar la siguiente igual^ 
dad 

P(BU«Á) -M[T>(8|C) | 5 « A ] . (1) 

Sa puade mostrar fácilmente que en el caso de conjuntos fini

tos X de posibles valores de C 1* igualdad (1) aa cunóla para 

cualquier conjunto A (ademáa P(8|C) se defina conforma al pa

rágrafo 6 del Cap.I). En el caao general para cuando la varia

ble aleatoria P(8|S) a(in no eatá definida) damoatraramos que 

exiata una y aolo una variable aleatoria P(B|C)» y la axieten-

cia da otra supone la equivalencia da esta con la primara va

riable aleatoria. La variable aleatoria P<8|4) ae define como 

una función (da Borel) de C que cumple para cada A da F^ y 

P^(A) > O la ecuación (1). 

La función P(B|C) de C definida de asta manera la llamare 

mos Probabilidad condicional da 8 raapacto a C (o para un K 

dado). Los valoras de P(8|C) cuando € - X lo denotaremos 

P(8|5 - X). 

DEMOSTRACIÓN DE LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE ? { B \ K ) . 

Multiplicando (1) por P{S K A} - Pr(A) obtenemos a la is-

quiarda 

P i í « A}P(8|C«: A) - P(Bn U « A}) - P(8n C ^ i A ) ) 

y a I M derecha 

PU«A}M[P(8fC)/5«A]- f P(8|OP(<¿ri)-fP(8|5-x)Pg(dx) 
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En consecuencia 

P(B n5-l(A)) - jp(8|e - K)P^idx) (2) 

A 

Lo contrario de (2) aa deduce la fórmula (1). 

En e l caso de qua Pr(A) " O para e l cual (1) no tiene sen

tido la igualdad (2) es t r i v i a l . Aaí dé la exigencia (2) es 

equivalente a (1). 

Según la prioridad 9 (Cap. IV, §1) las mgnitudes aleato
r ias n " n((i)) unívocamente se definen por loe valorea de laa 
intégralas. 

Ya que (6|^ • x) es una variable aleatoria definida ene l 
canqto probabiliatico iX,Pc*Pe) entoncea, de aquí aa deduce ^ e 
la fórmula (2) defina asta variable. 

Nos queda por dani^trar la aiciataacia da P(B|C). Para es
ta aplicaremos el siguiente teorema de Jtadon-Nikodyn ' . 

i. Sea 9 en álgebra de Borel de conjuntos en Y, P una. 
iunclón de conjuntos no negativos iüUta-adltlva y deilnlda 
ej/í iV^), f una segunda iunclón de conjuntos también definida 
en iY,'S) y ilnlta-adltlva y además de PiA) - p 4e deduce que 
P(A) • 0. Entonces exlite una iunclón medible {con HJtspecto 
a'S) ^ ' ^[y) [en la terminología tzónico-probcJ)ltUt(£0 una 
variable aleatoria) que ampU que para cada con junto A de 5 
ta Igualdad 

?(A) - |(j>(í()P(d(/). 

(O O.Nikodym, Sur une gánáralisation dea integrales de N.J Radon, 
Fund. Math. V.15 (1930), 168 (theorems III). Ver tambián Kbl-
mogtfrov y Fomin. 
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Para la utilización de nuestro teorema basta con demostrar que 

1. P(A) - P i B n C ^ i A ) ) es finita-aditiva en (X,F^); 

2. De P(A) f( O se deduce que P^(A) > 0. 

La afirmación 2. se desprende por el siguiente hecho 

O < P(8nr^(A)) < P i C ^ i A ) ) - P^(A). 

Para la demostración de la afirmación 1. pongamos A > lA . 

Entonces 

CHA) « I CHA) 

Snr^A) - I BfíC^íA^). 
n 

Ya que F es finita aditiva entonces 

P(8nr^(A)) - I P(Bnr^A^)) 
n 

que era lo que se quería demostrar. 

De la igualdad (1) se desprende en particular (suponiendo 

A = X ) . La importante fórmula 

P(B) - M[P(8|0]. (3) 

Ahora pasaremos a la demostración de dos propiedades fundameii 

tales de la probabilidad fundamental. 

TEOREMA 1 . Casi Siempre O 4 PiB\0 < 1. (4) 

TEOREMA 2 . Sl los Sucesos 8 , 8 . , . . . pertenece a f 

B - I B^ 
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Entonces, casi siempre 

m \ 0 - I nB^ I O (5) 
n . 

Estas dos propiedades de P(B|^) corresponden a dos propia 

dades características de la función probabilística P(B); si«i 

pre O 4 PiB) 4 1 y PiB) ea finita aditiva, estas permiten 

trasladar a las probabilidades condicionales P(*|C) muchas 

propiedades esenciales de las probabilidades absolutas P i » ) . 

Sin embargo es bueno recordar P(B|^) para un conjunto fijo 

6 es una mi^nitud qwa se d^ine solo como ona exactitud de 

equivalencia. 

Demostración Teorema 1. Supondromss en contraposición a 

la afirmación a demostrar que en el conjunto M con Pr(M) > O 

se cumple la desigualdad P(B|C) > 1 +£, entonces por la fórmu

la (1): 

P(8|r«: M) - M[P(8|C) U •= A ^ ^ 1 +¿, 

lo cual es claramente ijgqxjsible. Igualmente se demuestra que 

cas i sieoqire P(6JC) ^ 0. 

D a n o s t r a c i ó n Teorema 2 . De la convergencia de se r i e 

I M] P(B^|C)| - I M[P(B„|C)] - I P(BJ - pm 
n n n 

Por la probabilidad (5) de las esperanzas matemáticas (cap. 

IV parágrafo 2) se deduce que la serie £P(B„|^) converge casi 
n n 

siempre. Ya que la s e r i e 

MPiB\í)/K = A] - iPíBji «A) - P(B|e e= A) 
n n 

Converge para cualquier A t a l que Pr(A) > O entonces según la 
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probabilidad 5 da las esperanzas matemáticas se deduce que p¿ 

ra todo conjunto A del tipo mostrado tiene lugar la relación 

M [IPCB^IO «A] - XM[P(B̂ |«)/C «A] - P(8| 5 « A) 
ñ n . 

-MtP(8K)/5«A]. > 

Da la cual diractimeñte aedeaprendia la igualdad (5). 

Finalmente anotarmos dos casos particulares. Sea 

C(u)) = C-const, antoncéÉ casi siempre P(A|C) * P(A). Si pone

mos ^i iú) " (tí entonce» obtaaanioa .ináediatMiieate 4ve P(A|(tí) ca
si siempre es igual a 1 en A e igual a cero en X an consecuen 

cia P(A|(tí) es una función característica del conjunto A, 

§2. EXPLICACIÓN DE LA PARADOJA DE BOREL. 

En calidad dal conjunto fundamental fi escogemos el conjun 

to de todos los puntos de una superficie esférica. For F toma 

remos el conjunto de todos los conjuntos de Borel de superfi

cie esférica Finalmente sea P(A) una medida proporcional del 

conjunto A. Escogemos ahora dos puntoa diametralmante opuestos 

an calidad de polo». Entonces cada meridiano circtilar unívoc£ 

menta ae define po'̂  su eorrespondiratte longitud geográfica 

ip(0 4 ^ < ir). Ta que ij) síea mida aolo da O haata ir, o saa exa
minaremos meridiano» circularaa canplatoa (y no aemimeridia-

nos) entonces la amplitud 6 deberá medirse de -ir a ir (y no de 

- 7 a 7 ) . Borel propuao el siguiente problemas definir la 

probabilidad condicional para la an^litud 6, -ir < 6 < ir para 

una longitud dada \|; aa fácil calcular que 
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. dQ 

e. 

lo que quiere decir que la distribución probabilíatica para 6 

dado en t|f no ea uniforme. 

Si ahora suponemos que la distribución «indieional de la 

probabilidad para @ según la hipóteais que <» eatá an el meri

diano circular, debe ser uniforma entonces obtenemos una con

tradicción. 

Este hecho muestra que el concepto de probabilidad condi

cional respecto a una hipótesis aislada cuya probabilidad es 

igual a cero es inadmisible: solo entonces nosotros obtenemos 

en él meridiano circulú una distribución probabilíetic« para 

6, si nosotros exeod-noaos eate meridiano circular an calidad 

da elemento del desarrollo dé toda la superficie eapscífica 

en los meridianoe circulares con loa poloa dados. 

S3. PROBABILIDAD CONDICIONAL RESPECTO 

A UNA VARIABLE ALEATORIA 

Si ̂  - ̂ (ttí) as una variable aleatoria entonces la probabi, 

lidad condicional P(8|C) se puade definir tambián da una for

ma elemental. En el caso de que P(B) - O pondranoa P(B|0 • O 

sea ahora P(6) > 0. Entoncai a la fámula (2) del Sl ae le 

puede dar la siguiente fórmula 

P(8)P(5 scA|8) - ÍP(B|5 - X) P^ idx) (1) 
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P(B)P^(A|8) - J p ( 8 | e - x)P^(dx). 
A 

De aquí se deduce diréctaaiente que 

fa 
P(B)Pp(a|B) - P(B|5 - x)Fp(dx) (2) 

De acuerdo con un teorema de Lebesgue de (2) se deduce 

que 

Fpix+h B)-Fpix 8) 
P(8 5 - X) - P(B)lim I ̂  • - ) . (3) 

ft^ Fg(X4*)-F^(/i) 

con exactitud en el conjunto H de puntos X tales que PpiH) *0. 

Si examinamos ahora la fórmula (3) como definición de P(6|C " 

X) y en caso de no existencia del límite en la parte dereclu 

de (3) colocar P(B|5 « x) «O, entonces la nueva variable cum 

pie todas las exigencias del parágrafo §1. Si además, existen 

las densidades probabilísticas ^r(x), ^F(X|B) y si i p i x ) > O 

entonces la fórmula (3) se convierte en lo siguiente: 

P(B|C . X) - P ( 8 ) " - ^ ^ ^ (4) 

De la fórmula (3) igualmente se deduce que es existencia del 

límite (3) y de la densidad probabilística i p i x ) tienen como 

consecuencia la existencia de |{r(x|B) y además 

PiB)i^ix\B) 4 i^ix). (5) 

Si PiB) > O entonces de (4) se deduce 

^ P(B) 

(1) Lebesgue "Integración..." 
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En el caso i A x ) - O de acuerdo con (5), ^r(x|8) - O y en con 

secuencia (6) tanbián es cierto y si además la distribución £ 

es absolutamente continua, entonces 

P(8) - M[P(B|C)] - /P(8|5)P(dttí) 
« <7) 

- JP(8|C-x)Fg(dx) - R'(B|e-x)^g(x)dx. 

Dé (6) y (7) se deduce que 

^ (,JB) . n^\K'X)i^M ,,, 
_¿P(B|C-x)¿g(x)dx 

Esta igualdad nos da el así llamado teorema de Bayes para las 

dlstribucionas absolutamente eantinuas« 

Las suposiciones para las cuales este teorema es cierto 

son las siguiente»: P(B|C - X) es medible en el sentido de Bo 

reí y definida según la fórmula (3), la distribución C es ab

solutamente continua (en el punto si existe la densidad proba 

bilística ¿g(x) ) . 

S4. ESPERANZA MATEMÁTICA CONDICIONAL. 
• -'- • ü'-,,. j . i.-.. . 

Saa i • Xitá) tma función cualquiera da O), y n " n((») una 

variable aleatoria. La varille aleatoria M(n|C)» representa-

daa como función de ^ que cumple para todo conjunto A de f^ 

con Pr(A) > O la condición 

M(nU«= A) -M[M(nU)/5«=A]. (1) 
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Se llama (en caao da que ella exista) esperanza matemática con 

dicional da la variable n dado un valor conocido C. 

Multiplicando (1) por Pr(A) obtanwDoa 

f n(w)P(du) - í M(n|C)P(dítí). (2) 
ÍSÍA) W ) 

Lo contrario de (2) ae deduce la fórmula (1). En caso de PAA) 

•> O para el cual (1) no tiene sentido ̂  (2) ee trivial de la 

miama forma que para la probabilidad condicional (ver Sl se 

demuestra que M(n|C) se define por (2) ünlvocam^te (con éxa¿ 

titud de equivalencia). 

Los valorea de M(n|€) para (̂(tí) • x los denotaremos por 

M(n|C " x). Aaotaramea también M(ntO igual qua P(8|C) depen

de solo del desarrollo Ur y puede ser denotado por M(n|Ur). 

Bn la definición dé M(n|C) ee supone la exiatencia Mn (si 

ponemos A • X entoncea M(n|C<E A) « Mn)« Danotarasos que la 

exiatencia da Mn ea suficiente para la exiataaeia 4a M(nU) 

para ello es suficiente demostrar que según el teorema de Ra-

dor-NUcodyn (ver parágrafo Sl)t 

la función de conjunto QXA) - / -n(w)P(dw) es finita-adtivi-

va an f^ y absolutamente continua con respecto P p i A ) . El pri

mer hecho ae deauestra exactamente como fn el caao de las pr£ 

babilidades condicionalaa (ver Sí). La abunda condición-con^ 

tinuidad abaoluta-coaaiata en qué da 0(A) 1* O debe deducirse 

la desigualdad Pg(A) > O. Si ampúnamoa qua P^(A) - P(C<cA) -O, 

entoncea ea claro que 

díA) - f n(w)P(du) - O . 
{SfcA} 

De esta forma nuestra segunda condición tambián se cumple. 
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Sl en la igualdad (1) poner A • X, entonces obtenemos la 

fórmula 

Mn -M[M(n|e)]. (3) 

Se demuestra asi que casi siempre 

M[an + bc|C] - dM(n|0 +faM(i;|5) (4) 

donde a y b son dos constantes, M|n| < *» Mj^j < «». (La demos

tración de eate hecho se propone al lector). 

Sl C y C son dos funciones de los sucesos elementales (tí, 

entonces el par (^,C), puede tambián examinarse como una fun

ción de (tí, y tiene lugar la aiguiente importante igtialdad: 

M[M(nU,C)/e] - M(n.O (5) 

En afecto M(n»C) ee define a traváa de la relación 

M(n|5«A) -M[M(n|5)/5 « A ] . 

2a consecuencia, es necesario demostrar que la variable 

M[M(n|€*C)/C] cumple la igualdad 

M ( n U « A) - M{M[M(n|e.C)/5]/6« Al. (6) 

De la definición M(n|C»C) se deduce que 

M(n[5«A) -M[M(n|C.C)/Se=A3. (7) 

De la definición M|M(nU»0/^| ee deduce que 

M[M(n|5.0/5«=A] -M{MP<(nU.C)/5l/C«A}. (8) 

La igualdad (6) es una consecuencia de laa igualdades (7) 

y (8) y con esto se obtiene lo que queritmos demostrar. 
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Sl colocamos n(ti}) igual a 1 en 8 e igual a cero fuera de 

8 entonces 

M(n|5) - P(B|5), 

M(n|5,0 - P(B|5.0. 

En esté caso de la fórmula (5) obtenemos la fórmula 

M[(P(8U,i:)k]-P(8|5). (9) 

La esperanza matemática condicional se puede definir también 

directamente a través de su correspondiente probabilidad con

dicional . 

Para esto es necesario examinar la siguiente suma 

00 00 

SAO - I fexP[fex < n < (fe+i)x|e](- I Rfe) (10) 

Si M(n) existe entonces la serie (10) converge casi siempre en 

efecto según la fórmula (3), Sl. 

M|R|̂ | - feXP{feX 4 r\ < (fe+DX) 

y la convergencia de la serie 

I |feX|P{feX 4 n < (fefl)X}- I M|R.| 

Es una condición necesaria para la existencia de Mn (ver 

Cap.IV, Sl), de esta convergencia se deduce que la serie (10) 

converge casisLen^re (Cap.IV S2). 

Seguidamente demoatraremos como la teoría de la integral 

de Lebasgue que de la convergencia de (10) para xin X se dedu

ce la convergencia para cualquier X y que en el caao de la con 
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vergencia de la s e r i e (10) S^(C) tiende a un determinado l i 

mite cxiando X 

ción e sc r ib i r 

mite cxiando X -̂  O . Podemos entonces en calidad de def i n l -

M(n|0 - l i a S.(5) (11) 
X-^ ^ 

Para demostrar que la relación definida en (11) de la esperanr 

za condicional M(n|^) cumple la condición establecida con an

terioridad es necesario solo comprobar que la variable M(n|C) 

definida en (11) cumple la igualdad (1). Esta demostración se 

realiza de la siguiente manera 

M[M(n|U/€«A] - limM[S,(C)/5«:A] 
X-K> ^ 

tó 

-lim I feXP[feX < n < (ÍH-1)X|5«:A] -M[n|5a:A] 

El cambio de signos de la esperanza matemática y el limit 

es permialbla en estos cálculos ya que Sv(O converge unifor

memente a M(n|C) cuando X -» o (una consecuencia aencilla de 

las espersnzas matemáticas S2). El cambio de loa algnos da las 

experiencias matemáticas y la sumatoria tambián ea juetiflca-

da ya qua 

00 

I M{|feX|P(feX < n < (fe+l)X/5)/5« A} 
fe»-» 

- f ffeX|P{feX< n < (fcfl)X/e«:A}. • ' 
fea-ao 

Ea convergente (aplicación directa de la prop.5 de las eapa-

ranzas matemáticas). 

(I) Aquí examinamos solo la sucesión contable de valores X; 
en este caso todas las probabilidades P{feX<n < (fe-̂ DX/C) es
tán definidas casi siempre para todas estos valores. 
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En lugar de (11) podemos escribir 

M(nU) - |n(«)P(dití/5) (12) 

Q 

No debemos sin embargo olvidar que (12) ea una integral en 

el aantido de parágrafo 1 an el Cap.IV ya que (12) ea aolo una 

notación simbólica. 

Sl $ as una variable aleatoria, entonces la fimeión de ^ 

Fn(í/|C) - P(n < y \ K ) ' 

Nosotros la llamaremos función de distribución condicional de 

n para ^ conocido. La función F ({̂ JS) definida casi siempre 

paca cada y . Si (/. < ¡/g entonces caai siempre 

De (11) y (10) ae deduce que caai sias^re 

M(n|C) - lia I feX[F„((fcfl)X/C) - F„(feX/e)]. (13) 
\-*o fe»-« ' " 

Eata hecho lo podraos simbólicamente expreaar por la fórmula 

M(n|?) - J !/F^(dí<|5) . (14) 

Con la ayuda de la nueva definición de la aaperansa matemáti

ca (10) y (11) fácilmente se damueatra qua para la función 

real i i ^ ) con M|^(C)n| < <» se cuiiq>le (casi siempre) la igual

dad 

M[<(5)n|C] - í(C)M[n|C]. 
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CAPITUUO VI 

INDEPENDENCIA. LEY DE LOS GRANDES NÚMEROS 

Sl. INDEPENDENCIA. 

DEFINICIÓN 1. Vos iunclones C - Ki"¡) (/ n - n(u) 4e llaman 
Independientes s l para todo par de conjuntos A de fp y B de 
f̂  4e verlilca ta siguiente Igualdadi 

P(e « A, n « 8) - R(5 « A)P(n « 8) . (1) 

Si los conjuntos X y ̂  están formados solo da un n(imero 

finito de elementos 

y - j^j+...+y^. 

entoncea nuestra definición de Independencia da C y n coinci

da, de acuerdo con el §5 del primer capitulo, con la defini

ción de independencia del desarrollo 

n 
fi - I {(tí : C(<«») - Xfe}, 

fi - fí"!n(w) ' y u ) . 
fepl " 

Para la iadapeadencia de C y n ea nacéBario y auficiente 

el cumpliadento de la aiguiente condición: Para cualquier con 

junto A escogido de f p casi siempre se cumple la igualdad 

P(5 «A|n) - P ( 5 « A ) . (2) 
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En efecto^ en el caso cuando Pn(B) • O, ambas igualdades (1) y 

(2) Sé cunqplen. En consecuencia es suficiente demostrar su 

equivalencia en el caso P»(8) > 0. En este caso (1) es equiva 

lente a la relación 

P(5scA|na:B) - P(5 « A) (3) 

y lo que indica la relación 

M[P(5« A|n)/n«8] - P ( 5 « A ) . (4) 

Por otra parte, es claro que de (2) se deduce la Igualdad 

(4). Lo contrario, ya que (^ c A|n) unívocamente se define de 

(4) con precisión hasta de conj^tmtos con probabilidad cero, en 

tonces de (4) casi siempre se deduce la Igualdad (2). 

DEFINICIÓN 2. Sea I el conjunto de iunclones Z^ita), donde 

V « M. Estas iunclones se llaman independientes en conjunto 

s l se cumplen las slguientu condlcionesi sean I ' y I" dos sub 

conjuntos de I con Intercepción vacia, A' (A" respectivainentéi 

un conjunio de f deilnido con ta relación entre € (̂(tí) de p 

il" respectivamente)} entonces 

P(A'n A") - P(A')P(A''). 

El conjunto de todas laa ?̂ ((o) de p (de p' respec tivamen 

te) se puede examinar como las coordenadas da alguna función 

€' (de C" respectivamente). La definición 2 exige solo la Inr 

dependencia da ̂" y C en el sentido de la definición 1, para 

cualquier eaeogencla de los conjuntos con intercepción vacia 

r y I"-
Si S|fS2'"**^n ' ° ^ indapendientee, entonces siempre 

P(5j«A^,52cA2,...,5„c5„)-P(5iCApP(52eA2)...P(C„€A^), 

(5) 
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si cada conjunto A^ pertenece a su respectiva f p , (la demostré 

ción madiaata inducción). Esta igualdad sin embargo en el caso 

general de ninguna manera es suficiente para la independencia 

da ^n 1^2* * *'**̂ M* 

La Igualdad (5) sin dificultades se generaliza al caso de 

producto contable. 

De la independencia de las variablea aleatorias K\) en ca

da grupo finito (Cvi»5v2 5vJ ®» general no se deduce la 

independencia de todos los Cv« 

Por último, es fácil observar que la independencia de las 

funciones C^ es una propiedad de los correspondientes desarro

llos U^^. Si además K^ ea una función unívocamente definida 

por loa correspondientes C^, entonces de la independencia de 

^ se deduce la independencia de Cy. 

S2. INDEFENPENCIA DE U S VARIABLES ALEATORIAS. 

Si K ] t ^ 2 * " ' * ^ n ^^^ variables aleatoriaa independientes ena 

tonces de la igualdad (2) del anterior parágrafo se deduce en 

particular la fórmula 

h^ , i ^ , . . . í n^h - - ' \ ^ • h i ^ l > hz^h^'-hn^^'n^ <1> 

TEOREMA 1. S^ e¿ álgebra de conjuntos fZ}Jí2,̂ „Zn " ^ ijo-tma-
do soto de conjuntos de Borel del espacio R*̂ , entonces la con
dición ID es también suéldente para ta independejrcJUí de tas 
variables Sj^Cj»*" *^n' 
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Demostración. Sea 5* - (S^j .C^, . ...Ufe) y 5" - (C/i.Cyj. 
...»Cy ) dos subsistemas dis3ninto6 de las varisbles Í . , K 2 f ' * 
C^. En base a la fórmula (1) se sigue demostrar que para cual-

fe 

quier par de conjuntos de Borel A' y A" respectivamente da R 

y IT se cumple la Igualdad 

P(5' «: A', 5" m A") - P(5' c A')P(5" « A") (2) 

Para los conjuntos de la forma 

A' - í(x¿, x^^) :x^^ < aj x^^ < a^} 

^ " ' { ( ^ j ^ Vm^-'^/i <^1 V m " y 

esto se deduce inmediatamente de (1). Luego se demuestra que 

eata propiedad se conserva para la suma y la diferencia de con 

juntos ds la forma señalada, de donde la Igualdad (2) se dedu

ce para todos los conjuntos de Borel. 

TBORraiA 2. Sea C - {1} un conjunto cMatqulera [en general 

Inilnlto) de variables aleatorias. Sl el álgebra de conjuntos 

f̂  coincide con la a-álgebra v i ' r ) iN es el conjunto de todos 

tos v)^^^ en;Conce4 el conjunto de Igualdades 

' '«vi..-.5v/' ' l—V • ' '5v/V"- ' 'Sv„(V Í3) 
e4 necesario y suilclente para la Independencia, de las varia

bles Zy), V c M. 

DemoBtraoldn. La necesidad de esta condición se deduce in^ 
mediatamente de la fórmula (1). Demostraremos ahora que el la 
también es suficiente. 

Sean N' y H" dos subconjuntos disyuntos del conjunto N de 

(1) Ver St Cap.III. 
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todos los subíndices V, A' (respeeti^mmante A") as un con

junto de <Jif^)t definido por la relación entre Z^ con los st^ 

índices V de M' (AT* respectivamente). Sigue doBOstrar qua enr 

tonces se cumple la igualdad 

P(A' nA") - P(A')P(A"). (4) 

En efecto si A' y A" son conjuntos cilindricos, entonces esta

remos tratando con relaciones entre un conjunto finito de va

riables Cy y la igualdad (4) representa en este caso una con

secuencia sencilla de las anteriores resultados (fórmula (2)). 

Lo mismo de la relación (4) se conserva para la suma y diferen 

d a de conjuntos A' (A" respectivamente), entonces (4) queda 

demostrado para todos los conjuntos de o(r ). 

Supongamos ahora que para cada vde algún conjunto N esta 

dada a priori la función de distribución Fy - F (x). 

3 . Existe un cmpo probobllistlco ia,f,P) y defini
das en el tas variables aleatorias K̂ i v*^N tas cuales son 
Independientes en conjunto y cada una de las variables Cy t ie 
ne en calidad de iunclón de distribución a priori ta iunclón 
dada F^(x)* 

DéÉioatraci ión. Como conjunto fimdamental fi tomamos e l espa

d o R (conjunto de todos los sistemas (tí - {Xy} da números raa 

l e s X^, V «: N) y en calidad de f tomamos a l O-álgebra aiTT) ^ K 

Pongamoa ademáa Cy((») " ^ y definamoa l a función de d ia t r ibu

ción F^ ,, con l a igualdad $ 
' ' l » . . . t V ^ 

n 

( i ) Ver 54 Cap.III . 
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Entoncea, de acuerdo al teorema fundamental de (S4, Cap. 

III); en iQ, f ) unívocammta queda defijilda la función probabi

lística P, además P{Cy < x} > F^(x), para todo v c M. 

Anotamos además que, como se veía arriba, de la indepen

dencia de todo grupo finito de variables Cv (igualdad (3)) sa 

concluye la independencia de todas las Cv én a O r ) . Bn cancos 

voluntarios probabilísticos esta propiecíad puede perderae. 

En la conclusión da este parágrafo daremos algunos indi

cios ds independencia para dos variables aleatorias. 

Si dos variables aleatorias C y n son independientes y sl 

MC y Mn son finitas, entonces casi siempre 

M(níC) -Mn , ^5j 

M(C|n) - MC . 

Estas fórmulas representan conclusiones inmediatas de la según 

da definician de las aaparanzaa matemáticas condiclona2«f (fór 

muías (10) y (11) S4 dal Cap.V). Bxi consecuenda, en el caso 

de la independencia da C y n les magnitudes 

,2 . U [ ^ - m \ ^ ) ] \ 2.M[?-M(?|n)]^ 
o Pn • ** PC 

son Igualaa a cero (se supone que C > O y n > 0). El número 
2 

i se llama relación de correlación de n con respecto a C * 
2 

g -relación de correlación de C con respecto a n* (Pearson). 

De (5) se concluye la Igualdad 

MCn - MC • Mn (6) 

para cuya demostración es necesario utilizar las fórmulas (15) 

de S4 del Cap.V. 



101 

MCn - M[M(Cn)|C] - M[CM(n|C)] - M[c-Mn] - MC-Mn 

En consecuencia en caso de independencia de C y n 1^ magnitud 

p _MCn-MCMn 

/PC'Pn 

tandiián es igual a cero. Como es sabido p es el coeficiente de 

correlación entre C y n. 

Si laa dos variables aleatorias C y n cumplen la igualdad 

(6) entonces se llaman nocorrelacionadas. Para la suma 

5 - Cl + C2 +•. .-»• ̂ n 

de variables nocorrelacionados en parejas Cif.iC^ es fácil 

calcular que 

VS - PCj +V%2 +...+ n ^ (7) 

En pa r t i cu l a r , la igualdad (7) l a ve r i f i ca para l a s var iables 

independientes Ci>C2*•••*^H* 

S3. LEY DE LOS GRANDES NÚMEROS. 

DEFINICIÓN. Las variables aleatorias n^ de ta sucesión. 

^1*^2* * * * *^n 

se llama, estable s l existe una sucesión de números 

1 * 2 ' * * * ' Jl* 

t a l que para todo cualquier número positivo e 
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P{|n„-d„| > e} + o, n * co . 
'n 

Si axiatan todoa los Mn^ y si sa puade escribir 

d„ - Mn„ n n 

entoncea la estabilidad es nbnfial. 

Si todos los n„ son uniformemente acotadas entonces de n 

í|n„-d^| > e } -•• 0. n-*-» (1) 

se concluye la relación 

jMn^-d^l ••o, n -• » 

y en consecuencia 

{|n^-Mn^| » e ) -• o, n * » (2) 

De asta forma la estabilidad de la sticesión acotada es necesa 

riamente normal. 

Saa 
a^ -Pn^(-M(n^-Mn^)^). 

o? 
Por la desigualdad de Chebishev 

Pí|Ti--MnJ > e } < ^ . 

En consecuencia la condición de Markov: 

a j -• O , n -»• • (3) 
n 

es suficiente para la estabilidad normal. Sl n^'^H^ ^^ unl-

fomemente acotada, 
In^-Mn^l < C , 
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entonces según la desigualdad (9) de S3 del cuarto capitulo. 

o*-e* 

En este caso la Condición de Harkdv (3) es también necesaria 

para la estabilidad normal de n^* 

Si Cî -C2+'"•>• ̂ n 

^ n ' n 

y las variables C„ son nocorrelacionados en parejas, entonces 

*^n-¿-C^^l+^^2+--'*^^nJ-

En consecuencia en este caao para la estabilidad noraal de la 

medía aritmética de n̂ i o sea para todo e > O 

li» pflilírlS» . MSt*».'«*<Sn , ̂  gj . o ^ 
n 

es suficiente el cumplimiento de la siguiente condición 

lim 4- I PCy - O (4) 
n « ^-1 *-

(teoretta de Qiebishev). En particular la condición (4) se cim 

pie si todas las variables C^ son uniformemente acotadas. 

1. Se pu^en generalizar este teorema al caso da cor relación 

débil de las variables C„. Si suponemos que el coeficiente da 

correlación p ^ ' entre C,̂  y C. ctauple la desigualdad 

P ^ < C(|m-tt|) 

y C(fe) > O, entonces la estabilidad normal de las media» arlt̂  

(1) Es claro que sienq>re p^^ s i. 
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máticaa, o sea para todo e > O 

l i m P { | i i í i : í ! « ÍÜi í i : í !5« I ^ e} . O n n n ' 

aa auf idente el compllmiento de la condición^ ^. 

lim -tt X PCy - O , (5) 
»» « * l ' l *-

n-1 
donde C„ - T C(fe). 

" fe-0 

2. En caso de sumandos independientes C.. ee puede dar las con 

n — 
dldonas necesaria y suficiente para la estabilidad de la me

dia aritaiática da n^* 

Para cada ¿ existe la constante m,̂  (mediana de ^^) que 

cumple laa siguientes condlcionaa 

P(C„<m„)<i , 

P(Cn>»"n) < i • 

Pongamos 

fc , s l ICfe-Wfel < n , 

'^ " |0 , s l ICfe-rWfel > n , 

\ " •'^—ñ 

L. ̂  * )pa8.i05^ 5g^ g^^^^^ ^ ^ ^̂  unasujceÁlSn de VOA^-

b¿e4 a¿ea;6o>i¿a¿ ^itdepend¿ente¿ con/ujtCamente. Entonces t a con 

(viene pag. 103) 
(i) Comparar con A. Khintchine, Sur la lol forte de grandes 
nombres, C R . de l'Acad.Sd., París, V.186 (1928), 285. 
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d i c Á J S n •" ^- '•. • <- •• - -

I PílCfe-Wfel > n) - I PÍCjj, 4 Cfe) * O, tt** (6) 
fe-1 "̂  "̂  fe-1 " " '^ 

i- j , ̂ W ° * '̂  " - <^> 
»» fe-1 "* 

e4 tteceóo t̂do y suilclente para ta estabilidad de tas variables 
n^, n • 1,2,... 

Además s l tas constantes d , n - 1,2,... 4e pueden tomar 
Iguales a Mn̂ , asi que en caso de 

MnJ - Mn^ -»• O, n -»• • , 

iy solo en este caso) para ta estabilidad normal. 

DoBOStración. La auf iciencia de laa condlcionaa (6) y (7) 
ae eatablece aandllaiMnta. En efecto ya qua ; 

P(n„ * \ ) 4 I P(C^ ̂  Cfe) * 0. n -.- « . 
feí-i 

y da acuerdo a la deaigualdad de Chebishev, 

P{|n„-Mn^| > e } < - ^ I PC-t •• o, n * « , 

entonces 

P{|n„-Mn^l ̂  e> + o, n • • 

Para la demostración de la necesidad ea nacaaario una aerie 

de aupuastos auxiliares. 

(i) Comparar con A. Kolmogorov, Uber die Summer durch der 
Zufáll bestimntér unabhangiger Groasen, Nath. Ann., V.99 
(1928), pp.309-319. 
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1. Sean A^,A2....,A^ sucesos iadtpejñdlentu PCA,) > O, 
i •> \ ,2 , , , , ,n y para alguna tt>0, ^ l u , ^ ¿ ^ u.» Si además el 
suceso 1 es t a l quz para cada i • 1,2,...,K 

P(ülA^) » u , 

entonceó 

P(ü) » ^ u^ . (8) 

Dmaostracidn. Si existe un ^̂  tal qua P(Ay) ^-4u, entoncea 

PiU) > P(ü I A^)P(A^) » I a ^ 

Supongamos ahora qua para todo I " 1,2,...,K 

P(A^)<iu. 

Entoncea sa encuentra un fe tal que 

| u í P(AjU.. .UA|^)<|a, 

y por lo tanto para todo <¿4 fe 

P(A2 U .- üA^,j|A^) -P(Aj U.A üA^.j)<P(Aj U .- UA|̂ ) .̂  | a , 

PC un(AjU...UA^.j) I A¿) > y «*» 

P( U n(Ajü...UA^.pn A )̂ ^ ^ ttP(A^). 

Da donde 
fe fe 

P(ü) »lP(Un(AjU.. .UA^j)nA^) í.-|tt I P(A )̂ 

»-jttP(AjU...üA|^) » | t t 2 . 

LENA 2 . Sean íitKjt*"*^^ yfOHijabtu aleatorias Independien
tes, acotadas |C î 4 C, i ' 1 , . . . , K con medias cero. Enton-
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ceA para todo a > o y todo entero m 

Pfmax |Ci+..+Cfe| >m((3íP+C)i < -A- (9) 

donde 

^ - I H j . 
-¿-1 ^ 

Demostración. Denotamos 

R - oP+C, Sp - O, S ^ ' Ci+...+Cfe , 

B ĵ̂ -{(tí: isyi < ^ , y < fe, jSfcj >^m, 
n 

8/ ' I 8 ^ . 

- • r - -\^ 

notando que en el conjunto 8 ^ 

| S f e | « / R + C , 

obtenemos 

j ^ P{ m a X 
fefl<p<n 

- Pí « a x I T € ; l > á P > . 
fefKp^n /«Iw-l ^ 

De la desigualdad (3) del teorema 2 dnnostrada máa adelante en 

S5 ae deduce que 

f H ' 
P { m a x | f C;| > « P } < i " ^ \ / < ^ ' ^ 

k¥l4p4nj'h-l i a* P* «P o* 

Por eao ̂ (8/^118^) < -y para cualquier fe - 1,2 n, lo que 

indica que 
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'<hn\h^<-^ 

% \ l j h \ > '̂̂ ^ '^^%? •^<8«,l^l)P(Vll^-2>--^(Bi|Bp) 

LEMA 2 . Sean Ci*C2y«»C^ variables aleatorias Independien
t e s y acotadas además ICy-MC'j 4 C, I ' l , 2 , , , . , n . Entonces 

P{U....«„l>,al.^[.-f±£!-] 
l ' l *-

n 
Demostración. Denotemos por S - C|+...+C^> V*" - yS^^C^* Si 

C > P y 2a > P, entonces la parte derecha en (10) es negativa 

y la desigualdad es evidente. 

Sea ahora simultáneamente C 4: P, 2a 4 P. Entoncea as sufi

ciente mostrar que 

ya que es evidente 

Denotemos por A - {|S| ̂ ^ } . Si |MS| > 2P, entonces 

P^ »P(X)M{(S-MS)^|;^} ^ (2P-|)2p(X) - | P ^ P i l ) 

y por lo tanto 

P(A) ^ ^ . 

Supongamos ahora que |MS| < 2P. Denotando , 



109 

A,„ - {(tí.- 3m4 \S-US\ < 3(wfl)P, |Sl > f > 

y aplicando el lama 2 encontramoa 

P(A^) < P{|S-MS| » 3WP} - P{|S-MS| > w ( a W ) } 

^ P{|S-MS| »m(2P+C) } < Tjff ' 
2 

De donde 

M(S^|A^)P(Aj„) - M[(S-MS)^+2(S-MS)MS + (MS)2|A^)P(A„) 

< 2S - Ü ü ^ p2 . 

En el conjunto A* - £ A^ 
m-o 

|S | < |S-MS| + |MS| 4 20*P 

Por eao 
M(S*|A')P(A')< 400P^(A). 

Ea claro que 

M(S^|X)P(X)^^P^. 

Bn uwaaett^eia 

P^^MS* - UlS^\l]Pil5 +M[S?>^'lP(A'l + JgM[s2|AjP(A^) 

4 j V ^ + 400 P^(A) + f ^ ^ ^ 25P* 
íi—o ' 

y por lo tanto 

'«^ *xk 
Demostración d e l teorema ( l« condic ión n e c e s a r i a ) 

Sea la sucesión d„, n - 1,2, . . . t a l qua para todo e > O n 
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P(|n^-dJ > e) -»• o, n •»•• . 

Mbatraramos entonces que 
n 
I í'dCfe-Wfel » n e ) - • 0. n - > « . (11) 

fe-1 " * 

Denotemos para cada n 

u.{|n„-<ij>§}, 

*|¡ - ílEfe-̂ fel » « £ ) . 

n 

Ya qua m^ es la mediana de Cfe» entonces 

P(U|B|^)>|. 

Para un n suficientemente grande 

Pili) 4 ^ , 

por eso 

^ > P ( Ü ) > P(U I 8fc)P(ÍC|̂ ) > | P C 8 f e ) , , 

o sea 

"«fe' < i • 
Sl el suceso Afe ocurre y BL no, entonces ocurre el suceso U y 

esto indica que 

P(8^|A^) +P(ü|A^) > 1. 

Pero 

P(8fe I A¿) - PiZ¿) 4 ^ . 

En consecuencia 
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Aplicamos el lema 1, tcmiando 

n 
u . i P(̂ iî  A,) . 

Entonces 

Los sucesos A.,...,A son independientes, por eso 

p(U A.) - 1 - TT ( i -P(A.)) 
fe-1 "̂  ft-1 "̂  

(12) 

(13) 

Ya que aegún las condiciones PXU) '** 0, n -*• «, entonces, de 

(12) y de (13) obtenemos la relación buscada (11). 

Pongamos ahora 

' Cfe, el jCfe-mn̂ j < n , 

C u - ^ 'nfe 
Wb» « i ICfe-Mfei > » , L '̂fe 

Cfe, «1 ICfe-«Wbl < e n 

5nfe<^> 
'fe fe"'"fe' 

Wfe, s i iCfe-Mfel > en . "fe fe"'"fe' 

De (11) se deduce que s i {|n^-d^| > e} * 0, n + 

'nk'^n 

«, entoncea 

fe-1 

"íli ¿ ^«-"«1»' >*<•• 
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Denotemoa por 5̂ fe(e) - 5^(e) -W5^fe(e). Entonces |l^(e) [ 4 

2nc y por el lema 3 

Íl4 ¿ 5«t(̂ '- "«I *^} • ""íljj ««4<̂ > -«^1 >"> 

de donde 

lim sup -^ V PC„c(e) < 8e^ (14) 
t n^ fe-1 "* 

Para e < 1 

|P5^¿(e)-Pf^fcl < Sn^PÍlc^-m^ I > ne} . 

Entonces de (11), (13) y (14) se deduce que 

n 
lim sjjp ̂  I V l ^ ^ 4 8c2 , 

fe^l 

lo cual indica, en virtud a la arbitrariedad de e K [O,l] que 

, n , tt 
lim -|- J PC„. - lim -7 I V i . - 0. 
n n^ feíi "^ tt «2 feíi ' ^ 

3. La siguiente generalización del teorema de Chebishev se 

obtiene, si se supone que nM ^ ^ ^^^ ^ ^^'^ forma depende de 

loe reaultados de algunaa tt pruebaa 

1' ^2* ^3* * * * *"»! 

tal que después de Cada resultado cualquiera de todas laa tt 

pruebas n„ toma un valor determinado. La idea general de todoa 

los teoremas conocidas con el nombre de Ley de loe grandes "nú 

meros" consiste en lo siguiente si la dependencia da la varia-
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bles n^ de cada prueba poir separado U L , fe • 1,2,,..,K aa muy 

pequeña para un n grande, entoncea las variables n^ * ° ^ esta

bles. Si examinamos 

í̂fe • "t**í% I "i."2"--'V ' ^ % I "i'"2'--""fe-l^^^ 

como medida de dependencia de laa variables n^ de las pruebas 

U L , entonces, la idea general, arriba relacionada, de la ley 

de los grandes n{ímeros puede ser caracterizada en las siguien 

tes racioddos . 

Sea 

C^-M[n^|üi "fe]-M[n^|üj,...,ü^.J. 

Entonces 

% ' ^ n ' =rtl+5tt2*---"̂ ntt' 

**«ttfe • ***f\ I "l"-""J-*«<l\ I "i*-"*"fe-il 

- Mn„ - Mn„ • O 
n tt 

Ea fácil calcular que las variables alaatoriaa C^ , 
fe " 1,2 tt son no corraladonadaa. En afecto ai î < fe ea-
toncaa^*^ 

«kttc t̂tfe I "l V J • ^nJ l̂̂ nk I "l»-/«fe.J " 

(i) Comp. A. Kolffiogdrov , Sur la lol des grandes nombres, Rend. 
Acad. Lincei, Na 9 (1929), «•70-1*74. 
(a) Aplicación de la fórmula (15) S>f, Cap.V 
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• 5«/<*<(nttlUi,...,"fe)-**<\l"i'V'"fe-i^ l"iv-*"fe.iJ 

c^rw(n^l"i....,"fe.i^"*^í\l"i W ^ "^ 
y en consecuencia 

^ n ' l ^ n i ' l ^ni ^ l i l ^ Á l ^ 

De eata manera la condición 

9 2 
1 e „ y * O, n H. -t-l 

es Buflclente para la estabilidad normal de la variable r\ . 

S 4 . OBSERVACIONES AL .CONCEPTO DE 

ESPERANZA MATEMÁTICA 

Definimos la esperanza matemática de la variable C como 

MC - fC(tó)PdiíA) - f xFC (dx) . 

En este caso la integral de la parte derecha sa entiende como 

- b 
MC - \xPKiduí) - lím í xFC(dx) (l) 

La idea ai^iere al mismo tiendo considerar la expresión 
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MC - lim f xFC(dx) (2) 

-a 

en calidad de esperanza mataaática generalizada. Sin.eid>argo, 

en este caso se pierdan algimas propiadadea aancillas de las 

esperanzas matemáticaa. Por ajenólo, la fórmula 

M[C+n] -MC+Mn 

no siempre es cierta. Nosotros vemos que si noa limitamos a 

ciertas suposiciones la definición (2) es completamente natu

ral y útil. 

En efecto, podemos discutir el problema como sigue: 

Sea 

1* ^ 2 * ' ' ' * n * " ' 

una suceaión da variablea alaatoriaa independientes que tienen 

la «lama fundón 

qua C. Tongaoioáf 

la «lama fundón de'diatáribudón#|(x> - FC^(x), n - 1,2,. . . 

Ci+Cí^- .+Cn 

Preguntamos ahora sl existe una conatante M"C tal qua para ca 

da e > O 

lim P{|n„-M»C| > e} - 0 . (3) 
tt "̂  

Respuesta, si existe esta constante M*C entoncea, ella se 

en^resa M*C " MC. La condición nacaaaria y avtficiente para la 

exiatencia de M*C están contenidas «n la exiatencia dal limi

te (2) y el cumplimiento de la relación, 

P(|C| > n) - 0 ( | ) . (4) 
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teorema. 

Bate resultado ae desprende directamente del siguiente 

Sea CpC2>.. • um suculón de variabtu altOlorias 
independienlts e igualmente dUtf^Cbuldas exm iunclSn de dUtr i 
bueidn F(x). Para la estabWdad de tas medias ariimítlcas 

Ci+Cj"^" • «"Ku , _ 
n^ --*—á s, tt-'i,2,... 

tt tt 

e¿ ttece^o^ y suficiente que se cjumpta ta condición (4). En 
este caso ie estabitldad podemos colocar. 

tt 
d „ - í xF(dx) 

-n 

Oes»s t rao iÓn. Denotemos 

**•* LO, ai |Cfe-m| 4 tt . 

donde m ea la mediana de la variable aleatoria Ci. Da la con

dición (4) ae deaprwode que 

I (̂5Hfe''5fe) - nP( Ic, -m| >n) • O , n •*• « 
fe-1 •** " * 

lim¿ I xV(dx)-Hmi f x*F(dx). 
{Xt|x-Hl[<tt} ** |x|<tt 

(5) 

Pero 
1 ^ í x^Pidx) - i I í x^Fídx) 4 

'"Un '̂̂  fe-li|x|<fe 
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4 ^ iK^PiK-l < ICjl 4 K) 
fe-1 

tt fe 

< ¿ H I -tP(K-l < I5il < K)] 
** fe-1 l ' l ^ 

n tt 

< I imi- i < |c,i <-e) • ! I-fĉ dcJ > ^-1) 
" £-1 ^ ** ¿«1 * 

0. 

ya que 

Por eso 

-tPílCiJ > -¿-i> •* 0. i - ^ » . 

7 feíi"^-^ * 7,1'^'^ 

X F(dx) • o , tt •* ». 
|x1N|<tt 

De esta forma las condlcionaa (6) y (7) del teorema del pará

grafo (3) se cumple para todo e > O, 

P(|n„-MnJ| > e ) * O, « ••. «» 

donde 
* *ni+. ..•»iMi I xF(dx). 

|x-m|<tt 

Pero por le condición (4) 

í xF(dx) -
|x-fn|<tt |x]<tt 

xF(dx) * 0, tt -»• • , 

por eao 

P( |n„-d^ | > e ) + o, « - • - , 

donde 
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.tt 

xPidx). 

•tt 

* » • ! 

Lo contrario, sl la sucesión n^, n - 1,2,... es estable enton 

ees en virtud a la relación (11) dal parágrafo (3) 

nP{ ICi -m| > tt} -»• 0 , tt •• » , 

de donde se desprende la condición (4). 

Si existe la esperansa matemática en el sentido I d d a l 

rmula 

MC - M°C. 

(fórmula (1)) entonces la condición (4) siempre se cumple y 

De esta manera M°(C) es la generalización formal de la es

peranza matemática M(C). Para ella se conservan las propieda

des del 1 al 7 (Cap. IV, S2), sin embargo, en el caso general 

de la existencia M°(C) no se deduce la existencia M°|C|. 

Para demostrar que el nuevo concepto de la esperanza mate

mática ea en realidad máa general que el anterior es suficien

te el siguiente ejeóiplo. Toiswmos £is densidades de probabili

dad i ^ x ) igual 

^ " (|x|+2)'¿tt(|x|+2) 

además la constante C está determinada por la condición 

i^ix)dx - 1 . 
ec 

J 
(i) Conparar con A. Kolmogorov , Bsnerkungen zu mélner Arbelt 
Uber die Summen zufalleger Groasen, Hath. Ann., V. 102 (1930), 
p. tf8if-U88, Teorema XII. 
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Es fácil calcular que en aate caao ae cumpla la condición 

(4). La fórmula (2) nos da el valor 

M°C • 0. 

Sin embargo, la integral 

f \ x \ P ^ i d x ) - j*|xUg(x)dx 

diverge. 

Si fl es el segoento [O, l] y P la medida Lebesgue, enton

ces M^C no es otra cosa que la A-integral 
• ' 1 

(A) J C(tó)P(dw). 

W . LEY FUERTE DE LOS^ BRANDES NÚMEROS, 

eONYÉRGENCIA DE SERlES. 

DRFiNiciON 1. La sucesión de variables aleatorias n„ 
tt 

, ni,n2»• • • »nj,,.•. 

es iujertmentx. estable s i exista una sucesión 

1* '*2* * * * * w* *' * 

t a l que tas variables ateatorias n^ - d^ casi siempre tiende 
a cero cuando n •*• <»: 

P{iim(n„-d^) - 0} - 1. 

(i) Ver N.K. Barí, Series trigonométricas. Edic. Flsmat, 1961. 
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Da la estabilidad fuerte se deduce, claramente, la aatabi-

lidad ordinaria. Si se puede escoger * 

d^ - Mn^ , 

entonces decimos que la estabilidad fuerte es normal. 

1. Sean CJ,C2M** û â sucesión de variables ateato
rias independientes. Para la estabWdad iuerte normal de tas 
medias aritméticas 

n ^ - Í L l : i ± i a j «-1.2 (1) 

eó suilclente que se cumpla ta condición ^ 

n^l ** 

Eata condición aa la mejor, en al aantido qua para cual

quier aerie de conatantea no negativas b.,b2,... talea qua 
X T 4 • M aa puede conatruir una aerie de variablea al^to-tt-1 n* ' 
rlaa independientea Ci,..>,C|| tal que PCn " ̂ n ̂  **' raapecti-
vas aadiaa aritmáticas n̂ i, R " 1,2,... no aon fuertemente eata 
blaa. Para la demostración ea neceaario la desigualdad (3) 
del aiguiente teor«ui. 

2. Sea ̂ 1,̂ 2,'Of̂ ^ variables aleatorias Independiax-
n 

tes con media Igual a cero. Entonces para cualquier a > O 

P{«ax|C,+...+C I »a}<J fe= l3 <3) 
i<fe<tt V 

Y Si además tas variables aleatorias Ci,...,C^ son acotadas 

(i) A. Kolmogorov , Sur la lo l forte des grandes nombres CR. 
Acad. Sel . , París, V. 191 (1930), 910-911. 
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jC ĵ < c, i ' l , . . . , t t , entottcei tlejne lugar, tx siguiente de
sigualdad 

2 
P{ m ax {Ci+.. .Hu] » a} > 1 - 4 ^ ± ^ (4) 

Demostración del Teorema 2. Pongamos S ' O, S ^ ' C +̂. • 

..+Cfe, 

A-{max jSfci » a} , Â  - { max |S .j < a, |A. j » a} , 
Uk4n "̂  j4kil ^ '̂  

n 
donde fe - l ,2, . . . , t t . Entonces .I A> - A y denotando Ig es in
dicador del conjunto 8, encontramos 

* Ji*"[V<^»-^Afel- X»"Afe4 

» a'lP(Aj) -a 'p(A), (5) 

dond. no.otrD. utiliumos qu.: 

«tVfe<^n-Vi - «['Afeífe « ( V \ I «I VI - "• 

De (5) se desprende la desigualdad pedida (3). Para 

blecer (4), anotamos por una parte que: 
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H[SJ IA] - < - Msi I , 

M H 

> I PCi, - a h i l ) - I PCL - a^+a2p(A) 
fe-1 ^ fe-1 ** 

Por otra parte, utilizando que en loa conjuntos Afe|SjL_, j 4 a 

o saa |S|L| 4 a+G. Entoncee 

n . 2 ^ 
WCOT - JjMt^Afe] + J^M[lAfe(5A-Sfe)1 

I P ( A J + ?P(A.) y PC;< [(a+c)^+ í PC;]P(A). 
-1 "̂  fe-1 ^ y-fe+1 ^ y-1 ^ 

4 i aW 

i l ) 
n tt n » n 

De (6) y (7) obtenemos la desigualdad buscada 

. £ PCfe-tt 2 2 

P(A),-J=VÍ ^ ' l ~ ^ 2^1-P^ 
(a4<i)=^+J^PCfe-«^ (a4<i)>¿^PCfe-a^ feí^PCfe 

Demostración d e l Teorema 1. Sin rastr lcdones podemos con 
slderar MC» " O, n - 1 , . . . . Entonces para la demostración de 
que da media aritmética n» " "¡f converge con probabilidad 1 h¿ 
cia cero es suficiente dttnostrar que para cualquier e > O la 
probabilidad 

P{lim sup 1^1 > e} - 0. 

En virtud de la deaigualdad (3) 

[ m a x 
2^<W<2W-1 

p 5 p{ m a X \ h . \ ^ e} 

jWfl 
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Por eso 

P s P{Hm sup !%! > e } 4 I P„ 
m-o 

00 2 2 ^ ^ 1 « • 1 2 2"** 

e^ »w-o 2»» „.i *» e2 ̂ ^ ^ 2 ^ y ^ ^ "• 

e' <¿-o 2^ ̂  M̂ 2'<' ** e-̂  w-1 tt^ 
Anotemos ahora que la probabilidad P no cambia si reemplazamos 

por ceros cualquier numero finito de primeros términos de la sii 

cesión Ci,C2f'*C^' ̂  ^ea para cualquier N 

p < 4 i % 
^ tt-N n2 

n P5„ 
lo cual en virtud de la convergencia de la serie £ — ^ se de-

n-1 n 
muestra que P - 0. 

Para la demostración de la última afirmación del teorema 

construimos una sucesión de variables aleatorias independien

tes Ci,C2,«**» áe la siguiente manera: 

bn 
Sl rr < 1 entonces tomamos Cn " **» C^ • -n, C^ • O con proba
bilidades 

b« b„ . bjL 
.2 tt 2n n* 

correspondiente. 

Sl "Z^ > 1, entonces ponemos Ctt " >^> Cn " ~ * ^ con pro

babilidad igual a y. 

2 
Entonces MCM - O, MC„ " b . Sl suponemoa ahora que en el 

" rt Fl C 

conjunto con probabilidad positiva "jf "*" O, tt -»• » entonces de 

la igualdad 
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tt tt " ^ tt J n-1 
CM se concluirá que con probabilidad positiva -^•+ O, n-*- « . Pero 

en virtud de la divargoida de la serle S,]^, la aerie 

f p { | ^ | » l } - o o . 
» - l "• 

De donde por el teorema de Borel-Cantelly se deduce que 
- j ^ no puede con probabilidad positiva converger a caro. 

Para al caso cuando las variables aleatoriaa Independien^ 
tes CpC2».'. tienen una misma f\mclón de distribución 
F-F(X) SS puede dar la condición necesaria y suf iciente para 
la aetabilidad fuerte de las medidas aritmáticas. 

TEOREMA 3. Sl ^^,^2»'" ^ '^'^ 4uce4'¿ón de variables aleato^ 
rias independientes Igualmente dlstrUouidas, entonces tx con
dición MjĈ I < • e6 necesaria y suilclente para tx esteri l i
dad iuerte nomal de tas medias aritméticas n^ * "S"» "^^ '̂2* *•* 

Demos t r ac l t e . Sea M|C.| <""; mostraremos entonces que con 
probabilidad uno 

-jtt-t-MCj, tt •* » . 

Paralelamente a las variables Ctt analizaremos las variables 

,* i^tt «^ '« t t l ^ * ^ 
' '^"[O d ICJ >tt 

(i) Aquí y sn lo sucesivo se utiliza la variante del lema Bo
rel-Cantelly: si Aj^,A2,... es una sucesión de sucesos talea 
que sus indicadores í / i ^ . f l ^ ^ , , . . son independientes, entonces 
£ IA.« < * con probabilidad uno sí y solo si ? P(A«) < *. tt-1 " n *' -' n-1 " 
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Entonces 

i P i í n ^ Q ' I H K l > n } ' i P Í l C i J >n} 
tt=l n=l n=l 

- I I Pffe < ICil < ÍM-1} - I ttP{n < ICil 4 n+l) 
n-1 fe>n n-1 

^ I ¡ \x\Fidx) 4 r | x |F (dx ) - M|CJ < » . 
fe«o {fe<|x|4ÍM-l} -i» 

Por eso según el teorema de Borel-Cantelly con probabili-
« 

dad 1 ocurre solo un numero finito de sucesos. A^ - {^ / ^ } , 

n - 1,2,... De donde se deduce que es suficiente demostrar 

que con probabilidad 1 que 

Ya que MC„ •*• MC.. Entonces, de aquí no es difícil deducir 

esto indica que es necesario establecer que con probabilidad 1 

Ci+.. ."Kn ^ 
n 

donde: 
" It It 
Cn " 5n " WC^ . 

Para la demostración de esto es suficiente solo ccmiprobar que 
~ ~ " UVn 

para la sucesión Ci,Co**«* se cumple la condición E —5r-<» 
•!• * M»l tt 

del .Teorema 1. 

l-l tt^ ^.1 n n=l n-̂  ¡ 

file:///x/Fidx
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- I 4 n í. x̂ F(rfx)} 
tt-1 «^ fe-1 {fe-lí:|x|<fe} 

• , n f 
fe-1 ^ fe-1 {fe-lí:lxkfe} 

- ! /. |x|F(dx) I \ 
fe-1 {fe-l^|x|<fe} w>fe «^ 

< 2 ^ / |x|F(dx) - 2M|Cil < " 
feíl {fe-l¿|x <fe} ^ 

Así la condición (2) ̂ el tegrema 1 se cumple y en conse-

Supongamos ahora que con probabilidad uno -^ -** MC,, n -*• <» 

cuencia con probabilidad 

el teorema 1 se cum] 

1+. .-flln « 
1—- S -^0, n -»• ». 

S 
~n • ""̂ 1 

Entonces da la Igualdad 

in - fu fn-l-) ^n-1 
n tt " '• n •' n-1 -» 

C» 
se deduce que con probabilidad uno ~¡r *** O, n -*- <» . 

Por eao para cada e > O 

{ -^1 > e para un número infinito de n} - O, 

lo cual es equivalente según el teorema de Borel-Cantelly a la 

desigualdad 

\ P{l% >£}<«. 
n-1 ^ 

Pero en el caso que las variables tengan una misma distribu-

dón esta condición es equivalente, como es fácil de verificar, 

a la condición M|Cil < *». 

El teorema 3 queda demostrada. 

Supongamoa ahora CitC^»*** 9^^ ®a una sucesión de varia-
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blaa aleatorias independientes. Entonces la probabilidad de 
00 

que la serle Z converja es igiial a uno o a cero (ver el Teo-w»i 
rema suplementario). 

mOREMA 4. Para tx convergencia con probabilidad uno de ta 
00 

serie 1. C„ es su^clente ta convergencia simttanea de tas 
n-1 " 

siguientes series 
00 00 

I MC^, I PC^ . 
tt-1 " tt-1 " 

Sl además las variables aleatorias Ci»C2>*" ^on uniforme

mente acotadas jCni < C., n - 1,2,..., entonces esta condición 

es además necesaria. 

00 

DoBOStraoión. De la convergencia de la serie Z PCn 7 le 

desigualdad (3) se deduce que con probabilidad uno la serle 
00 
Z MCH se desprende además la afirmación exigida sobre la con-
tt-1 "" 5 
vergencia con probabilidad uno de la serie £ CM* 

ttf-1 '* 
Supongamos, ahora, que lais variables CitC^»... son unifor-

memente acotadas y la serie Z,CM converge con probabilidad 
n—1 "' 

uno. Construyamos la sucesión de variables aleatorias indepen

dientes Ci,C2,>•• les cuales tienen igual distribución que Ci, 

C2,.... Entonces con probabilidad uno converge también cada 

una de las series ^ ^ Cn» ^ i ^ ^ n - ^ n ^ ' 
Ya que Ü i ^ y ^ í ^ ) " O, entonces de la convergencia con pro

babilidad uno de la serle y ^ A í n - i ^ ) y le desigualdad (4) se 
deduce que Z P(CI«-CM) < °° . LO cual indica que n-1 n n 

h ^ n ' ^ l Viíycln> < « • 
tt-1 w - 1 
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En virtud de la primera parte del teorema con probabilidad 
00 «v 

uno converge la serle „'̂ ,(CM~Cn) 1"® junto con la convergencia 
00 n ' i JJ 

de la serie ̂ .Cn permiten la convergencia de la serie ,JiMCn' 

El teorema 4 queda demostrado. 

Supongamos que 

C 
t̂t 

C„, s i IC Î 4 c. 

o , s i |C„| > c. 

TEOREMA 5 . Para l a convergencia de l a s e r l e 
00 

I ^n 

de variables aleatorias Ci,C2»««' «4 necuarlo y suilclente t a 
convergencia simultánea para un c > O de cada una de estas tres 

• ( 1 ) seJues^ ' 

Í p { l c j > c } , Í M C J , I P C ^ 
tt-1 " M-1 " w - 1 " 

00 

Demostración. Suf idenda . Ya que „I,P{|Cnl ^ ^^ *̂  °°> enton-
n«i- » ^ 

ees según el lema de Borel-Cantelly casi siempre CM " C„ para 

n 
toda w, excluida posiblemoite solo un número finito. Entonces 

00 

por el teorema 4 converge la serie Z C„ con probabilidad uno, 
00 n^i n 

o aea converge y ¿.Cn* 
00 

Necaaidad. Si la serie £.C^ converge con probabilidad uno, en 

tonces Cn *** O casi siempre, n •*• » , For eso para toda c > O pue 

de ocurrir un gran número finito de sucesos (IC»] > c } , o sea (i) Comparar con A. Khintchine und A. Kolmogorov , Ober Konver-
genz vonRoihen, Manual Mat., Vol. 32 (1925), 668-677. 
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según el lema Borel-Cantelly Z P{|Cnl > c} < <•<>. Adeuda de la 
00 n-1 00 j, 

convergencia de la serie Z C se deduce que la serie Z C.. 
»^1 W.1 n 

también converge. Entonces la convergencia de laa series 
Z MC„ y Z PC„ se deducen del teorema 4. 
W-1 n n-1 n 

Ley de ceros y unos en la teoría de 1as probabili

dades. 

Vimos ya, varios casos en los cuales son conocidas las pr£ 

babilidades extrémales con la necesidad de ser iguales a cero 

o la unidad. Por ejeiiq>lo, la probabilidad de la convergencia 

de la serie de variables aleatorias independientes puede tomar 

solo estos dos valores . Demostraremoa ahora, un teorea gene 

ral que abarca muchos de estos casos. 

(Ley de ceros y unos) . Sea C|,C2> v a r i a b l e s a lea 

lorias cualquiera, y iix) - i5(x),X2,... t a iunclón de BoreC ' 

de las variables x - (Xĵ ,X2,... t a l que t a probabilidad condi

cional 

P{¿(Ci,C2....) = O |Ci,C2..--C^> , 

de ta relación 

(i) Ver Cap. VI 55. También tiene lugar para la probabilidad 
Pín^-í^ •* O, n •*• <*>} en la lev fuerte de los grandes números, 
por lo menos cuando las variables Cn ^ ° ^ ind^endientes en con 
junto. 

(2) Por función de Bera se entiende la función que puede ser 
representada a partir de polinomios, por pasos límites sucesi
vos integrados. 
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¿ ( C j í C j , ' " ) • O» 

para tos n primeras variables conocidas C^f 'fC^ ^ Igual a 
ta probabilidad absoluta 

PíéíCi.Cj»...) - 0) (1) 

para todo n. Ett estas condiciones ta probablKdad [1) eA igual 
a 1 o a O, 

En particular, tas unidades de probabilidad se cumplen s l 
las variables aleatorias Ki,^2»"' ^°^ independientes y los 
valores de la iunción i x 40tt invariables su cambiamos soto 
un número ilnito de variables x^. 

Demostración. Denotemoa por C " (Ci,C2»**') V '"^ 

A - {w :¿(C) - 0} • 

Junto con este suceso examinamos el álgebra T^ de todos los su 

cesoB, que pueden ser defiddos por cualqder reladón entre 

un número fldto de variables C|f. Si el suceso 8 pertenece a 

% entonces por laa condiciones del teorema 

P(A|8) - P(A). (2) 

En el caao P(A) • O nuestro teorema esta demostrado. 

Supongamos que P(A) > 0. Entoncea de (2) se deduce la fójr 

muía 

P(8 I A) - ̂ ^^*^^(AP • ̂ ^̂ '̂  ^̂ ^ 

y aaí P(B) y P(B | A) aon dos funcionea da conjuntos fldta-

aditivaa que coinciden en TU en consecuencia ellos deben ser 

Iguales entre ai en cada conjunto de Borel de la dilatación 

aCrO del álgebra U. Por eso, en particular 
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P(A) - P(A I A) - 1 . 

El teorema queda demostrado. 

Algunos otros casos en los cuales se puede afirmar sobre 
probabilidades conocidas que ellas toman solo valoras de O o 
1 fueron descubiertos por P. Levi 
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