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A. Presentación del Problema. 

Multícolinealidad es el nombre dado al problema ({ue aparece cuando alguna o 

todas las variables independientes en una relación están altamente cortelacíona-

das tuia con otra. Aquí llega a ser muy difícil sino imposible, detectar sus influen

c i a s por separado y obtcmer estimadores razonablemente precisos de sus efectos 

' relat ivos, esto e s , los coeficientes de regresión parcial pueden no ser significan-

íes aunque exista una relación es tadís t ica entre la variable dependiente y el ctMH 

junto de variables independientes. 

Es te fenómeno es típico en problemas económicos y de mercadeo, por ejemplo 

las variables independientes ingreso familiar y act ivos tenderán a ser altamente 

ccMrelacionadas. 

6. Cosos que se presentpn. 

Se pueden considerar varios c a s o s d is t in tos : 

jC'Zso f : Exis te una relación lineal exacta entre 2 variables (Perfecta multicolínea-

lidad). 

Supóngase que en el siguiente modelo : 

Se cumple la siguiente relación exacta entre X* y X2 

Xi = k i ^ k2 X2 
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Tomando desviaciones con respecto a la medía aritmética tenemos : 

I y ^ ' J 5 : Y . \ , \ /k2^ ?X^2 ''2^>í^2 

* i " ' ' 2 * 2 y * ' * • " 

1^2 

? x 2 X i y \ ^ 2 

Entonces el determinante de •)£*)(• es 

\ 

k Xx* Tx 

Itfítl • ^ i t 2 ^ a \ 2 ^ ) ^ - k 2 ^ a x \ ) ^ - Q 

Esto implique que ( ^ ' ^ ' no ex is te y a s í no podemos estimar B 

La interpretactón geométrica de es te caso e s interesante 

La dispersión de puntos en el plano X|X2 ocurre exclusivamente sobre la 

l ínea X | - k i * ^^2'^2' L a s valores de Y simplemente elevan es tos puntos de-, 

jándolos en un plano vertical; arriba y abajo de una línea recta en el espacio iri-

dimen.siunal. Al trai.ir <le explicar > . el hecho de que l a s variables X | y X^ 

estén relacionadas literalmente hace <^e se pierda una dimensión, y el mejor 

ajuste mínimo cuailrático para Y ni> es un plano sino una l inea, la línea AB p»> 

ra es te caso . 
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Si se mantiene la misma estructura de correlación, es decir si se conserva la 

relación de Xi y X2> y uos limitamos a predecir sobre la línea AB de la figu

ra no se presentan problemas e spec ia l e s pero no podemos examinar como Xi y 

X2 afectan a Y individualmente; cualquier intento de definir J9« , /^2 ' '^^ ^ ' 

fectos margínales de Xi . X2< implicaría tratar de explicar Y con un plano en 

lugar de con una línea y se encontraría que hay infinitos planos que pasan a tra

vés de la línea AB; cada uno de los cua les produce uha suma de cuadrados de 

los errores igual y pbr lo tanto obtenemos el mismo ajuste para todos. 

Cuso II .' Un caso menos extremo pero mucho más probable es el caso en que los 

valores de l a s variables independientes tjue aparecen en nuestra mues

tra están altamente correlacionadas, pero no perfectamente correlación^ 

das . Lo que sucede, en o a o s términos, es que una o más variables tien

den a ser función lineal de una u otras variables con una pequeiía dis-

turbaniri a. 

Supongamos el mismo modelo Y¿ = /̂ ĵ + f-̂ i X j : + /?2 X2i "* ^i con 

Xjj ~ ^1 "* ' '2 '^2i ^ ^'i ' ' 1, 2, . . ., n donde Uj es una pequeña dí.sturbancia 

tal que EdJj) - O y ademas > X2il^¡ ^ Xjj - ' '2'^2i ^ * í̂ *-ntonces: 

• » ' « = 

* ' * - = 

I X 2 i ( k 2 X 2 i + . U ¡ ) 

/ k | ? x 2 ¡ + >:u? 

S X 2 i í k 2 X 2 i •< U¡> 

5"XÍ 

h^4i\ 

7X1 

l » ' ? f | = k ^ d x ^ . )2 + { 5 x ^ i ) ( > U ? > - k ^ ( J x | i ) ^ - Í ? X ^ ¡ ) ( ^ I J ? ) 

{•X- i t \ e s por tanto muy pequeíio. 
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Entonces : 

;>*•'*» -1 
^\i -̂ 2 ^4i 

(5x î)(2ufl' 

\ > x l k 2 ? X ^ i + 1 V ¡ 

Luego los elementos de í-)f'-í^" son muy grandes y por tanto los elementos 

de la matriz de covarianzas de /•' serán también muy grandes, asi como también 

los errores standar de los J<-̂  lo cual nos da valores poblaciooales muy inciertos. 

Debemos observar que es posible tener una relación t|ue se ajuste muy bien, 

e s decir, tener un R" alm, y aún a s í , al aplicar pruebas l para los /"í - se pue

de obtener que ninguna de é s t a s son significativas por separado. 

C. Un método para detectar muíticolinealidad. 

Como ya se ha dicho, se puede sospechar que exis te una severa muíticolinea

lidad cuando l a s variables en conjunto son significat ivas pero individualmente no 

lo son. 

Prueba empírica de Klein : Para examinar la severidad de la colineatidad por 

pares de las variables independientes, Klein sugiere construir la matriz de corre

laciones de l a s variables : 

Ji<%-'í¡)(Xi,, -X 

V¡J^^7^7T7^ x„ - x,)í 

K es Li matriz de correlacíonex. 

.Se sugiere como regla que si el max I p j . ! K ^ i donde K es el coe

ficiente de cortelacioi) múltiple, la multícolinealidad e s t o l e r ó l e . 
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0> 5o/ucrones of Problema de Muíticolinealidad. 

1. Hliminación de una o varias variables independientes del modelo. 

Se propone esta solución para disminuir la muíticolinealidad y as í reducir los 

errores standar de los coeficientes de regresión estimados de las variables 

que restan en el modelo. Es ta acción sin embargó no ayuda a evaluar los efec

tos de l a s variables independientes por 2 razones. Pritnero : No se obtiene íi>-

formación acerca de las variables dejadas. Segundo: L a s magnitudes de los coe 

ficientes de Regresión para las variables independientes ({ue quedan en el mo

delo son afectadas por las variables independientes no incluidas en el modelo; 

la influencia de l a s variables eliminadas pasaal rérmino de error, de es ta for

ma, el término de error quedará correlacionado con l a s o t ras variables y el es t i 

mador mínimo cuadrado deja de ser insesgado. 

2. Uso de información extraña. 

En algunos c a s o s e s posible obtener información adicional acerca de los pad-

metros del modelo; es ta información puede sec conocimiento de la razón de al

gunos coeficientes; de los valores de algunos coeficientes, de los valores de 

alguna combinación de los coeficientes; o simplemente del signo de algunos 

coeficientes. 

Este conocimiento puede provenir de invest igaciones empíricas anter iores o 

de otras muest ras . 

Restr icciones Lineales exac tas : Mínimos cuadrados restringidos. .Supongamos 

que la información extraña e s una restricción lineal exacta sobre los coeficien

t e s . 

7 = R / ^ (1) 

Donde "y e s J X 1 conocido y R e s una matriz J x k conocida, de rango 

j < k y as í tenemos ) res t r icc iones independientes sobre los elementos de 

Casos espec ia les son : 
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i) Conocimiento de los valores de algunos elemenios de i'̂ ' por ejemplo 

/ í , - / ^ . con y = { f l \ ) R = Í 1 . 0 . . . . , 0 ) 

ii) Conocimiento de la razón de algunos elementos de B por ejemplo 

^jZ/Bj = Cj y / ^ j / ^ = C3 con 

/ 

y - i ) R = 
l - c , , 0 . . . , 0 

O,. C3 . 1 O . . . . O 

iii) (Conocimiento del valor de una combinación l ineal de los valores de los 

elementos de /^ por ejemplo 

/ ? j + . . . +/3,j = 1 con y = ( 1 ) R = ( 1.1,. . ., 1) 

Para incorporar esta información se propone el método de los mínimos cuadra 

dos restringidos. 

Debe obtenerse el ^ que minimice la suma de cuadrados del error, e s decir, 

(Y - X / ^ ' ( ¥ - X /í) sujeto a la restricción k n- y= O 

Por consiguiente minimizamos 

S = ( -V - X ñ U r • X f ) ' 2 >} (Tí fi- y ) <2) 

Donde \ es un vector Jx l de multiplicadores de Langrange- Defivando S 

con respecto a fí e igualando a cero tenemos 

1 íí S - ,,. • 
— - X ' T -t ( r X) ñ - R- A - O 
2 ^ f 
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donde y son los valores que minimizan a S. 

j ^ 

Entonces ' ' ' .̂  + ( x ' x ) " ^ R * (?) 

^ , I , 

Donde .̂  es (X X) * X ¥ 

Premultipücuido pot R se obtiene 

R •̂ * - K •< K f x ' x ) " ' H' *̂ (4) 

Imponiendo la restricción R/í = >• da : 

y = R ^ < R(1?X) ' ' BT' -̂* (5) 

>̂* = [ R(X-»>' R-"]'* [ r - R,Í1 (6) 

Reemplazando (6) en (3) tenemos 

/'*= Í ^ M X ^ X ) ' ' R* tRÍX'X)"^ R ' l " M y - R /^] (7) 

Se ve que el estimador restringido .̂  difiere del no restringido /^ poruña 

función lineal de la cantidad y- R ^ por lo cual /"̂  decae para satisfacer la 

restricción. 

Propiedades de ^ 

ñ = (X'XV^ X' f« /^ + e l = /^ + (X-̂ ICV^ Sí*' € 

Reemplazando en (7) tenemos : 

; ? * = / < + (X'X)" ' X* f t (X 'X)" ' R' [ R ( X ' X)"^ R' l '*[y-R/ ' ' - R(X*XÍ" 'x ' t 



/5* - y3+ M - ( X * x) -^ ^ ' Í R ( X ' X ) ' ' R ' T ' R ' ( X ' X ) ' ' % ' ' ^ ' 

Ya que > - R O = O 

Entonces 

E [/^ 1 " '• Luego í̂  es un estimador insesgado de (̂  

V = E Í(/^* - / ^ í / " ' - ''^Vl = 

E [ { I - ( X ' X ) ' * R ' [ R ( X ' » C ) ' * R T * tt}(X*»í)'^ X* t f* JOÍlX'X)"* 

{ ¡ - R [ R ( » Í * X ) - U " ] - * » ^ ^ * ' ^ Í " * >1 = 

= o 2 I { (X'X)"* - ( X * X ) - ^ R M R ( X ' X ) ' ^ FÍT^ RÍX'X)-M 

= -c^CX'X)'^ i l - R* ÍR(X'X>"^ R ' ) '* R ( X ' X ) ' M 

1 2 - 1 
Luego V* = V - VR' (RVR*)" RV donde V -̂  (X*X) ' 

E s fócil ver que hay una ganancia en eficiencia. Se sabe que V e s definida 

posit iva; puesto que (̂  e s una matri? k> ] de rango ] , se sigue que RVR* 

e s definida positiva y por tanto (RVR*) también es definida positiva. Además 

(RV)'(RVR ) RV es definida no negativa, asi cada elemento de la diagonal de 

V* e s menor o igual que el correspondiente elemento de V-

Coocluimos que la varíanza de cada elemento /̂  es menor o igual que la var 

r i a n z a d e l correspondiente de /̂  

Además /^ e s e l B L U E d e /̂  
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En la práct ica puede ser más conveniente computar ft usando las restriccio-, 

nes para eliminar algunos elementos de /^ entonces se aplican mínimos cuadra»'-i 

dos ordinarios y finalmente imponiendo la restricción se estiman los elementos 

de ^ que restan 

Ejemplo : Supongamos el modelo Y = /?i X , + ^ ^ X^ + ^ y , ^ ^ j ^ res t r iccio» 

I = -2 /3 | "* ^ 2 sustiniyendo la r e s t r i c c i o en el modelo se tiene : 

Y = > 3 i Xi + (2 / ' l + 1 ) X 2 + e o. 

Y - X2 = ^ l í X j + 2X2) + € 

Lo cual puede escr ibirse como 

Y* = /^ l X ' + e 

Regresando Y* sobre X obtenemos /"i i e imponiendo la restricción d a 

0̂ 2 = 2 f i \ ^ I 
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