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ãäå æç èåé êëìäíìåé æç èîé ïëêîæîé ðåìêîñíåèçé òóç åäåèíôå èå åéîìíåìíõä çäêñç
æîé î ïöé ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé çé çè æçäîïíäåæî åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéûü êñå÷ëé æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éíïúèçé ýüþÿ� åúèíìåæî å èåé êåøèåé æç
ìîäêíäùçäìíå� éç ìîäéêñó�çä èåé ñçúñçéçäêåìíîäçé æç èåé åéîìíåìíîäçé çäêñç �èåé �
ìîèóïäåé æç çéêåé êåøèåé� øåéåæîé çä èå æíéêåäìíå χ2 û ÿç êñåêå æç êåøèåé æç çðçìêí÷îé
îøêçäíæîé ìñóôåäæî èåé ïîæåèíæåæçé æç æîé ÷åñíåøèçé ìóåèíêåêí÷åé æç�äíæåé éîøñç
óäå ïíéïå úîøèåìíõä æç n íäæí÷íæóîé �éìî�çñ � �åùëé ý���Ö�û �îñ îêñå úåñêç�
ìîä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé ï	èêíúèçé çè ìóåè çé óäå ç
êçäéíõä æçè æîïí�äíî æç åúèíìåìíõä æçè üþÿ� éç æçéìñíøçä ùñåäæçé êåøèåé æç ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé�
ñçúñçéçäêåäæî èåé ìåêçùîñ�åé æç èåé ÷åñíåøèçé ìîïî úóäêîé çä óä çéúåìíî æç úîìåé
æíïçäéíîäçé þèåóéçä ý����û

ü�îñå øíçä� óä ñçòóíéíêî ðóäæåïçäêåè úåñå çéêç êíúî æç åäöèíéíé çé èå îøêçä�ìíõä æç èîé ÷åèîñçé � ÷çìêîñçé úñîúíîé� � úîñ çäæç èåé ìîîñæçäåæåé éîøñç èîé ç�çé
ðåìêîñíåèçé òóç úçñïíêçä èå íäêçñúñçêåìíõä æç èåé åéîìíåìíîäçé çäêñç èåé ÷åñíåøèçé ìå�êçùõñíìåéû�ä çéêç êñåøå�î éç úñçéçäêå óäå ïçêîæîèîù�å æç çéêíïåìíõä æç èîé ÷åèîñçé
� ÷çìêîñçé úñîúíîé æç èåé ïåêñíìçé úîñ æíåùîäåèíôåñ çä èîé åäöèíéíé æç ìîññçéúîä�æçäìíåé éíïúèçé � ï	èêíúèçé� å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìåû þîä çèèîé éç
îøêíçäçä èîé ç�çé� èåé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé � èåé ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä çäêñç èîé
çéúåìíîé� èå çéêíïåìíõä æç èå íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé � èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîéû
�î òóç éç êíçäç çäêîäìçé çé óäå ìîïúèçïçäêåìíõä çäêñç èîé æíéç�îé æç ïóçéêñçî
úñîøåøíè�éêíìî � çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé� èî òóç úçñïíêç æçéìñíøíñ äî éîèî çè
ìîïúîñêåïíçäêî î èå åéîìíåìíõä çäêñç ÷åñíåøèçé ìåêçùõñíìåé îøêçäíæåé å êñå÷ëé æç
óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå êîïåæå æç åèùóäå úîøèåìíõä øå�î çéêóæíî� éíäî êåïøíëä
íäðçñíñ åìçñìå æç æíì�î ìîïúîñêåïíçäêî � çè ùñåæî æç åéîìíåìíõä çäêñç èåé ÷åñíåøèçé
æç çéêóæíî� éíùóíçäæî èå ïçêîæîèîù�å æåæå úîñ �åñê�äçô ý����û

�ä èå éçììíõä Ö éç úñçéçäêå èå úñîúóçéêå æç çéêíïåìíõä æç èîé çèçïçäêîé æçøåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éíïúèçé � ï	èêíúèçé� åè íùóåè òóç èåé æç�ïöé ïçæíæåé òóç íäêçñ÷íçäçä çä çè åäöèíéíé� úîñ îêñå úåñêç� éç úñîúîäç çè ìöèìóèî
æç èå ÷åñíåäôå æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîé ïçæíåäêç èåé êëìäíìå �������� � �
Bootstrap � æîäæç çä èå éçììíõä Ø éç ïóçéêñå óä ç�çïúèî æç åúèíìåìíõä� çä çè òóç
éç ìîïúåñåä çéêåé æîé êëìäíìåé � éç èèçùå å æíéìóéíîäçé íïúîñêåäêçéû �îñ 	èêíïî çä
èå éçììíõä Ù� éç úñçéçäêåä èîé ïëêîæîé ìîïúóêåìíîäåèçé óêíèíôåæîé� � çä èå éçììíõä
� éç æåä å ìîäîìçñ èåé ìîäìèóéíîäçé æçè êñåøå�îû

�à �.,5*43-0, � -+,/5,+â(

 !"! #$%&'('( )*$*+,&

�è úñîìçæíïíçäêî úåñå çðçìêóåñ óä åäöèíéíé ðåìêîñíåè úåñå ïëêñíìåé � ïåêñíìçé æç
úçéî ìóåèçéòóíçñå çé æíåùîäåèíôåñ èå ïåêñíô A = X ′LXM � æîäæç M ìîññçéúîäæç
å èå ïëêñíìå � L å èå ïåêñíô� æç ïåéå î úçéî� úåñå çäìîäêñåñ èîé q ÷åèîñçé úñîúíîé
ïöé ùñåäæçé æç æíì�å ïåêñíô � å úåñêíñ æç çéêîé îøêçäçñ èåé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé
äçìçéåñíåé úåñå èèç÷åñ å ìåøî çè åäöèíéíéû
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�ä ùçäçñåè� éí éç æçéçå çðçìêóåñ óä úñîìçæíïíçäêî æç åäöèíéíé ðåìêîñíåè ìîïî çè
æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå çè íäêçñëé éç ìçäêñå çä èå
æíåùîäåèíôåìíõä æç èå ïåêñíô çéêíïåæå� Â = X ′L̂XM̂ å úåñêíñ æçè æíéç�î ïóçéêñåè
çïúèçåæî� úåñå åé� îøêçäçñ èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîé æç çéêå ïåêñíô ý�çøåñê�
�îñíäçåó � �íñîä ÖBBB�û

�è úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî æåæî úîñ èå çìóåìíõä ý��

|A− λI| = 0 ý��
ñçéóèêå éçñ æç èå ðîñïå

p(λ) = (−1)r
(
λr + br−1λ

r−1 + · · · + b1λ+ b0
)

= 0 ýÖ�
çè ìóåè çé úîéíøèç çéêíïåñèî ìîä èå ç
úñçéíõä

p
(
λ̂
)

=
∣∣∣Â− λ̂I

∣∣∣ = (−1)r
(
λ̂r + br−1λ̂

r−1 + · · · + b1λ̂+ b0

)
= 0 ýØ�

æîäæç r çé çè ä	ïçñî æç ïîæåèíæåæçé æç çéêóæíî � br−1, . . . , b0
éîä ÷åèîñçé äóïëñí�ìîé òóç éç úóçæçä çéìñíøíñ ìîïî ðóäìíîäçé æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé çéêíïåæîéû Cç

çéêå ïåäçñå éç úóçæç çéêåøèçìçñ òóç èîé ÷åèîñçé çéêíïåæîé æç λ éîä æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
t̂1, t̂2, . . . , t̂r

) ýÙ�

æîäæç t̂i éîä èîé çéêíïåæîñçé æç èîé êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé òóç ìîäðîñïåä èå ïåêñíô
Aû

üé�� îøêçäíæîé çéêîé ÷åèîñçé� çé úîéíøèç çðçìêóåñ úîñ ìîïúèçêî çè åäöèíéíé ðåìêîñíåè
å úåñêíñ æç èå íäðîñïåìíõä æç èå ïóçéêñå� æåæî òóç ìîä èîé ÷åèîñçé � ÷çìêîñçé
úñîúíîé çéêíïåæîé éç úóçæçä ìîäéêñóíñ èåé æçïöé ìîïúîäçäêçé æçè åäöèíéíé ý�çøåñê
çê åèû ÖBBB�û

 ! ! #$%&'('( D* EF++*(GF$D*$E',( ('HG&*( , G,+I'+ D* J$,
HJ*(I+, G+FK,K'&L(I'E,

Cåæå èå úîøèåìíõä U = {1, . . . , N} � éóúîäùå òóç å èîé çèçïçäêîé æç U éç èçé
ïíæçä æîé ÷åñíåøèçé� æíùåïîéZ1

�Z2
ìîä p1

� p2
ïîæåèíæåæçé� ñçéúçìêí÷åïçäêçû�å

ïåêñíô æç æåêîé� ñçéóèêåæî æç èå ïçæíìíõä æç èåé ÷åñíåøèçé éîøñç èîé N íäæí÷íæóîé�
çé ìîïî éíùóç

Z =

[
Z1

ûûûZ2

]

æîäæç

Zm =




z11 · · · z1i · · · z1pmûûû ûûû ûûû
zl1 · · · zli · · · zlpmûûû ûûû ûûû
zN1 · · · zNi · · · zNpm
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ìîä

zli =

{
1, éí çè éó�çêî l éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Zm

0, éí çè éó�çêî l äî éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Zm

åé�� úåñå m = 1, 2 � zli = 1 õ zli = 0 úåñå l = 1, 2, . . . , N ç i = 1, 2, . . . , pm
û

NONOPO Q;J<; FD G@:K?:RD:G?;
�å êåøèå æç ìîäêíäùçäìíå å úåñêíñ æç èåé ïåêñíìçé Z1

� Z2
çé

C = Z
T
1 Z2

çé æçìíñ

C =




k11 . . . k1j . . . k1p2ûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
ki1 . . . kij . . . kip2ûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
kp11 . . . kp1j . . . kp1p2




æîäæç
kij =

N∑

l=1

zijl
ý��

ìîññçéúîäæç å óä êîêåè æç óä æîïíäíî� çä çéêç ìåéî çè êîêåè æç íäæí÷íæóîé òóç
ñçéúîäæíçñîä èå ïîæåèíæåæ i æç èå úñçùóäêå Z1

� èå ïîæåèíæåæ j æç èå úñçùóäêå Z2éíïóèêöäçåïçäêç ìîäS

zijl = zil × zjl =

{
1, éí zil = 1 � zjl = 1

0, éí zil = 0 õ zjl = 0

NONONO Q;J<; FD G@:K?:RD:G?; D>K?H;F;
Tåéåæîé çä óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå S îøêçäíæå å êñå÷ëé æçè æíéç�î p(·) ý÷çñÿUñäæåè� ÿVçäééîä � Wñçêïåä ���Ö�� ìîä úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä πl

úåñå èîé
çèçïçäêîé æç U � úîæçïîé çéêíïåñ ìåæå êîêåè çä èå çìóåìíõä ý��� å êñå÷ëé æç óä πçéêíïåæîñ æç èå éíùóíçäêç ðîñïåS

k̂ijπ =
∑

l∈s

zijl

πl

ýM�

æîäæç èîé πl
éîä èåé úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä æç ìåæå íäæí÷íæóî� åé�� èå ïåêñíô

æç ìîññçéúîäæçäìíåé çéêíïåæåé çéS

Ĉ = ZT
n Π−1Zn

ý×�
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æîäæç n ìîññçéúîäæç å èîé íäæí÷íæóîé æç èå ïóçéêñå� å�îñå èå ïåêñíô æç ìõæíùîøíäåñíî åéîìíåæî å èåé æîé ÷åñíåøèçé çé

Zn




z11 · · · z1i · · · z1pmûûû ûûû ûûû
zl1 · · · zli · · · zlpmûûû ûûû ûûû
zn1 · · · zni · · · znpm




úåñå m = 1, 2 ìîä ïåêñíô æç úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä

Π =




π1 · · · 0 · · · 0ûûû û û û ûûû ûûû
0 · · · πl · · · 0ûûû ûûû û û û ûûû
0 · · · 0 · · · πns




çäêîäìçé èå ïåêñíô æç ìîññçéúîäæçäìíåé çéêíïåæå ý×�� êçäæñö èå éíùóíçäêç ðîñïå

Ĉ =




k̂11π . . . k̂1jπ . . . k̂1p2πûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
k̂i1π . . . k̂ijπ . . . k̂ip2πûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
k̂p11π . . . k̂p1jπ . . . k̂p1p2π




ìîä k̂ijπ
ñçúñçéçäêåäæî èå çéêíïåìíõä æç ìåæå êîêåè æç èå ïåêñíô æç ìîññçéúîäæçä�ìíåé� æç�äíæå çä èå çìóåìíõä ýM�� æîäæç

k̂π =
∑

l∈s

1

πl

= N̂ ý�

NONOXO BC?KDC?@ E@C H;Y?H?Z;C = H;KC?Z E@C F?;R@:;<?Z;C
�ä çè çéúåìíî æç èåé ìîèóïäåé

R
p2 � çè íäêçñëé çé ïå
íïíôåñ èå éóïå úîäæçñåæå

æç èîé ìóåæñåæîé æç èåé úñî�çììíîäçé éîøñç çè ç�ç� çé æçìíñ� æåæå èå ïóçéêñå s �ïå
íïíôåñ èå çìóåìíõä
�ö


û

{
∑

i

f̂id̂
2(i, O)

}
ý��

èî òóç çé çòóí÷åèçäêç å ïå
íïíôåñ èå ç
úñçéíõä
û′D̂−1

p2 F̂
′D̂−1

p1 F̂ D̂
−1
p2 û

ý�B�
ìîä èå ñçéêñíììíõä

û′D̂−1
p2 û = 1 ý���
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æîäæç û çé çè ÷çìêîñ úñîúíî æç èå ïåêñíô çéêíïåæå
Ŝ = F̂ ′D̂−1

p1 F̂ D̂
−1
p2

ý�Ö�

åéîìíåæî åè ÷åèîñ úñîúíî çéêíïåæî λ̂ ïöé ùñåäæç æíðçñçäêç æç �û �å ïåêñíô F̂ ìî�ññçéúîäæç å èå ïåêñíô æç ðñçìóçäìíåé ñçèåêí÷åé çéêíïåæåé æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂ij
� çé

æçìíñ
F̂ = {f̂ij} ý�Ø�

æîäæç
f̂ij =

k̂ijπ

k̂

ý�Ù�

� èåé ïåêñíìçé æç ïöñùçäçé �èåé f̂i·
� ìîèóïäå f̂·j çéêöä æåæåé úîñS

D̂p1 = æíåù{f̂i·} ý���
úåñå i = 1, 2, . . . , p1

� j = 1, 2, . . . , p2

D̂p2 = æíåù{f̂·j} ý�M�
ñçéúçìêí÷åïçäêç� æîäæçS

f̂i· =

p2∑

j=1

k̂i·π

k̂
f̂·j =

p1∑

i=1

k̂·jπ

k̂

ìîä
k̂i·π =

p2∑

j=1

k̂ijπ k̂·jπ =

p1∑

i=1

k̂ijπ

Cç çéêå ðîñïå éç êíçäç çä
R

p2 òóç èå ïëêñíìå M̂ çé D̂−1
p2

� èå ïåêñíô æç úçéîé
N̂ çé D̂−1

p1
� åé�� èå ïåêñíô úîñ æíåùîäåèíôåñ çéS

Ŝ = {Ŝjj′} ý�×�
æç êëñïíäî ùçäçñåè

Ŝjj′ =

p1∑

i=1

f̂ij

f̂i·

f̂ij′

f̂·j′
=

p1∑

i=1

k̂ij

k̂i·

k̂ij′

k̂·j′

úåñå j, j′ = 1, 2, . . . , p2
ý��

Cç èå ïíéïå ðîñïå� çä çè çéúåìíî æç èåé �èåé çéêíïåæåé
R

p1 � éç øóéìå ïå
íïíôåñ
èå ìåäêíæåæ

v̂′D̂−1
p1 F̂ D̂

−1
p2 F̂

′D̂−1
p1 v̂

ý���
ìîä èå ñçéêñíììíõä

v̂′D̂−1
p1 v̂ = 1 ýÖB�

æîäæç v̂ çé çè ÷çìêîñ úñîúíî åéîìíåæî å óä ÷åèîñ úñîúíî æç èå éíùóíçäêç ïåêñíôS
T̂ = F̂ D̂−1

p2 F̂
′D̂−1

p1
ýÖ��
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üé�� æç åìóçñæî ìîä �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� èå ïëêñíìå M̂ çä
R

p1 çé D̂−1
p1

� èå
ïåêñíô æç úçéîé N̂ çé D̂−1

p2
û �åñå èå æíåùîäåèíôåìíõä æç èå ïåêñíô Ŝ å úåñêíñ æç óäå

ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå� æç�äíæå çä ý�Ö�� úîæçïîé îøêçäçñ óä çéêíïåæîñ æç λ éçù	ä
èå ïçêîæîèîù�å æç�äíæå çä ÿUñäæåè çê åèû ý���Ö�� éçììíõä �û �äêîäìçé� éíùóíçäæî åÿUñäæåè çê åèû ý���Ö�� λ éç úóçæç çéìñíøíñ ìîïî óäå ðóäìíõä æç êîêåèçé çéêíïåæîé
æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
k̂11π, k̂12π , . . . , k̂1p2π , k̂21π, k̂22π , . . . , k̂2p2π , . . . , k̂p11π, k̂p12π, . . . , k̂p1p2π

)

�è çéêíïåæîñ åäêçñíîñ éç çäìóçäêñå ñçéîè÷íçäæî çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî
∣∣∣Ŝ − λ̂Ip2

∣∣∣ = (−1)p2
(
λ̂p2 + b̂p−1λ̂

p2−1 + · · · + b̂1λ̂+ b̂0

)
= 0 ýÖÖ�

æîäæç k̂ijπ
çé æç�äíæî çä èå çìóåìíõä ýM� �

b̂r = f
(
k̂11, k̂12, . . . , k̂1p2, k̂21, k̂22, . . . , k̂2p2, . . . , k̂p11, k̂p12, . . . , k̂p1p2

) ýÖØ�

 ![! \(I'H,E']$ D* &, ^,+',$_, `#abc

Cç åìóçñæî ìîä ÿUñäæåè çê åèû ý���Ö� ìåúû �� çè π çéêíïåæîñ úñîúóçéêî

λ̂ = f
(
k̂11π, k̂12π , . . . , k̂1p2π , k̂21π, k̂22π , . . . , k̂2p2π , . . . , k̂p11π, k̂p12π, . . . , k̂p1p2π

)

çé óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæåïçäêç íäéçéùåæî úåñå λû
�éêî éç úóçæç æçïîéêñåñ å êñå÷ëé æç èå êëìäíìå æç èíäçåèíôåìíõä æç úñíïçñ îñæçä

æç èå éçñíç æç då�èîñ åèñçæçæîñ æçè úóäêî kij
� úåñå i = 1, 2, . . . , p1

� j = 1, 2, . . . , p2
�

úñîìçæíçäæî ìîïî çä �åñê�äçô ý����� éç êíçäç úîñ åúñî
íïåìíõä æç úñíïçñ îñæçä
æç då�èîñ óäå åúñî
íïåìíõä åè çéêíïåæîñ λ̂ úîñ óä úéçóæî çéêíïåæîñ λ̂0

æç èå
ðîñïå

λ̂
.
= λ̂0 = λ+

∑

i,j

aij

(
k̂ijπ − kij

) ýÖÙ�

æîäæç

aij =
∂f

∂k̂ijπ

∣∣∣∣∣{k̂ijπ}={kij}i=1,...,p1; i=1,...,p2

þîïî k̂ijπ
çé çè êîêåè æç óä æîïíäíî æç çéêóæíî� çäêîäìçé

E
(
k̂ijπ

)
= E

(
∑

l∈s

zijl

πl

)
=
∑

l∈U

zijl

πl

πl =
∑

l∈U

zijl = kij
ýÖ��
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èóçùî� çä ÷çô æç ýÖÙ�� éç êíçäç òóç

E
(
λ̂
)
.
= E

(
λ̂0

)

.
= λ+

∑

i,j

aij(E(k̂ijπ) − kij)

.
= λ+

∑

i,j

aij(kij − kij)

.
= λ

�îñ êåäêî� E
(
λ̂
)
≈ E

(
λ̂
) û

eóçéêñî îø�çêí÷î å�îñå çé îøêçäçñ óäå ïçæíæå æç èå ìåèíæåæ æç èå çéêíïåìíõä
æç λû �äêîäìçé� éíùóíçäæî çè ïëêîæî æç ðóäìíîäçé æç êîêåèçé æåæî çä ÿUñäæåè çê åèû
ý���Ö�� æç�äíïîé ul =

∑
i,j aijzijl

� ǔl = ul/πl
æîäæç aij

çéêö æåæî çä ýÖÙ�� åé��
èå ÷åñíåäôå � óä çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå fîñ÷íê��d�îïúéîä úåñå ðóäìíîäçé æç
êîêåèçé çé

AV
(
λ̂
)

=
∑

l∈U

∑

l′∈U

∆ll′ ǔlǔl′
ýÖM�

Cåæî òóç èåé ìåäêíæåæçé ul
æçúçäæçä æç ÷åèîñçé æçéìîäîìíæîé� çè çéêíïåæîñ æç

èå åúñî
íïåìíõä æç èå ÷åñíåäôå æç fîñ÷íêô�d�îïúéîä AV
(
λ̂
) øå�î èå êëìäíìå çé

V̂
(
λ̂
)

=
∑

l∈s

∑

l′∈s
∆̌ll′

ûl

πl

ûl′

πl′

ýÖ×�

æîäæç
ûl =

∑

i,j

âijzijl

� èîé ìîç�ìíçäêçé âij
éç îøêíçäçä ìîïî

âij =
∂f

∂k̂ijπ

. ýÖ�

NOXOPO g< D>K?H;F@C hijkklmno
Cåæå èå ìåäêíæåæ æç úåñöïçêñîé úîñ ìåèìóèåñ úåñå çéêíïåñ èå ÷åñíåäôå æç

fîñ÷íêô�d�îïúéîä� éç çéêóæíåä èîé ïëêîæîé æç �������� � � pqqrsrt�u úåñå èå çéêí�ïåìíõä æç èå ÷åñíåäôå� èîé ìóåèçé éîä óéåæîé úåñå çéêç êíúî æç éíêóåìíîäçé æåæå éó
éíïúèíìíæåæ æç ìöèìóèî � èîé éóúóçéêîé úåñå éó åúèíìåìíõä� úîñ êåäêî� èå çéêíïåìíõä
úåñå èå ÷åñíåäôå æç λ̂ � éçù	ä çè ïëêîæî �������� � úñçéçäêåæî çä Wîèêçñ ý����� éç
æç�äç úåñå çéêç çéêíïåæîñ ìîïî

vjk =
n− 1

n

n∑

l=1

(
λ̂n−1,l −

1

n

n∑

l′=1

λ̂n−1,l′

)2

ýÖ��
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�óçùî çéêç çéêíïåæîñ éç ìîäîìç ìîïî çè çéêíïåæîñ �������� � ýæçèçêç��� æç
V
(
λ̂n

) � æîäæç

λ̂n−1,l = f
(
k̂11π(n−1)

, k̂12π(n−1)
, . . . , k̂p11π(n−1)

, k̂p12π(n−1)
, . . . , k̂p1p2π(n−1)

) ýØB�
�

k̂ijπ(n−1,l) =
∑

l′∈S−{l}

zijl′

πl′

ýØ��

�é æçìíñ� λ̂n−1,l
çé çè çéêíïåæîñ æçè ÷åèîñ úñîúíî ìîññçéúîäæíçäêç� øåéåæî çä

èå ïóçéêñå æç êåïå�î n − 1 òóç ñçéóèêå èóçùî æç çèíïíäåñ çè íäæí÷íæóî l�ëéíïî
æç èå ïóçéêñå� � k̂ijπ(n−1,l)

çé èå çéêíïåìíõä æç óä æîïíäíî çèíïíäåäæî èå ïíéïå
îøéçñ÷åìíõäû

NOXONO g< D>K?H;F@C vwwxyxzi{
dçäíçäæî çä ìóçäêå èå íïúîñêåäìíå æç óêíèíôåñ çè ïëêîæî æç ñçïóçéêñçî pqqrs|

rt�u úåñå çéêíïåñ ÷åèîñçé úñîúíîé� �íèåä � W�íêêå}çñ ý����� ñçåèíôåä óäå åúèíìå�ìíõä æçè pqqrsrt�u úåñåïëêñíìî å ïîæçèîé òóç íäìîñúîñåä ÷åèîñçé éíäùóèåñçé� æîäæç
éç æçéåññîèèåä æíéìóéíîäçé íïúîñêåäêçé éîøñç çè çðçìêî æç èå ÷åñíåìíõä æç ïóçéêñçî
çä èåé çéêíïåìíîäçéû

�åñå ìåèìóèåñ èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ïçæíåäêç çè ïëêîæî çè ñçïóçéêñçî pqqrsrt�u�
éç ñçåèíôåä èîé éíùóíçäêçé úåéîéS
�û Cåæå èå ïóçéêñå æç êåïå�î n � ìåèìóèåñ λ̂û �å æíéêñíøóìíõä æç çéêå ïóçéêñå

éç ìîäéíæçñå çòóí÷åèçäêç å èå æíéêñíøóìíõä æç èå úîøèåìíõä � λ̂ çé çè çéêíïåæîñ
ïóçéêñåè æçè úåñöïçêñî úîøèåìíîäåè λû

Öû ~çäçñåñB ïóçéêñåé pqqrsrt�u æç êåïå�î n ïçæíåäêç ïóçéêñçî ìîä ñçïúèåôî
æç èå ïóçéêñå îñíùíäåè� � ìåèìóèåñ èîé ìîññçéúîäæíçäêçé ÷åèîñçé λ̂∗1, λ̂∗2, . . . , λ̂∗B

úåñå ìåæå óäå æç èåé B ïóçéêñåé pqqrsrt�u û
Øû �éêíïåñ çè çññîñ çéêöäæåñ æçè úåñöïçêñî çéêíïåæî λ̂ ìåèìóèåäæî èå æçé÷íåìíõä

çéêöäæåñ æç èåé B ñëúèíìåé Bootstrap û
üé�� îøêçäçïîé òóç çè çññîñ çéêöäæåñ çé

σ∗
λ =

√√√√
∑B

b=1

(
λb∗ − ¯̂

λ
∗)2

(B − 1)
= σBOOT

ýØÖ�

æîäæç
¯̂
λ
∗

=
1

B

B∑

b=1

λb∗ ýØØ�

ìîññçéúîäæç åè úñîïçæíî æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ìåèìóèåæîé çä ìåæå ñçïóçéêñåû
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 !�! \(I'H,E']$ D* &,( EFF+D*$,D,( �,EIF+',&*(

ÿíùóíçäæî èå ïçêîæîèîù�å æç�äíæå çä �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� úåñå åäöèíéíé ðåìêî�ñíåè úîäæçñåæî� çé æçìíñ çè ìåéî ùçäçñåè� úîæçïîé îøêçäçñ èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîé�
íäçñìíå� úåñå çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìåû
�åé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé çéêíïåæåé� åäåèíôåäæî èîé úçñ�èçé �èå f̂ij

f̂i.

çä çè çéúåìíî
æç èåé ìîèóïäåé

R
p2 � èîé úçñ�èçé ìîèóïäå f̂ij

f̂.j

çä çè çéúåìíî æç èåé �èåé
R

p1 ÷çäæñöä
æåæîé ñçéúçìêí÷åïçäêç úîñS

ψ̂α = D̂−1
p1 F̂ D̂

−1
p2 ûα

ýØÙ�

ϕ̂α = D̂−1
p2 F̂

′D̂−1
p2 v̂α

ýØ��
ìîä êëñïíäîé ùçäçñåèçé

ψ̂αi =

p2∑

j=1

f̂ij

f̂i.f̂·j
ûαj

ýØM�

ϕ̂αj =

p1∑

i=1

f̂ij

f̂i.f̂·j
v̂αi

ýØ×�

ñçéúçìêí÷åïçäêçû ü�îñå éç úñçéçäêåä èåé ñçèåìíîäçé çäêñç èîé çéúåìíîé� ðñóêî æç èå
çéêíïåìíõä æç èîé ÷çìêîñçé úñîúíîé åéîìíåæîé å èîé ÷åèîñçé úñîúíîé çéêíïåæîéû

v̂α =
1√
λα

F̂D̂
−1
p2

ûα

ûα =
1√
λα

F̂
′
D̂

−1
p1

v̂α

NO�OPO �D<;G?@:D> FD KC;:>?G?�:
�åé ñçèåìíîäçé ðóäæåïçäêåèçé ç
íéêçäêçé çäêñç èîé úóäêîé �èå � úóäêîé ìîèóïäå

éîøñç çè ç�ç α éîä èèåïåæåé ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä� � éç ìåèìóèåä åé�S

ψ̂αi =
1√
λ̂α

p2∑

j=1

f̂ij

f̂i.

ϕ̂αj
ýØ�

ϕ̂αj =
1√
λ̂α

p1∑

i=1

f̂ij

f̂·j
ψ̂αi

ýØ��

æîäæç 1√
λ̂α

çé çè ìîç�ìíçäêç æç æíèåêåìíõä çéêíïåæîû

NO�ONO g>K?H;G?�: FD <; ?:DCG?;� G@:KC?J�G?@:D> = G@>D:@> G�;FC;F@>
ÿíùóíçäæî å �çøåñê çê åèû ýÖBBB�� éç úñçéçäêåä å ìîäêíäóåìíõä èîé çéêíïåæîñçé

ïóçéêñåèçé æç èå íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé å èîé ç�çé ðåìêîñíåèçé � èîé ìîéçäîé
ìóåæñåæîé çéêíïåæîé çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéû
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�:DCG?;O �å íäçñìíå êîêåè çéêíïåæå úåñå çè ìåéî æç åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé
éíïúèç çé

Î =

p−1∑

α=1

λ̂α
ýÙB�

æîäæç λ̂α
çé ÷åèîñ úñîúíî çéêíïåæî æç�äíæî çä èå éçììíõä ÖûØû

B@:KC?J�G?@:D>O �å çéêíïåìíõä æç èåé ìîäêñíøóìíîäçé ïçæíåäêç èîé úçñ�èçé �èå�
çé æçìíñ çä çè çéúåìíî

R
p2 � çéS

Ĉrα (i) =
f̂i.ψ̂

2
αi

λ̂α

=
k̂
(∑p2

j=1
k̂ij

k̂·j

ûαj

)2

k̂i.λ̂α

ýÙ��

� èå çéêíïåìíõä úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå çä çè çéúåìíî
R

p1

Ĉrα (j) =
f̂.jϕ̂

2
αj

λ̂α

=
k̂
(∑p1

j=1
k̂ij

k̂i.

v̂αi

)2

k̂·j λ̂α

ýÙÖ�

B@>D:@> G�;FC;F@>O �îé ìîéçäîé ìóåæñåæîé çéêíïåæîé úåñå èîé úçñ�èçé �èå éîäS

Ĉos2α (i) =
ψ̂2

αi

d̂2 (i, G)
=
k̂2
(∑p2

j=1
k̂ij

k̂·j

ûαj

)2

k̂2
i.d̂

2 (i, G)

ýÙØ�

� úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå

Ĉos2α (j) =
ϕ̂2

αj

d̂2 (j,G)
=
k̂2
(∑p1

j=1
k̂ij

k̂i.

v̂αi

)

k̂2
·j d̂

2 (j,G)

ýÙÙ�

æîäæç çä èîé úçñ�èçé �èå èå æíéêåäìíå æç óä úóäêî i åè ìçäêñî æç ùñå÷çæåæ êçäæñö
èå éíùóíçäêç çéêíïåìíõä

d̂2 (i, G) =

p2∑

j=1

1

f̂·j

(
f̂ij

f̂i.

− f̂·j

)2

=

p2∑

j=1

k̂

k̂·j

(
k̂ij

k̂i.

− k̂·j

k̂

)2

ýÙ��

� úåñå èîé úçñ�èçé ìîèóïäå

d̂2 (j,G) =

p1∑

i=1

1

f̂i·

(
f̂ij

f̂.j

− f̂i·

)2

=

p1∑

i=1

k̂

k̂i.

(
k̂ij

k̂.j

− k̂i.

k̂

)2

ýÙM�
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 !�! #$%&'('( D* EF++*(GF$D*$E', H�&I'G&* , G,+I'+ D* J$,

HJ*(I+, G+FK,K'&L(I'E,

�
êçäæíçäæî çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�é�êíìå æçè çéúåìíî U = {1, . . . , N} åè ìåéî æç m ÷åñíåøèçé ìîä p1, . . . , pm
ïîæåèíæåæçé

ñçéúçìêí÷åïçäêç� éç îøêíçäçä èåé ç
úñçéíîäçé å çéêç ìåéî ïöé ùçäçñåè å êñå÷ëé æç
óä æíéç�î p(·)� èóçùî èå ïåêñíô S æç�äíæå çä ìåéî éíïúèç úóçæç éçñ ç
êçäæíæå åè
ìåéî ï	èêíúèç ìîïîS

S = F ′D−1
N FD−1

p =
1

m
Z ′ZD−1 =

1

m
BD−1 ýÙ×�

æîäæç

Z =




z11 . . . z1j . . . z1pûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
zl1 . . . zlj . . . zlpûûû ûûû ûûû ûûû ûûû
zN1 . . . zNj . . . zNp




ìîä
zlj =

{
1, éí çè éó�çêî l éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ j
0, éí çè éó�çêî l äî éçèçììíîäõ èå ïîæåèíæåæ j

�äêîäìçé zlj = 1 õ zlj = 0 ìîä l = 1, 2, . . . , N � j = 1, 2, . . . , p û �å ïåêñíô
Dçé æíåùîäåè æç îñæçä (p, p) îøêçäíæå å úåñêíñ æç èå ïåêñíô æç Tóñê�

B = Z
′
Z
� éíä

úëñæíæå æç ùçäçñåèíæåæ� æç�äíïîé p =
∑m

j=1 pj
û üé�� èå ïåêñíô æç Tóñê çéêö æåæå

úîñS

B = Z ′Z =




∑N

i=1 zi1zi1

∑N

i=1 zi1zi2 · · · ∑N

i=1 zi1zip∑N

i=1 zi2zi1

∑N

i=1 zi2zi2 · · · ∑N

i=1 zi2zipûûû ûûû û û û ûûû
∑N

i=1 zipzi1

∑N

i=1 zipzi2 · · ·
∑N

i=1 zipzip




�äêîäìçé èîé çèçïçäêîé æç S éîä æç èå ðîñïå

sjj′ =
1

mz.j′

N∑

i=1

zijzij′
ýÙ�

æîäæç
z.j′ =

N∑

i=1

zij′

üé�� sjj′
çé óäå ðóäìíõä æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé æç èåé ÷åñíåøèçé zj′

� zjj′ =
zjzj′

û �äêîäìçé çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî æç S æç åìóçñæî ìîä èå çìóåìíõä ý��
÷íçäç æåæî úîñ

p(λ) =| S− λI |= (−1)p
(
λp + bp−1λ

p−1 + · · · + b1λ+ b0
) ýÙ��
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æîäæç ìåæå bj çä çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî çé ðóäìíõä æç èîé ÷åèîñçé sjj′
òóç å éó

÷çô éîä ðóäìíîäçé æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé� åé�

br = f
(
tz1 , . . . , tzj′

, . . . , tzp
, . . . , tz11 , . . . , tzjj′

, . . . , tzpp

) ý�B�

æîäæç
tzj′

=

N∑

i=1

zij′

�

tzjj′
=

N∑

i=1

zijzij′

�îñ êåäêî éç úóçæç åéóïíñ òóç λ çé êåïøíëä ðóäìíõä æç êîêåèçé úîøèåìíîäåèçé

λ = f
(
tz1 , . . . , tzj′

, . . . , tzp
, . . . , tz11 , . . . , tzjj′

, . . . , tzpp

) ý���

üé�� tzi
úóçæç éçñ çéêíïåæî å êñå÷ëé æç óä π çéêíïåæîñ øåéåæî çä óäå ïóçéêñå

úñîøåøíè�éêíìå s æç êåïå�î n � ìîïî éíùóç

t̂zj′ =
∑

i∈s

zij′

πi

�
t̂zjj′ =

∑

i∈s

zijzij′

πi

Cç çéêå ïåäçñå� éç úóçæç çéêåøèçìçñ òóç óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæî úåñå λ çé
æç èå ðîñïå

λ̂ = f
(
t̂z1 , . . . , t̂zj′

, . . . , t̂zp
, . . . , t̂z11 , . . . , t̂zjj′

, . . . , t̂zpp

) ý�Ö�

ñçéóèêåæî æç ñçéîè÷çñ çè úîèíäîïíî ìåñåìêçñ�éêíìî çéêíïåæî å úåñêíñ æç èå ïóçéêñå sæç èå ïåêñíô
Ŝ = Z ′

nΠ−1ZnD̂
−1 = B̂D̂−1 ý�Ø�

æåæî úîñ

p(λ) =
∣∣∣Ŝ − λ̂I

∣∣∣ = (−1)p
(
λ̂p + b̂p−1λ̂

p−1 + · · · b̂1λ̂+ b̂0

) ý�Ù�

æîäæç èîé br çéêöä æç�äíæîé çä èå çìóåìíõä ý�B�� èå ïåêñíô æç Tóñê çéêíïåæå çä èå
çìóåìíõä ý�Ø� çé

B̂ = Z ′
nΠ−1Zn

ý���
èå ïåêñíô æíåùîäåè çéêíïåæå îøêçäíæå å úåñêíñ æç èå ïåêñíô æç Tóñê� ìîññçéúîäæç å
óäå ïåêñíô æç îñæçä (p, p)� æåæå úîñ

D̂ = æíåù{Z ′
nΠ−1Zn} ý�M�
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� Π çé èå ïåêñíô æíåùîäåè æç úñîøåøíèíæåæçé æç íäìèóéíõä

Π = æíåù{π1, . . . , πn} ý�×�
çäêîäìçé

Zn =




z11 z12 . . . z1p

z21 z22 . . . z2pûûû ûûû ûûû ûûû
zn1 zn2 . . . znp




æîäæç

B̂ = Z
′
nΠ−1

Zn =




∑n

i=1

zi1zi1

πi

∑n

i=1

zi1zi2

πi

. . .
∑n

i=1

zi1zip

πi∑n

i=1

zi2zi1

πi

∑n

i=1

zi2zi2

πi

. . .
∑n

i=1

zi2zip

πiûûû ûûû û û û ûûû
∑n

i=1

zipzi1

πi

∑n

i=1

zipzi2

πi

. . .
∑n

i=1

zipzip

πi




� èå ïåêñíô æíåùîäåè çéêíïåæå

D̂ = diag
{
Z
′
nΠ−1

Zn

}
=




∑n

i=1

z2
i1

πi

0 . . . 0

0
∑n

i=1

z2
i2

πi

. . . 0
ûûû ûûû û û û ûûû
0 0 . . .

∑n

i=1

z2
ip

πi




 !�! \(I'H,E']$ D* &, ^,+',$_, `#a�c

�è π çéêíïåæîñ úñîúóçéêî

λ̂ = f
(
t̂z1 , . . . , t̂zj′

, . . . , t̂zp
, . . . , t̂z11 , . . . , t̂zjj′

, . . . , t̂zpp

)

çé óä çéêíïåæîñ åúñî
íïåæåïçäêç íäéçéùåæî úåñå λû
�éêå úñóçøå çé åäöèîùå ìîïî çä ýÖ×�� çäêîäìçé úåñå çè ìåéî ï	èêíúèç

ûi =
∑

r

ârzri

æîäæç
âr =

∂f

∂t̂r
eóç÷åïçäêç èåé ðîñïåé ç
úè�ìíêåé úåñå ûi

éîä ïó� ìîïúèíìåæåé æç ìåèìóèåñ çä
èå úñöìêíìå� çäæç êåäêî éç �åìç äçìçéåñíî çéêåøèçìçñ óä çéêíïåæîñ úåñå èå ÷åñíåäôå
æçè π çéêíïåæîñ λ̂ � å êñå÷ëé æçè ïëêîæî �������� � î Bootstrap � ìîïî éíùóçû
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NO�OPO g< D>K?H;F@C hijkklmno
�å ç
úñçéíõä æçè çéêíïåæîñ úåñå èå ÷åñíåäôå çé ìîïî çä ýÖ��� æîäæç

λ̂n−1,i = f
(
t̂z1(n−1,i), . . . , t̂zp(n−1,i), . . . t̂z11(n−1,i), . . . , t̂zjj′ (n−1,i) . . . , t̂zpp(n−1,i)

)

ìîä
t̂zpπ(n−1,i) =

∑

l∈S−{i}

zlj

πl

ý��

dåïøíëä çé úîéíøèç óêíèíôåñ åúñî
íïåìíîäçé �åúñîúíåæåé� æç vJK

òóç ñçòóíçñåä
ïçäîé ìöèìóèîéû

ÿ�åî � dó ý����� íäêñîæóìçä æîé ïëêîæîé ìîïúóêåìíîäåèçé úåñå æçéåññîèèåñ
çè �������� � æçèçêç�� çä èå çéêíïåìíõä æç ÷åñíåäôå� çè ïëêîæî æç åùñóúåïíçäêî
� çè ïëêîæî æç éóøïóçéêñçî åèçåêîñíî� éíä çïøåñùî çä çéêç êñåøå�î éç ìîïúåñå
�������� � ìîä pqqrsrt�u� ïîéêñåäæî òóç çè ñçïóçéêñçî pqqrsrt�u ñçéóèêå éçñ ïöé
ç�ìíçäêçû

NO�ONO g< D>K?H;F@C vwwxyxzi{
�è çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå çé éíïíèåñ ìîïî çä èå çìóåìíõä ýØÖ�� æîäæç éç æç�äç

èå æçé÷íåìíõä pqqrsrt�u � çè úñîìçæíïíçäêî úåñå èå çéêíïåìíõä çé åäöèîùîû

 !�! \(I'H,E']$ D* &F( *&*H*$IF( D* K,(* *$ *& ,$%&'('( D*
EF++*(GF$D*$E',( H�&I'G&*(

B@:>KC�GG?�: FD <;> :�JD>O ÿóúîäùå çè ìîä�óäêî æç èåé ìîîñæçäåæåé �èå óäå
äóøç æç N úóäêîé çä çè çéúåìíî æç èåé p ìîèóïäåéû þåæå úóäêî i êíçäç úîñ ìîîñ�
æçäåæåé çä

R
p

{
zij

ẑi·
; j = 1, 2, . . . , p

}
� ìåæå úóäêî j êíçäç úîñ ìîîñæçäåæåé çä R

N

{
zij

ẑ·j
; i = 1, 2, . . . , N

}

LD<DGG?�: FD F?>K;:G?;>O �ä
R

N èå æíéêåäìíå çéêíïåæå χ2 çäêñç ïîæåèíæåæçé
çé

d̂2(j, j′) =

N∑

i=1

N̂

(
zij

ẑ·j
− zij′

ẑ·j′

)2 ý���

� çä
R

p èå æíéêåäìíå çéêíïåæå çäêñç æîé íäæí÷íæóîé çé

d̂2(i, i′) =
1

m

N∑

i=1

N̂

ẑ·j
(zij − zi′j)

2 ýMB�

ìîä ẑ·j = t̂zj
=
∑

i∈s
zij

πi

� N̂ =
∑p

j=1

∑
i∈s

zij

πi
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NO�OPO B@@CFD:;F;> A;GK@C?;<D> D>K?H;F;>
�çêîïåäæî èîé ñçéóèêåæîé æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éç êíçäç

F̂ =
1

N̂m
Z

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂ij =
zij

N̂p

D̂p =
1

N̂m
D̂

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂.j = δij
ẑ·j

N̂m

D̂N =
1

N̂
IN

æç êëñïíäî ùçäçñåè f̂i. =
δij

N̂

æîäæç
I
N̂

çé èå ïåêñíô íæçäêíæåæ æç îñæçä (N̂ , N̂) � δij = 1 éí i = j � ìçñî éí äîû
�åñå çäìîäêñåñ èîé ç�çé ðåìêîñíåèçé ûα

éç æíåùîäåèíôå èå ïåêñíô

Ŝ
+ =

1

m2
D̂

−1
B̂D̂

−1
B̂

æîäæç
D̂

çé èå ïåêñíô æíåùîäåè æç îñæçä (p, p) æç èå ïåêñíô
B̂ = Z

′
Z
û

�ä
R

p � èå çìóåìíõä æçè α�ëéíïî ç�ç ðåìêîñíåè çéêíïåæî çé
1

m
Z
′
nΠ−1

ZnD̂
−1

ûα = λ̂αûα
ýM��

èå çìóåìíõä æçè α�ëéíïî ðåìêîñ çéêíïåæî çé
1

m
D̂

−1
Z
′
nΠ−1

Znϕ̂α = λ̂αϕ̂α
ýMÖ�

æçè ïíéïî ïîæî éç çéìñíøç çè α�ëéíïî ðåìêîñ çéêíïåæî çä
R

N ìîïî
1

m

[
ZnΠ−1

D̂
−1

Z
′
n

]
ψ̂α = λ̂αψ̂α

ýMØ�

�åé ìîîñæçäåæåé ðåìêîñíåèçé çéêíïåæåé æç óä íäæí÷íæóî i éîøñç çè ç�ç α çéêöä
æåæåé úîñ

ψ̂αi =
1

m

√
λ̂α

=
∑

j∈p(i)

ϕ̂αi
ýMÙ�

ϕ̂αi =
1√
λ̂α

=
∑

i∈I(j)

ψ̂α
ýM��

æîäæç p(i) æçéíùäå åè ìîä�óäêî æç ïîæåèíæåæçé éçèçììíîäåæåé úîñ çè íäæí÷íæóî i �� úîñ îêñå úåñêç I(j) æçéíùäå åè ìîä�óäêî æç èîé íäæí÷íæóîé òóç éçèçììíîäåñîä èå
ïîæåèíæåæ j çä èå ïóçéêñåû

NO�ONO �D<;G?@:D> FD KC;:>?G?�:
�îé ðåìêîñçé çéêíïåæîé ϕ̂α

� ψ̂α
æç äîñïå λ̂α

ñçúñçéçäêåä èåé ìîîñæçäåæåé
çéêíïåæåé æç èîé úóäêîé �èå � èîé úóäêîé ìîèóïäå éîøñç çè ç�ç ðåìêîñíåè α� èóçùî èåé
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ñçèåìíîäçé æç êñåäéíìíõä ÷íçäçä æåæåé úîñS

ϕ̂α =
1√
λ̂α

D̂
−1

Z
′
nΠ−1ψ̂α

ýMM�

�
ψ̂α =

1

m

√
λ̂α

[
ZnΠ−1

]′
ϕ̂α

ýM×�

ñçéúçìêí÷åïçäêçû

NO�OXO g>K?H;G?�: FD <; ?:DCG?;� G@:KC?J�G?@:D> = G@>D:@> G�;FC;F@>
�îñ îêñå úåñêç� èå çéêíïåìíõä æç èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé� ìîïî èå

íäçñìíå� èåé ìîäêñíøóìíîäçé � èîé ìîéçäîé ìóåæñåæîé� éç úñçéçäêå å ìîäêíäóåìíõäS

�:DCG?;O �åñå çè ìåéî æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé ïóèêíúèç� èå íäçñìíå I (j)æç óäå ïîæåèíæåæ j éç úóçæç çéêíïåñ å êñå÷ëé æç èå ç
úñçéíõäS

Î (j) =
1

m

(
1 −

∑
i∈s

zij

πi

N̂

)
ýM�

æîäæç
N̂ =

pq∑

jq=1

∑

i∈s

zijq

πi

þîä zijq

÷åñíåøèç æíìõêîïå� åé�� çé íùóåè å óäî� éí çè íäæí÷íæóî i ñçéúîäæíõ èå
ïîæåèíæåæ j æç èå úñçùóäêå q � � ìçñî çä îêñå ïîæåèíæåæ æç èå ïíéïå úñçùóäêåû �å
íäçñìíå I (q) æç óäå úñçùóäêå q çéêå æåæå úîñS

Î (q) =

pq∑

j=1

Î (j)

�äêîäìçé èå íäçñìíå êîêåè çéêíïåæå çéS

I =
∑

q

Î (q)

B@:KC?J�G?@:D>O �åé ìîäêñíøóìíîäçé çéêíïåæåé çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçä�ìíåé úåñå èîé úóäêîé �èå ý
R

p
� � ìîèóïäå ý

R
n
�� ñçéúçìêí÷åïçäêç� éîäS

Ĉrα (i) =
ψ̂2

αi

N̂ λ̂α

y Ĉrα (j) =
ẑ·jϕ̂

2
αj

N̂mλ̂α

ýM��
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B@>D:@> G�;FC;F@>O �îé ìîéçäîé ìóåæñåæîé úåñå èîé úóäêîé �èå ý
R

p
� � ìîèóïäå

ý
R

n
� éîäS

Ĉos2α (i) =
ψ̂2

αi

d̂2 (i, G)
y Ĉos2α (j) =

ϕ̂2
αj

d̂2 (j,G)

ý×B�

ñçéúçìêí÷åïçäêç� æîäæç çä èîé úóäêîé �èå èå æíéêåäìíå æç óä úóäêî i åè ìçäêñî æç
ùñå÷çæåæ êçäæñö èå éíùóíçäêç çéêíïåìíõäS

d̂2 (i, G) =

p2∑

j=1

1

f̂·j

(
f̂ij

f̂i.

− f̂·j

)2

=
N̂

ẑ·j
− 1 ý×��

�à ��.62*0 -. 32*+/3/+â(

�éêå åúèíìåìíõä éç ñç�çñç å èåé ìîäæíìíîäçé æç ÷íæå æç óäå úîøèåìíõä òóç éç
çäìóçäêñå æçéìñíêå úîñ ��B ã�� ýóäíæåæçé úñíïåñíåé æç ïóçéêñçî�� èåé ìóåèçé éç
çïúèçåä úåñå ñçåèíôåñ óä çéêóæíî úîñ ïóçéêñçî úñîøåøíè�éêíìî å êñå÷ëé æç óäå ïóçé�êñå ìîññçéúîäæíçäêç åè ØB� æç èåé ã��� éçèçììíîäåæå øå�î óä æíéç�î æç ïóçéêñçîøíçêöúíìî ìîä�üÿ çä èå úñíïçñå çêåúå � �üÿ çä èå éçùóäæå çêåúåû�ä èå éíùóíçäêç
êåøèå �ùóñåä èåé çêíòóçêåé æç èåé ïîæåèíæåæçé æç èåé ìóåêñî úñçùóäêåéS

����� �� ������#��� �� �%��%����"�Ò ¼½ÀÕÐÅÄÂÁ �¾ÒÂÊÃÒÂÒÀÁ4 �À ÁÃÀÅÄÀ ÓÃÀÅ ÀÅ ÀÊ �¾ÕÂ½ � 34Æ ¡�/¢ � 32Æ ¡£¾¢2 ¤¾Á ÕÂÁÄ¾Á ÒÀ ÍÃÍÃÀÅÒÂ Á¾Å ¥¤34Æ ¡¥ÀÁ¦½ÀÑÃÂÓÊÀ¢ ¥¤32Æ ¡�ÃÅ ¦½¾ÓÊÀÉÂ¢¥¤37Æ ¡§½ÂÅ ÑÂ½ÕÂ¢ ¥¤3¨Æ ¡.Â½ÕÂ ÉÐ© ¦ÀÁÂÒÂ¢7 ªÂ ÁÐ¿½ÃÒ¾ ÒÀ Ò¾Ê¾½ ÒÀ ÀÁ¦ÂÊÒÂ � 34Æ ¡�/¢ � 32Æ ¡£¾¢¨ �À ÃÉ¦¾ÅÀ ½ÀÁÄ½ÃÑÑÃ¾ÅÀÁ -Ç34Æ «�/¢ -Ç32Æ ¡£¾¢

�è îø�çêí÷î æç çéêç ç�çïúèî çé ìîïúåñåñ èîé ñçéóèêåæîé æç åúèíìåñ óä åäöèíéíé æç
ìîññçéúîäæçäìíåé ï	èêíúèç å èå úîøèåìíõä æçéìñíêå åäêçñíîñïçäêç � å óäå ïóçéêñå
åèçåêîñíå éçèçììíîäåæå æç æíì�å úîøèåìíõä å êñå÷ëé æç óä æíéç�î æç �üÿ��üÿûÿç ÷çñí�ìå èóçùî òóç �å� éçíé ÷åèîñçé úñîúíîé úîøèåìíîäåèçé � çéêíïåæîé äî äóèîé
(6 = 10 − 4 = p−m) òóç éç ïóçéêñåä å ìîäêíäóåìíõäS

����� ¬� ¹��#%�%��� �� �%����� #��#��� #���%��� %��� � �����%���"
ÂÊ¾½ÀÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ ÂÊ¾½ÀÁ ÀÁÄÃÉÂÒ¾Á ®¯°±±²³́ µ£¾ Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ECMJK

ÑÍÀ4 3·44¸74 29·3¨ 29·3¨ 3·44926 73·4¨ 73·4¨ 3·3333¨46 3·3¨¨2
2 3·39¹7¨ 2¨·2¹ ¸7·74 3·3ºº9¸ 22·̈ 6 ¸2·¹4 3·3334¸26 3·432º
7 3·3¹7¸¹ 4¹·34 ¹9·74 3·3¹774 4¹·33 ¹º·¹4 3·3333364 3·3¨39
¨ 3·3¸29º 47·7¨ º2·¹¹ 3·3¸726 47·̈ ¹ º2·36 3·33337¸4 3·444¨
¸ 3·3¨7¸7 43·9¹ 97·¹2 3·3¨¨32 44·42 97·49 3·33334¨2 3·3º¸3
¹ 3·32¸72 ¹·7º 433 3·32¹9¨ ¹·º4 433 3·333336¹ 3·3º¹9

�ä èå êåøèå Ö äîêåïîé òóç çè úñíïçñ úèåäî ðåìêîñíåè úîøèåìíîäåè� ìîäðîñïåæî
úîñ èîé æîé úñíïçñîé ÷åèîñçé úñîúíîé æíðçñçäêçé æç ìçñî� úñîúîñìíîäåä óä úîñìçäêå�ç
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æç íäçñìíå æçè �Ø�Ø��� ïíçäêñåé òóç çè úñíïçñ úèåäî ðåìêîñíåè çéêíïåæî úñçéçäêå
óä úîñìçäêå�ç æç ÷åñíåìíõä æçè �Ö�M�� � ìîç�ìíçäêç æç ÷åñíåìíõä æçè �B�� èî ìóåè
çé óä øóçä íäæíìíî æç çéêíïåìíõä� åæçïöé éç úóçæç îøéçñ÷åñ èå úñçìíéíõä çä èåé
çéêíïåìíîäçé æç ïåäçñå úóäêóåè å ìåæå óäî æç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé� � �äåèïçäêç çé
æç ñçéåèêåñ èå ìåèíæåæ æç èåé çéêíïåìíîäçé� å êñå÷ëé æç èîé ìîç�ìíçäêçé æç ÷åñíåìíõä�
�å òóç ñçéóèêåä øåéêåäêç çðçìêí÷îéû

����� »� ¹��#%�%��� �� �%����� #��#��� #���%��� %��� � �����%���"ÂÊ¾½ÀÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ ÂÊ¾½ÀÁ ÀÁÄÃÉÂÒ¾Á ¼½½¾¿¾À Á̄£¾ Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ Æ¼Æ ¶ �ÅÀÆ ¶  ÑÐÉÆ ECMBoot

ÑÍÀ4 3·44¸74 29·3¨ 29·3¨ 3·44¹¹¹ 29·2¸ 29·2¸ 3·33334¸º 3·3¨¨2
2 3·39¹7¨ 2¨·2¹ ¸7·74 3·433º2 2¸·26 ¸¨·¸2 3·3333¨24 3·432º
7 3·3¹7¸¹ 4¹·34 ¹9·74 3·3¹7¸4 4¸·92 63·̈ ¨ 3·3333393 3·3¨39
¨ 3·3¸29º 47·7¨ º2·¹¹ 3·3¨9º2 42·̈ 9 º2·97 3·3333¨º3 3·444¨
¸ 3·3¨7¸7 43·9¹ 97·¹2 3·3¨736 43·º3 97·67 3·3333472 3·3º¸3
¹ 3·32¸72 ¹·7º 433 3·32¸34 ¹·26 433 3·33333¹4 3·3º¹9

ÿç åúñçìíå çä èå êåøèå Ø òóç óêíèíôåäæî çè ïëêîæî pqqrsrt�u� èåé çéêíïåìíîäçé
ñçéóèêåä éçñ óä úîìî ïöé ç�ìíçäêçé òóç ïçæíåäêç çè ïëêîæî �������� � êçäíçäæî çä
ìóçäêå èå éíïóèåìíõä ñçåèíôåæå� çä úåñêíìóèåñ úåñå èîé ÷åèîñçé úñîúíîé ïöé ùñåäæçéøåéöäæîéç çä çè çññîñ ìóåæñöêíìî ïçæíî � æçïöé çéêíïåìíîäçéû þåøç æçéêåìåñ òóç
éç ñçåèíôåñîä ÖBBB éíïóèåìíîäçé ìîä B = 500 ñçïóçéêñåé pqqrsrt�u � çéêîé ÷åèîñçé
éç ìîäéíæçñåñîä êçäíçäæî çä ìóçäêå òóç äî éç úñçéçäêåñîä ìåïøíîé éíùäí�ìåêí÷îé
úåñå óä ä	ïçñî ïå�îñ æç éíïóèåìíîäçé çä èåé çéêíïåìíîäçéû

�åé çéêíïåìíîäçé æç èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé éç
úñçéçäêåä çä çè åäç
îû

Âà ÃÄ40-0, /062543/+0(3*.,

ãäå ÷çô éçèçììíîäåæå èå ïóçéêñå úñîøåøíèíéêíìå æç èå úîøèåìíõä æç íäêçñëé� � æç�êçñïíäåæîé èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä å úåñêíñ æçè æíéç�î æç ïóçéêñçî éçèçììíîäåæî�
çé úîéíøèç åúèíìåñ åèùóäåé ñóêíäåé æç úñîùñåïåé çéêåæ�éêíìîé ìîïî ÅÆÅ� ÅÇÆÈ î
ÉÊÅËÆË úåñå çéêíïåñ èîé çèçïçäêîé æç øåéç æçè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåéû �éêî
éç èîùñå íäìèó�çäæî èå ÷åñíåøèç ��çéî� çä çè åäöèíéíé ìîññçéúîäæíçäêç ýçä äóçéêñî
ìîäêç
êî� å èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä æçè æíéç�î�û �öé ç
úè�ìíêåïçäêçS ïçæíåäêç
ÅÆÅ� ìîäéíéêç çä ìåñùåñ çè úåòóçêç ÇÌÍÎ ÎÍÌÌÏÅÇ ìîä èå îúìíõäÐÑÒÓÔÕ Ö� æîäæç
ú çé èå ìîèóïäå òóç ìîäêíçäç èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä æçè åäöèíéíé úîñ ïóçéêñçî
úñîøåøíè�éêíìîû �çæíåäêç ÅÇÆÈ� ìîäéíéêç çä çéêåøèçìçñ óäå ìîèóïäå çä èå øåéç æç
æåêîé æç èå ïóçéêñå ìîïî èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõä� èå ìóåè éç ìîèîìåñö ìîïî �úîä�æçñåìíõä� çä èîé úåñöïçêñîé æçè éîðêVåñçû �çæíåäêç ÉÊÅËÆË� ìîäéíéêç çä íäéçñêåñ
èå ïåêñíô æç Tóñê� Cíé�óäêí÷å þîïúèçêå� î ×äæí÷íæóîé Øåñíåøèç� çä èå îúìíõä òóç
çéúçìí�ìå èå ïåêñíô ìîä èå ìóåè éç ñçåèíôåñö çè åäöèíéíé� çä äóçéêñî ìåéî èå ïåêñíô
æç Tóñê� � æçéúóëé çä èå îúìíõä �çéî éç íäéçñêåä èîé ðåìêîñçé æç ç
úåäéíõäû
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• Cåæî òóç èîé ÷åèîñçé úñîúíîé úîñ çéêíïåñ éç úóçæçä çéìñíøíñ ìîïî ðóäìíîäçé
æç èåé ÷åñíåøèçé îøéçñ÷åæåé çä èå ïóçéêñå� ìîïî êîêåèçé� ñåôîäçé � æîïíäíîé
úîøèåìíîäåèçé� çé úîéíøèç æçêçñïíäåñ ïçæíæåé æç ìåèíæåæ úåñå èåé çéêíïåìíî�äçéû �å ÷åñíåäôå æç çéêîé çéêíïåæîñçé éç úóçæç îøêçäçñ å êñå÷ëé æç êëìäíìåé
æç åúñî
íïåìíõä æç ÷åñíåäôå� ìîïî çé çè ìåéî æç èå êëìäíìå æç èíäçåèíôåìíõä
æç úñíïçñ îñæçä æç då�èîñ� � éó çéêíïåìíõä éç úóçæç ñçåèíôåñ ïçæíåäêç ïëêî�æîé ñîøóéêîé ìîïî çè �������� � � pqqrsrt�u� éíçäæî çéêç 	èêíïî ïöé ç�ìíçäêç
êçäíçäæî çä ìóçäêå èå éíïóèåìíõä ñçåèíôåæåû

• �îé æíéç�îé æç ïóçéêñçî úñîøåøíè�éêíìî úóçæçä éçñ óêíèíôåæîé úåñå çéêíïåñ
èîé çèçïçäêîé æç øåéç çä çè åäöèíéíé æç ìîññçéúîäæçäìíåé æåäæî ñçéóèêåæîé
ìîä�åøèçéû

• �é úîéíøèç óêíèíôåñ æíéç�îé æç ïóçéêñçî ïöé ìîïúèç�îé� å êñå÷ëé æçè ïóçéêñçî
çä æîé ðåéçé� óêíèíôåäæî ìîïî çéêíïåæîñ æç èå ÷åñíåäôå çè çéêíïåæîñ �������� ��
úñçéçäêåæî úîñ �åì�çìî � �åñê�äçô ýÖBB×�û

'Û13-./+6+.(40,

�îé åóêîñçé æçè úñçéçäêç êñåøå�î åùñåæçìçä æç ïåäçñå ïó� çéúçìíåè å êîæåé
åòóçèèåé úçñéîäåé òóç ìîäêñíøó�çñîä çä èå çèåøîñåìíõä � ìîññçììíõä æçè ïíéïîû �ä
úåñêíìóèåñ åùñåæçìç åè Cçúåñêåïçäêî æç �åêçïöêíìåé � �éêåæ�éêíìå æç èå ãäí÷çñ�éíæåæ æç þõñæîøåû

[ÌÑÜÒÝÒÞßà áÝâÒã ÞÑ äååæ ç ÆÜÑÖÔáÞßà ßÜÔèÝâÑ ÞÑ äåéå]

�.ê.1.(/+3,

þèåóéçä� ÿû �û� çæû ý����� ëuuì��í îqtt�suq�í���� ë��ìïì�sð ë� ñ�rtqíò��r�q��
äóïøçñ �Ö� �� óÿçñíçé îä ôóåäêíêåêí÷ç üúúèíìåêíîäé íä ê�ç ÿîìíåè ÿìíçäìçéõ�ÿåùç ãäí÷çñéíê� �åúçñé� d�îóéåäæ öå}é� þåèíðîñäíåû

�éìî�çñ� Tû � �åùëé� ÷û ý���Ö�� ë�øì�s�s � ��rqt��ì�s s�ùuì�s ï ùúìr�uì�sð qûü �r�ýqsþùÿrqíqs � ��r�tut�r������ ãäí÷çñéíæåæ æçè �å�é Øåéìî� Tíèøåîû
�çøåñê� �û� �îñíäçåó� üû� �íñîä� �û ýÖBBB�� �r�r�sr��ò� ��uìqt�rq�t� �òìr�í�ù��|

s�q���ìì�� Cóäîæ� �ñåäìíåû
�åñê�äçô� ~û ý����� �éêíïåìíõä æç èîé ìîç�ìíçäêçé æç óä åäöèíéíé çä ìîïúîäçäêçé

úñíäìíúåèçé å úåñêíñ æç óäå ïóçéêñå úñîøåøíè�éêíìå� dñåøå�î �äåè� Cçúåñêåïçä�êî æç �éêåæ�éêíìå� �åìóèêåæ æç þíçäìíåé� ãäí÷çñéíæåæ eåìíîäåè æç þîèîïøíå�
Tîùîêö� þîèîïøíåû
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�íèåä� �û � W�íêêå}çñ� �û ÷û ý������ óüúúèíìåêíîä îð ê�ç �åñåïçêñíì Tîîêéêñåú êî
�îæçèé ê�åê ×äìîñúîñåêç å ÿíäùóèåñ Øåèóç Cçìîïúîéíêíîäõ� ëuuì��í �r�r�sr��s
��ý��� Ø��Ù�û

�åì�çìî� �û � �åñê�äçô� ~û ýÖBB×�� óãä çéêíïåæîñ �åì}}äíðç æç ÷åñíåäôå çä ïóçé�êñçî çä æîé ðåéçé ìîä úñîøåøíèíæåæçé æçéíùóåèçéõ� ��ý�sr� îqìqùû���� í� �s|
r�í	sr��� X
ýÖ�� ÖBØ�Ö�Öû

ÿ�åî� ÷û� dó� Cû ý������ ��� �������� � ��í pqqrsrt�u� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV îñ}û
ÿUñäæåè� þû �û� ÿVçäééîä� Tû � Wñçêïåä� ÷û fû ý���Ö�� �qí�ì ëss�sr�í �òtý�ï

��ùuì���� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV îñ}û
Wîèêçñ� �û�û ý����� ñ�rtqíò�r�q� rq ��t����� �sr�ù�r�q�� ÿúñíäùçñ�Øçñèåù� eçV

îñ}û

'2Ä(-+/. 'à �37*3,

����� �� ¹��#%�%��� �� �%� ������ %�%� #���%��� %��� � �����%�%�"�¾ÒÂÊÃÒÂÒ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ¦¾ÓÊÂÑÃ¾ÅÂÊÀÁ .¾¾½ÒÀÅÂÒÂÁ ÀÁÄÃÉÂÒÂÁ4 2 7 ¨ ¸ 4 2 7 ¨ ¸
� 34

−

3·3¸ 3·2¸ 3·3¹
−

3·4¸
−

3·4¹ 3·42 3·2¸ 3·3¸
−

3·44
−

3·24
� 32 3·44

−

3·¸¨
−

3·42 3·77 3·7¹
−

3·22
−

3·̈ º
−

3·39 3·24 3·̈ 3
¥¤34

−

3·¹3 3·º4 3·2¸ 4·4¸
−

3·36
−

3·37 4·3¨ 3·37 4·4º 3·39
¥¤32

−

3·73
−

3·27
−

3·3¹
−

3·24 3·39
−

3·76
−

3·37
−

3·3¨
−

3·24
−

3·32
¥¤37 3·¹2 3·49

−

3·7¹ 3·3¹
−

3·23 3·¹¸
−

3·2¨
−

3·̈ 2 3·3¸
−

3·36
¥¤3¨ 3·¹¹

−

3·44 4·64
−

3·4¨ 3·27 3·¸3
−

3·24 4·̧ 7
−

3·3¸ 3·2¸
� 34 3·3¸ 3·̈ 3

−

3·36
−

3·43 3·72 3·2¹ 3·77
−

3·3º
−

3·23 3·72
� 32

−

3·3¨
−
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� 34 3·32 3·¸2 3·37 3·49 3·27 3·43 3·̈ 6 3·32 3·39 3·77
� 32 3·32 3·¸2 3·37 3·49 3·27 3·43 3·̈ 6 3·32 3·39 3·77
¥¤34 3·4¨ 3·26 3·32 3·¸¨ 3·34 3·34 3·̈ 7 3·34 3·¸¹ 3·34
¥¤32 3·̈ 4 3·27 3·32 3·23 3·3¨ 3·¹¨ 3·34 3·34 3·24 3·34
¥¤37 3·¸6 3·3¸ 3·49 3·3¸ 3·3¹ 3·¸¨ 3·36 3·27 3·34 3·34
¥¤3¨ 3·42 3·34 3·º7 3·3¸ 3·32 3·39 3·32 3·º¨ 3·34 3·32
� 34 3·34 3·¸6 3·32 3·3¨ 3·̈ 3 3·23 3·77 3·32 3·47 3·74
� 32 3·34 3·¸6 3·32 3·3¨ 3·76 3·23 3·77 3·32 3·47 3·74
-Ç34 3·º2 3·34 3·34 3·34 3·34 3·¹º 3·44 3·34 3·34 3·34
-Ç32 3·º2 3·34 3·34 3·34 3·34 3·¹º 3·44 3·34 3·34 3·34
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