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åæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó ôæ éèçõ æö÷óèæöòðêò íêèóèøæçæ ÷æëæ öõçòóæë êèòö÷õé çò
ùèçæ çò îõö÷õðòðêòé úõ éèéêòöæéûü òð õëýæðèøæîèõðòé þíò çòéæëëõóóæð ÷ëõýëæöæé
çò öæðêòðèöèòðêõ ÷ëòùòðêèùõ òð éíé öÿþíèðæéü �æ þíò ÷òëöèêò òéêíçèæë óæ êæéæ
çò �æóóæ çò íð îõö÷õðòðêò îë�êèîõ� �éêæ çèéêëèìíîèïð �íò èðêëõçíîèçæ ÷õë ñòèìíóóú×Ø�×û � ÷õéêòëèõëöòðêò éò ôæð çòéæëëõóóæçõ öíîôõé êëæìæ�õé þíò õêõëýæð íðæ
öæ�õë �ò�èìèóèçæç æó öõçòóõ õëèýèðæó öõçè	îæðçõ éí òéêëíîêíëæ ÷æëæö
êëèîæ� �õë
ò�òö÷óõü �æðýü èò � �õô úÖÙÙ�û � �ôòð úÖÙÙÙû êëæìæ�æð éõìëò òó ÷æëÿöòêëõ çò
�õëöæ ÷æëæ õìêòðòë íð öò�õë æ�íéêò çò �íðîèõðòé îõð êæéæ çò �æóóæ îõð �õëöæ çòìæ�òëæ õ îëòîèòðêò� �ôæðý � èò úÖÙÙ�û ýòðòëæð íð ðíòùõ öõçòóõ æó èðîõë÷õëæëíð ÷æëÿöòêëõ æçèîèõðæó æ óæ �æöèóèæ çò çèéêëèìíîèõðòé ñòèìíóó îõð çõé ÷æëÿöòêëõé�

åæ �íðîèïð çò çòðéèçæç çò ÷ëõìæìèóèçæç ú�ç÷û çò íðæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ ñòèìíóóçò çõé ÷æëÿöòêëõé òé çò óæ �õëöæ

fX(x | α, β) =
β

αβ
xβ−1e−(x/α)β

, x > 0
ú×û

çõðçò α > 0 òé òó ÷æëÿöòêëõ çò òéîæóæü � β > 0 òé òó ÷æëÿöòêëõ çò �õëöæ� �è Xéò çèéêëèìí�ò òð ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé (α, β)
óõ çòðõêæëòöõé ÷õë X ∼ ñ

(α, β)�� ÷æëêèë çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóóü éò ÷íòçòð çòëèùæë óõé éèýíèòðêòé îæéõé ÷æëêè�îíóæëòé� éè β = 0, 5
ü
X

éò çèéêëèìí�ò �è÷òëò�÷õðòðîèæó� éè β = 1
ü
X

éò çèéêëèìí�ò
ò�÷õðòðîèæó çò ÷æëÿöòêëõ α > 0

�
β = 2

ü êòðòöõé þíò X
éò çèéêëèìí�ò òð �æ�óòèýôçò ÷æëÿöòêëõ α > 0 � �õë õêëõ óæçõü óæ �íðîèïð çò çèéêëèìíîèïð æîíöíóæçæ ú�çæû òé

FX(x | α, β) = 1 − e−(x/α)β

, x > 0
úÖû

� óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç ùèòðò çæçæ ÷õë

RX(x | α, β) = 1 − FX(x | α, β) = e−(x/α)β

, x > 0
ú�û

�òéçò ú×û � ú�ûü êòðòöõé þíò óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ òé

hX(x | α, β) =
fX(α, β)

RX(x | α, β)
=

β

α

(x

α

)β−1

, x > 0
ú�û

åæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ çæçæ òð ú�û òé çòîëòîèòðêò ÷æëæ β < 1
ü îõðéêæðêò

÷æëæ β = 1
� îëòîèòðêò ÷æëæ β > 1 ��îêíæóöòðêòü óæ ÷ëòõîí÷æîèïð òéêÿ îòðêëæçæ òð çòéæëëõóóæë ò�êòðéèõðòé æ óæ

çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó ÷æëæ óõýëæë íð öò�õë æ�íéêò æ óæ éèêíæîèïð çò îæçæ îõö÷õ�ðòðêò òð òéêíçèõ� �õìëò òéêò öèéöõ ÷íðêõü �æ ò�èéêòð êëæìæ�õé éèöèóæëòé îõöõü ÷õë
ò�òö÷óõü òó çò �ïöòøü �íèðêæðæ � �õëëòé úÖÙÙ�ûü þíò íêèóèøæð óæ �æöèóèæ çò çèéêëè�ìíîèõðòé òó�÷êèîæé ÷æëæ ýòðòëæë íðæ ðíòùæ �æöèóèæ çò çèéêëèìíîèõðòé çòðõöèðæçæé
�óæéô�òó�÷êèîæéü æé� îõöõ íð êëæìæ�õ ëòîèòðêò çò �ïöòøü �óèùæëòé��æîôòîõ � �õó�æ�ëèðò úÖÙÙØûü þíèòðòé ýòðòëæð íðæ ò�êòðéèïð çò óæ çèéêëèìíîèïð �èëðìæíö��æíðçòëéæ ÷æëêèë çòó êëæêæöèòðêõ çò éí  íëêõéèé�

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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�ð òéêò éòðêèçõü óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô îæðïðèîæ éò çò	ðò îõöõ óæ ëæøïð çò çõé
ùæëèæìóòé æóòæêõëèæé èðçò÷òðçèòðêòéü æ éæìòë� íðæ ðõëöæó òéêÿðçæë ú>

(0, 1)
û � íðæ

íðè�õëöò òð (0, 1)
ú?

(0, 1)
ûü çõðçò óæ �ç÷ òé çæçæ ÷õë

p(x) =

{
φ(0)−φ(x)

x2 ,
éè

x 6= 0
1
2φ(0),

éè
x = 0

ú�û

çõðçò φ(·) òé óæ çòðéèçæç ðõëöæó òéêÿðçæë� �éêæ çèéêëèìíîèïð ÷ëòéòðêæ îõóæé öÿé
÷òéæçæé þíò óæ çèéêëèìíîèïð ðõëöæóü � îõöõ îõðéòîíòðîèæü òé íðæ çèéêëèìíîèïð îõð
öæ�õë  íëêõéèé� �óýíðæé ÷ëõ÷èòçæçòé çò òéêæ �æöèóèæ éõð çèéîíêèçæé òð �õýòëé ��í ò� ú×Ø�Öû � òð @õéêòóóòë � �í ò� ú×Ø��û� åõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõ�éèöèóèêíç ú�@Aû ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé çò óõîæóèøæîèïð � òéîæóæ éõð çèéîíêèçõé òðBæ�æçæë ú×ØCÖû� ñæðý � �òðêõð úÖÙÙDû ÷ëõ÷õðòð íðæ ùòëéèïð é òE öíóêèùæëèæçæ
÷æëæ óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô òéêÿðçæë�

?ðæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ ÷æëæ óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô òéêÿðçæë òé çæçæ ÷õë

S =
Z

U1/q

úDû
çõðçò Z ∼ >

(0, 1)
ü
U ∼ ?

(0, 1)
ü
Z òé èðçò÷òðçèòðêò çò U

�
q > 0 � �è q = 1

ü
òðêõðîòé éò õìêèòðò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô îæðïðèîæü � éè

q → ∞ ü éò õìêèòðò óæ
çèéêëèìíîèïð ðõëöæó òéêÿðçæë�

�õë êæðêõü òó õì�òêèùõ çò òéêò êëæìæ�õü òé òéêíçèæë óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ S òð úDûü
îõðéèçòëæðçõ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ Z ∼ ñ

(α, β)� �ò óóæöæëÿ æ òéêæ ðíòùæ çòðéèçæç
�óæéô�ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé (α, β, q)

ü çòðõêæçõ ÷õë �ñ(α, β, q)� �éêæ ùæëèæìóòæóòæêõëèæ S ÷ëòéòðêæëÿ íðæ öæ�õë  íëêõéèé þíò òó öõçòóõ ñòèìíóó õëèýèðæó ú×û�
ò�òö÷óõ çò çæêõé þíò ÷õéòòð íð öæ�õë �ðçèîò çò  íëêõéèé éõð æþíòóóõé ëòóæîèõðæçõéîõð êèòö÷õ çò �æóóæé çò îõö÷õðòðêòé éõöòêèçõé æ íð òéêë
é î�îóèîõ úùòë �ïöòø
òê æó� ÖÙÙØû�

�éêò êëæìæ�õ òéêÿ õëýæðèøæçõ îõöõ éèýíò� �ð óæ éòîîèïð Öü éò ÷ëòéòðêæ óæ çòðéè�çæç çò óæ �æöèóèæ �óæéô�ñòèìíóóü � öíòéêëæð æóýíðõé îæéõé ÷æëêèîíóæëòé çòëèùæçõéçòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü éò õìêèòðòð óõé öõöòðêõé � éò òéêíçèæð óõé îõò	îèòðêòéçò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé çòó öõçòóõ� �éêæ éòîîèïð 	ðæóèøæ îõð íð æðÿóèéèé çò óæé
�íðîèõðòé çò îõð	æìèóèçæç � êæéæ çò �æóóæ� �ð óæ éòîîèïð �ü éò òéêíçèæð óõé æé÷òîêõéèð�òëòðîèæóòé çòó öõçòóõü òð ÷æëêèîíóæë óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç �
éò ÷ëòéòðêæ íð òéêíçèõ çò éèöíóæîèïð ëòóæîèõðæçõ îõð óõé ÷æëÿöòêëõé èðùõóíîëæçõé�Fèðæóöòðêòü óæ éòîîèïð � òé çòçèîæçæ æ óæé ÷ëèðîè÷æóòé îõðîóíéèõðòé�

Gã H( /-,+1-234-.' I0(,JK5)-2300

�ð òéêæ éòîîèïð éò çò	ðò óæ çòðéèçæç çò óæ �æöèóèæ òéêíçèæçæ � éò öíòéêëæðæóýíðæé çò éíé ÷ëõ÷èòçæçòé ìÿéèîæé� �õë íð óæçõü óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çòó
öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó òé çò óæ �õëöæ

W =
X

U1/q

ú�û

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)



ÖÖÖ Ú�% Û" Ü���%���±³%�«���� Ý����� Þ" Þ�� ���±ß���� à á% ��� á� %������
çõðçò X ∼ ñ

(α, β)
ü
U ∼ ?

(0, 1)
ü
X òé èðçò÷òðçèòðêò çò U

�
q > 0 � �èëòöõéþíò W

éò çèéêëèìí�ò çò æîíòëçõ òð óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóó çò ÷æëÿöòêëõé
(α, β, q)

ü çòðõêæëòöõé óæ çèéêëèìíîèïð çò ú�û íéæðçõ óæ ðõêæîèïð W ∼ �ñ(α, β, q)�
LMNM OPQRSTQ UV UVQWSUXU

åæ éèýíèòðêò ÷ëõ÷õéèîèïð öíòéêëæ óæ �ç÷ çò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóóü õìêò�ðèçæ æ ÷æëêèë çò óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�û�
HJBYB@AZA[; \] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_hi j` k lm l_ W
_h l`l` mfn

fW (w | α, β, q) =
qβ

αβ
wβ−1TW (w | α, β, q), w > 0

úCû
lfdl_ α, β > 0i q > 0 o TW (w | α, β, q) h_ l_pd_ gfqf

TW (w | α, β, q) =

∫ 1

0

uβ+q−1e−(uw/α)β

du

rstuvwxyz{|}] �òéçò ú�ûü � íéæðçõ óæ èðçò÷òðçòðîèæ çòX
�

U
ü éòæϕ : R

2 → R
2 üóæ êëæðé�õëöæîèïð

ϕ(x, u) = (x/u1/q, u1/q) ÷æëæ u 6= 0
� îõð èðùòëéæ ϕ−1(w, v) =

(wv, vq)
ü òðêõðîòé òó �æîõìèæðõ çò óæ êëæðé�õëöæîèïð èðùòëéæ òé J(w, v) = qvq � �õëêæðêõü

fW (w | α, β, q) =

∫
∞

−∞

fX(wv | α, β)fU (v) | J(w, u) | dv

= q

∫ 1

0

vqfX(wv | α, β) dv

çõðçò fX(· | α, β) òé çæçõ ÷õë ú×û�
åæ 	ýíëæ × öíòéêëæ óæ çòðéèçæç �óæéô�ñòèìíóó ÷æëæ çè�òëòðêòé òóòîîèõðòé çò óõé

÷æëÿöòêëõé α
ü
β
�

q � �ð óæ 	ýíëæ × éò õìéòëùæ îóæëæöòðêò òó ò�òîêõ ÷ëõçíîèçõ ÷õë
òó ÷æëÿöòêëõ q òð òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü ÷ëòéòðêæ îõóæé öÿé ÷òéæçæéþíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóóü � îõöõ îõðéòîíòðîèæü òó ðíòùõ öõçòóõ êèòðò öæ�õë íëêõéèé�

åõé éèýíèòðêòé îõëõóæëèõé éõð îõðéòîíòðîèæé çèëòîêæé çò úCû � éò õìêèòðòð îõöõ
ò�êòðéèõðòé çò óõé îæéõé ÷æëêèîíóæëòé çòëèùæçõé çòó öõçòóõ ñòèìíóó�
~BJBOIJAB \] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h����m_n_�mfd_dg�`j o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^�

(α, q)i gfd klm l`l` mfn
fX(x | α, q) =

q

2
(αx)−1/2TX(x | α, q), x > 0

úØû

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf
TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uq−1/2e−(ux/α)1/2

du

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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&È* fW (w | α = 1, β = 0, 5, q)
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&#* fX(x | α = 1, β = 1, q)
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&Â* fX(x | α = 1, β = 2, q)
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&Ð* fX(x | α = 20, β = 5, q)������ �� Û�³ fW (w | α, β, q)
#%�% �%��%� ������� �� ��

(α, β, q)" �% �� �% �� �� �%������#� �� % �% �� ���%� ������� �� ��� #%��������"

~BJBOIJAB �] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h��c�mfd_dg�`j o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^c(α, q)i gfd klm l`l` mfn

fX(x | α, q) =
q

α
TX(x | α, q), x > 0

ú×Ùû

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf

TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uqe−(ux/α) du

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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~BJBOIJAB �] �` �`n�`�j_ `j_`efn�` X h_ l�hen���o_ l_ `g�_nlf gfd j` l�hen���g��d^j`h���`oj_��� o jf l_dfe`n_qfh mfn X ∼ ^�

(α, q)i gfd klm l`l` mfn

fX(x | α, q) =
2q

α2
xTX(x | α, q), x > 0

ú××û

lfdl_ α > 0i q > 0 o TW (w | α, q) h_ l_pd_ gfqf
TX(x | α, q) =

∫ 1

0

uq+1e−(ux/α)2 du

åæé 	ýíëæé ×úæûü ×úìû � ×úîû öíòéêëæð óæé �õëöæé çò óæ çòðéèçæç ÷æëæ çè�òëòð�êòé òóòîîèõðòé çò óõé ÷æëÿöòêëõé (α, q)
ü ÷æëæ óõé öõçòóõé �óæéô��è÷òëò�÷õðòðîèæóü�óæéô���÷õðòðîèæó � �óæéô��æ�óòèýôü ëòé÷òîêèùæöòðêò�

�çòöÿéü çò óæ ëò÷ëòéòðêæîèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�û òé �ÿîèó ýòðòëæë ùæëèæ�ìóòé æóòæêõëèæé çòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü æ ÷æëêèë çò óæ ýòðòëæîèïð çò ùæëèæìóòéæóòæêõëèæé ñòèìíóó � ?ðè�õëöò�
LMLM ���VQ��W

åõé öõöòðêõé çòó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó ùèòðòð çæçõé ÷õë óæ éèýíèòðêò ÷ëõ÷õ�éèîèïð�
HJBYB@AZA[; �] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_hi gfd r = 1, 2, 3, . . . o q > r i
e_d_qfh

E[W r ] =
q

q − r
αrΓ

(
1 +

r

β

) ú×Öû

lfdl_ Γ(u) =
∫
∞

0 tu−1 exp (−t) dti u > 0 �k�dg��d �`qq �̀b
rstuvwxyz{|}] �æçõ þíò X

�
U

éõð èðçò÷òðçèòðêòéü æ êëæù
é çò óæ ëò÷ëòéòðêæ�îèïð òéêõîÿéêèîæ çæçæ òð ú�ûü êòðòöõé

E[W r] = E

[(
X

U1/q

)r]
= E

[
U−r/q

]
E[Xr]

�æ þíò U ∼ ?
(0, 1)

ü éò éèýíò þíò
E

[
U−r/q

]
= q

q−r

ü
q > r

� ÷õë õêëõ óæçõü îõöõX ∼ñ
(α, β)

ü êòðòöõé E[Xr] = αrΓ(1+ r
β )

ü ú�õôðéõðüBõêø � �æóæ ëèéôðæð ×ØØ�û�
?éæðçõ óæ ÷ëõ÷õéèîèïð Öü òé ÷õéèìóò õìêòðòë óæé ò�÷ëòéèõðòé ÷æëæ óæ òé÷òëæðøæ �

ùæëèæðøæ çò óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ W
ü óæé îíæóòé éõð çæçæé òð òó éèýíèòðêò îõëõóæëèõ�

~BJBOIJAB �] ^� W ∼ ^a
(α, β, q)i _defdg_h

E[W ] =
q

q − 1
αΓ

(
1 +

1

β

)
, q > 1

V (W ) = qα2

{
1

q − 2
Γ

(
1 +

2

β

)
− q

(q − 1)2
Γ2

(
1 +

1

β

)}
, q > 2
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LM�M  �V¡RSVQ�V UV XWS�V�¢£X ¤ ¥P¢��WSW
HJBYB@AZA[; �] ^_` W ∼ ^a

(α, β, q) b cdefdg_h _j gf_pg�_de_ l_ `h�q_en¦` _h

√
β1 =

Γ(1 + 3/β)

q2(q − 3)
− 3Γ(1 + 1/β)Γ(1 + 2/β)

q(q − 1)(q − 2)
+

2Γ3(1 + 1/β)

(q − 1)3
[
Γ(1 + 2/β)

q(q − 2)
− Γ2(1 + 1/β)

(q − 1)2

]3/2
, q > 3

ú×�û

o _j gf_pg�_de_ l_ §�nefh�h _h

β2 =

Γ(1+4/β)
q3(q−4) − 4Γ(1+1/β)Γ(1+3/β)

q2(q−1)(q−3) + 6Γ2(1+1/β)Γ(1+2/β)
q(q−1)2(q−2) − 3Γ4(1+1/β)

(q−1)4

[
Γ(1+2/β)

q(q−2) − Γ2(1+1/β)
(q−1)2

]2 , q > 4
ú×�û

rstuvwxyz{|}] ?éæðçõ óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé òéêæðçæëèøæçõéü
êòðòöõé

√
β1 =

µ3 − 3µ1µ2 + 2µ3
1

(µ2 − µ2
1)

3/2

�
β2 =

µ4 − 4µ1µ3 + 6µ2
1µ2 − 3µ4

1

(µ2 − µ2
1)

2
,

ú×�û
çõðçò µr = E[W r]

ü îõð r = 1, 2, 3, . . .
�

q > r òé çò	ðèçõ òð ú×Öû�
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&È* "ÃÎ¨ÂÉÎ½¿Î ÐÎ È¾ÉÇÎ¿À$ÈÄ
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&#* "ÃÎ¨ÂÉÎ½¿Î ÐÎ ©ÁÀ¿Ã¾É¾Ä������ ª� Þ������ �� �� %�������% � �������� #%�% �% ����������� ��%�«±������� � ���±���� «�� �% �� �� �%¬� #%�% ������ ��� �%����� �� q
"

åæ 	ýíëæ Ö ÷ëòéòðêæ √
β1

�
β2

îõöõ �íðîèïð çòó ÷æëÿöòêëõ çò �õëöæ� �éêæ	ýíëæ öíòéêëæ òó îõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ �  íëêõéèé ÷æëæóæé çèéêëèìíîèõðòé �óæéô�ñòèìíóó � ñòèìíóóü ÷æëæ çè�òëòðêòé ùæóõëòé çò q � �çòöÿéüéò ÷íòçò ùòë þíò îíæðçõ òó ùæóõë çò q
éò èðîëòöòðêæü óõé îõò	îèòðêòé çò æéèöòêë�æ�  íëêõéèé êèòðçòð æ óõé îõëëòé÷õðçèòðêòé îõò	îèòðêòé çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó� �

÷æëêèë çò óæ 	ýíëæ Öúìû éò õìéòëùæ îóæëæöòðêò òó ò�òîêõ ÷ëõçíîèçõ ÷õë òó ÷æëÿöòêëõ
q òð òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü òó ðíòùõ öõçòóõ êèòðò öæ�õë  íëêõéèé�

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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LMM OPQRSTQ UV R�Q¡X®S¯SUXU ¤ �XWX UV °X¯¯X

�é òéêæ éòîîèïð éò òéêíçèæð óæé �íðîèõðòé çò îõð	æìèóèçæç � êæéæ çò �æóóæ çòó öõ�çòóõ �óæéô�ñòèìíóóü òé çòîèëü éò îõðéèçòëæ íðæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T ∼ �ñ(α, β, q)�åæ îõð	æìèóèçæç çò íð îõö÷õðòðêò úõ éèéêòöæû òð òó êèòö÷õ t
ü òé çò	ðèçõ îõöõ

RT (t | α, β, q) = P(T > t) = 1 − FT (t | α, β, q)
ü çõðçò T òé òó êèòö÷õ çò ùèçæ çòóîõö÷õðòðêò � FT (t | α, β, q) òé óæ �íðîèïð çò çèéêëèìíîèïð æîíöíóæçæ çò óæ ùæëèæìóòæóòæêõëèæ T

ü
RT

òé êæöìè
ð îõðõîèçæ îõöõ óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç çò íð îõö�
÷õðòðêò úõ éèéêòöæû� �ð óæ 	ýíëæ � æ÷æëòîò óæ �õëöæ çò óæ �íðîèïð çò îõð	æìèóèçæç
RT (t | α, β, q) ÷æëæ ùæëèæé òóòîîèõðòé çò (α, β, q)�
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&Ð* RT (t | α = 20, β = 5, q)������ ±� Û� ��� �� �� �%�����%�
RT (t | α, β, q)

#%�% �%��%� ������� �� ��
(α, β, q)"�% �� �% �� �� �% ������#� �� % �% �� ��� �� �� �%�����%� �� �% �� ���%�

������� �� ��� #%��������"
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&Ð* hT (t|α = 20, β = 5, q)������ ²� Û� ��� �� �%�% �� �%��%
hT (t | α, β, q)

#%�% �%��%� ������� �� �� (α, β, q)" �%�� �% �� �� �% ������#� �� % �% �� ��� �� �%�% �� �%��% �� �% �� ���%���������� ��� #%��������"

åæ 	ýíëæ � öíòéêëæ óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ

hT (t | α, β, q) =
fT (t | α, β, q)

RT (t | α, β, q)

îõëëòé÷õðçèòðêò æ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T ∼ �ñ(α, β, q)
ü çõðçò fT (t | α, β, q) òé óæ

�ç÷ çò T � �ò óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ ÷æëæ óæ ùæëèæìóò æóòæêõëèæ T
éò çòé÷ëòðçòðóæé éèýíèòðêòé ÷ëõ÷èòçæçòé³ úèû hT (t | α, β, q) ≥ 0, ∀ t

ü � úèèû
hT (0 | α, β, q) = 0 �?ðæ çò óæé ýëÿ	îæé öÿé æö÷óèæöòðêò îõðõîèçæé � íêèóèøæçæé ÷æëæ öõçòóæë êèòö�÷õé çò ùèçæ çò îõö÷õðòðêòé úõ éèéêòöæéû æ êëæù
é çò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó òé óæîíëùæ çò óæ ìæ�òëæ� �ð óæ 	ýíëæ � éò ÷íòçò õìéòëùæë óæ �íðîèïð çò êæéæ çò �æóóæ çòó

!ÎÍÉ¾¿È "ÃÊÃÇ#ÉÈ½È ÐÎ Å¾¿ÈÐ$¾¿ÉÂÈ %% &'()(* ')+,'-)
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öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóóü � þíò æ êëæù
é çò òéêò òé ÷õéèìóò îõðéêëíèë óæ îíëùæ çò óæ
ìæ�òëæ ÷æëæ çèéêèðêõé ùæóõëòé çò α

ü
β
�

q � �æìò çòéêæîæë þíò æó èë æíöòðêæðçõ òó
ùæóõë çò q

ü òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó éò æ÷ëõ�èöæ æó îõö÷õëêæöèòðêõ öõéêëæçõ ÷õëóæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó çò çõé ÷æëÿöòêëõé�
�ð óæ 	ýíëæ �úæûü îõð β < 1

ü éò õìéòëùæ íð îõö÷õëêæöèòðêõ çòîëòîèòðêò òð óæ
îíëùæü çòìèçõ æ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòé òð òó èðèîèõ çò éí íêèóèøæîèïð
÷ëòéòðêæð íðæ æóêæ îæðêèçæç çò �æóóæé þíò ùæ çèéöèðí�òðçõ òð òó êèòö÷õ� �ð óæ 	�ýíëæ �úìûü îõð β = 1

ü éò õìéòëùæ íð îõö÷õëêæöèòðêõ îõðéêæðêò òð óæ îíëùæü çòìèçõæ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòé ÷æéæð ÷õë íð ÷òëèõçõ îõð êæéæé çò �æóóæéîõðéêæðêòé òð òó êèòö÷õ� �ð óæé 	ýíëæé �úîû � �úçûü îõð β > 1
ü éò õìéòëùæ íð îõö�

÷õëêæöèòðêõ îëòîèòðêò òð óæ îíëùæü çòìèçõ æ þíò éò îõðéèçòëæ þíò óõé îõö÷õðòðêòéæó æ÷ëõ�èöæëéò æó 	ðæó çò éí ùèçæ ´êèó æíöòðêæð éíé êæéæé çò �æóóæé òð òó êèòö÷õ�

µã ¶,7)4+6, -'·)1)'4-(0),

� ÷æëêèë çò ú×Öû òé ÷õéèìóò õìêòðòë óõé êëòé ÷ëèöòëõé öõöòðêõé ÷õìóæîèõðæóòé� òéêõé ÷íòçòð éòë íéæçõé ÷æëæ òó îÿóîíóõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öõöòðêõé ÷æëæóõé ëòé÷òîêèùõé ÷æëÿöòêëõé úîõð q > 3
û� �ðêõðîòéü òð òéêæ éòîîèïð ðõé òð�õîæëòöõé

òð òó îæóîíóõ çò óõé �@Aü � éò ëòæóèøæëÿ íð æðÿóèéèé çò éèöíóæîèïð ÷æëæ òéêíçèæë òóîõö÷õëêæöèòðêõ çò óæé òéêèöæîèõðòé�
�MNM ¸W�S�XRSTQ ¹�¢ �º»S�X ¼V¢�WS�S¯S�PU

åæ �íðîèïð çò óõý�ùòëõéèöèóèêíç îõëëòé÷õðçèòðêò æ íðæ öíòéêëæ æóòæêõëèæX1
ü
. . .

ü
Xn

çòéçò óæ çèéêëèìíîèïð �ñ(α, β, q) òð úCû ÷íòçò éòë òéîëèêæ îõöõ

`(θ) = n log q+n logβ−nβ log α+(β−1)

n∑

i=1

log wi+

n∑

i=1

log TW (wi | α, β, q)
ú×Dû

çõðçòü TW (· | α, β, q)
éò çò	ðò òð óæ ÷ëõ÷õéèîèïð ×�

åõé �@A ùèòðòð çæçõé ÷õë óæ öæ�èöèøæîèïð çò ú×Dû� �æçæ óæ �õëöæ çò ú×Dûü òóéèéêòöæ õìêòðèçõ æ ÷æëêèë çò óæ õìêòðîèïð çò óæé ëòé÷òîêèùæé çòëèùæçæé ÷æëîèæóòé çòìòéòë ëòéíòóêõ ðíö
ëèîæöòðêò� åæ öæ�èöèøæîèïð éò ëòæóèøæ ÷õë öòçèõ çò óæ �íðîèïð
½¾¿ÀÁ çòó éõ�êEæëò Âü òó ö
êõçõ òé÷òî�	îõ òé ÃÄÅÆÇÈÄÅ ú��ëçü åíü >õîòçæó �
�ôí ×ØØ�ûü �æ þíò ÷òëöèêò þíò îæçæ ùæëèæìóò èðùõóíîëæçæ éò ÷íòçæ æîõêæë� �éêò
ö
êõçõ îõëëòé÷õðçò æ íðæ öõçè	îæîèïð çòó ö
êõçõ þíæéè�>òEêõð� � îõðêèðíæîèïðéò ÷ëòéòðêæ íð òéêíçèõ çò éèöíóæîèïðü çõðçò òó ÷ëèðîè÷æó õì�òêèùõ òé òéêíçèæë òóîõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé
α
ü
β
�

q �
�MLM ÉQº¯SWSW UV WS�P¯XRSTQ

�ð òéêæ éòîîèïð éò òéêíçèæð óõé ëòéíóêæçõé çò ùæëèõé òéêíçèõé çò éèöíóæîèïð
ëòóæîèõðæçõé îõð óõé ÷æëÿöòêëõé α

ü
β

�
q � �ó ÷ëèðîè÷æó õì�òêèùõ òé æðæóèøæë òó
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îõö÷õëêæöèòðêõ çò óõé òéêèöæçõëòé çò öÿ�èöæ ùòëõéèöèóèêíç ÷æëæ óõé ÷æëÿöòêëõé
α
ü
β
�

q �
�ó òéêíçèõ òé ëòæóèøæçõ ÷õë óæ ýòðòëæîèïð çò 1.000 öíòéêëæé æóòæêõëèæé éèöíóæ�çæé çò óæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóó ÷æëæ çè�òëòðêòé ùæóõëòé çò óõé ÷æëÿöòêëõé çòó

öõçòóõ� åíòýõ çòó îÿóîíóõ çò óõé �@A ÷æëæ îæçæ ÷æëÿöòêëõ çòó öõçòóõü ÷æëæ îæçæ
öíòéêëæ ýòðòëæçæü òó ùæóõë öòçèõ � óæ çòéùèæîèïð òéêÿðçæë òö÷�ëèîæ ÷æëæ óæé ×�ÙÙÙ
òéêèöæîèõðòé çò îæçæ ÷æëÿöòêëõ éõð îæóîíóæçæé� �éêõé ëòéíóêæçõé éò ÷íòçòð ùòë òðóæ êæìóæ ×ü çõðçò éò õìéòëùæ þíò óæé òéêèöæîèõðòé éõð ìæéêæðêò òéêæìóòéü � óõ öÿéèö÷õëêæðêòü óæé òéêèöæîèõðòé éõð îòëîæðæé æ óõé ùæóõëòé ùòëçæçòëõé ÷æëæ òó êæöæ�õçò öíòéêëæ îõðéèçòëæçõ�

Ê�ËÌ� �� á���% � �����%��� �� ���� �%� �����%�%� #%�% ��� �áÍ ��
α
�
β
�

q
"

n = 100

α β q α̂(SD) β̂(SD) q̂(SD)

1 0, 5 3 0, 965(0, 219) 0, 513(0, 043) 2, 642(0, 335)

5 1, 056(0, 223) 0, 512(0, 039) 4, 990(0, 122)

7 1, 017(0, 204) 0, 503(0, 041) 7, 004(0, 019)

1 1 3 0, 947(0, 118) 1, 040(0, 121) 2, 762(0, 411)

5 0, 979(0, 118) 1, 025(0, 076) 4, 890(0, 588)

7 0, 994(0, 114) 1, 020(0, 088) 6, 979(0, 264)

1 2 3 0, 996(0, 081) 2, 061(0, 239) 3, 004(0, 449)

5 0, 999(0, 059) 2, 074(0, 198) 4, 904(0, 564)

7 1, 004(0, 056) 2, 073(0, 187) 6, 850(0, 577)

10 5 3 10, 085(0, 581) 5, 176(0, 856) 3, 093(0, 419)

5 9, 977(0, 430) 5, 211(0, 637) 4, 953(0, 574)

7 10, 020(0, 240) 5, 070(0, 573) 6, 954(0, 540)

n = 200

α β q α̂(SD) β̂(SD) q̂(SD)

1 0, 5 3 0, 938(0, 148) 0, 508(0, 031) 2, 659(0, 338)

5 1, 010(0, 166) 0, 502(0, 029) 5, 016(0, 095)

7 1, 010(0, 136) 0, 504(0, 028) 7, 002(0, 010)

1 1 3 0, 987(0, 103) 1, 011(0, 063) 2, 882(0, 441)

5 0, 988(0, 067) 1, 030(0, 065) 4, 756(0, 498)

7 0, 996(0, 077) 1, 003(0, 052) 6, 943(0, 298)

1 2 3 0, 998(0, 060) 2, 025(0, 183) 3, 010(0, 393)

5 0, 978(0, 046) 2, 055(0, 158) 4, 851(0, 570)

7 0, 994(0, 045) 2, 016(0, 131) 6, 838(0, 530)

10 5 3 10, 043(0, 390) 5, 058(0, 521) 3, 063(0, 365)

5 9, 964(0, 264) 5, 097(0, 440) 4, 927(0, 514)

7 9, 971(0, 212) 5, 069(0, 439) 6, 860(0, 513)
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Ö�Ù Ú�% Û" Ü���%���±³%�«���� Ý����� Þ" Þ�� ���±ß���� à á% ��� á� %������
Îã Ï6'403,-6'),

åæ ðíòùæ �æöèóèæ èðêëõçíîèçæü óóæöæçæ çèéêëèìíîèïð �óæéô�ñòèìíóóü ÷ëòéòðêæ íð
îõò	îèòðêò çò  íëêõéèé öæ�õë þíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó çò çõé ÷æëÿöòêëõé îõð�éèçòëæçæ� òéêò ôòîôõ ÷íòçò éòë ´êèó ÷æëæ òó æ�íéêò çò íð îõð�íðêõ çò çæêõé îõðíðæ  íëêõéèé öæ�õë þíò óæ çèéêëèìíîèïð ñòèìíóó õëçèðæëèæ� �ó òéêíçèõ çò éèöíóæ�îèïð çòéæëëõóóæçõ öíòéêëæ þíò òó öõçòóõ �óæéô�ñòèìíóó ÷íòçò ÷ëõçíîèë íð æ�íéêò
öíîôõ öò�õë þíò òó öõçòóõ ñòèìíóó� �çòöÿéü êæöìè
ð éò ÷íòçò çòîèë çòéçò òó
òéêíçèõ çò éèöíóæîèïð þíò óõé �@A ÷ëòéòðêæð íð îõö÷õëêæöèòðêõ ìæéêæðêò ìíòðõ
òð ê
ëöèðõé çòó éòéýõ òö÷�ëèîõ � òó òëëõë îíæçëÿêèîõ öòçèõ�

¶Ð1(/)4-9-)'+6,

åõé æíêõëòé æýëæçòîòð æ óõé ÿëìèêëõé � æó òçèêõë ÷õë éíé ùæóèõéõé îõöòðêæëèõé��� F� �óèùæëòé��æîôòîõ æýëæçòîò æ óæ �õöèéèïð >æîèõðæó çò �èòðîèæ � �òîðõóõý�æ��õðèî�ê ÷õë 	ðæðîèæë éíé òéêíçèõé çò çõîêõëæçõ òð óæ �õðêè	îèæ ?ðèùòëéèçæç �æ�êïóèîæ çò �ôèóò� åæ èðùòéêèýæîèïð çò �� �� �õëðèçò��ò�òé ôæ éèçõ ÷æëîèæóöòðêò	ðæðîèæçæ ÷õë òó �ëõ�òîêõ �Ñ?�� ÖÖ××�× çò óæ �èëòîîèïð çò Ñðùòéêèýæîèïð � �õéê�ýëæçõ çò óæ ?ðèùòëéèçæç çò �êæîæöæü �ôèóò�
[ÂÒÓÀÔÀÕ½Ö Á×ØÙ½ ÕÒ ÚÛÛÜ Ý ÞÓÒ¾¿×Õ½Ö ½Ó¿ßÔØÒ ÕÒ ÚÛàÛ]

á)·)1)'4-(,

��ëçü �� ��ü åíü ��ü >õîòçæóü �� � �ôíü �� ú×ØØ�ûü â� åèöèêòç @òöõë� �óýõëèêôö
�õë �õíðç �õðéêëæèðòç �÷êèöèøæêèõðãü ^äåæ çf�nd`j fd ^g�_de�pg èfqm�e�d�\éú�ûü ××ØÙê×ÖÙC�

�ôòðü �� úÖÙÙÙûü â�ð >òE �Eõ�÷æëæöòêòë åè�òêèöò �èéêëèìíêèõð Eèêô �æêôêíì��ôæ÷ò õë Ñðîëòæéèðý Fæèóíëò �æêò Fíðîêèõðãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo �_ee_nh�ìúÖûü ×��ê×D×�
�ïöòøü �� ñ�ü �óèùæëòé��æîôòîõü �� F� � �õó�æëèðòü �� úÖÙÙØûü â�ð ��êòðéèõð õ�

êôò �òðòëæóèøòç �èëðìæíö��æíðçòëé �èéêëèìíêèõðéãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo�_ee_nh íìú�ûü ��×ê��C�
�ïöòøü �� ñ�ü �íèðêæðæü F� �� � �õëëòéü F� �� úÖÙÙ�ûü â� >òE Fæöèó� �óæéô��èéêëèìíêèõðé Eèêô �óóè÷êèîæó �õðêõíëéãü ^e`e�he�gh `dl ënf�`��j�eo �_ee_nhííú�ûü �×�ê�Ö��
�õôðéõðü >� å�ü Bõêøü �� � �æóæ ëèéôðæðü >� ú×ØØ�ûü èfde�d�f�h îd��`n�`e_ ï�h�

en���e�fdhü éòîõðç òçðü ñèóò�ü >òE ðõë �
Bæ�æçæëü B� ú×ØCÖûü â� �èEòèýôê �÷÷ëõæîô êõ êôò �ðò��æö÷óò �ëõìóòöãü çf�nd`j

fk e�_ åq_n�g`d ^e`e�he�g`j åhhfg�`e�fd ííú��Cûü �×Dê�Ö��
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@õéêòóóòëü F� � �í ò�ü �� ñ� ú×Ø��ûü ï`e` åd`joh�h `dl �_�n_hh�fdü �ççèéõð�ñòéóò��
�õýòëéü ñ� �� � �í ò�ü �� ñ� ú×Ø�Öûü â?ðçòëéêæðçèðý �õöò åõðý�êæèóòç ��ööò�êëèîæó �èéêëèìíêèõðãü ^e`e�he�gh ñ__nj`dl�` �éü Ö××êÖÖD�
�æðýüð�üèòü@� � �õôü>� �� úÖÙÙ�ûü â�êæêèéêèîæó �ðæó�éèé õ� æñòèìíóó ��êòðéèõð@õçòóãü èfqq�d�g`e�fdh �d ^e`e�he�ghò ó�_fno `dl æ_e�flh ��ú�ûü Ø×�êØÖC�
ñæðýü �� � �òðêõðü @� �� úÖÙÙDûü â�ôò @íóêèùæëèæêò � òE��óæéô �èéêëèìíêèõðãüçf�nd`j fk ^e`e�he�g`j ëj`dd�d� `dl ädk _n_dg_ \�éú×ûü ÖÙØêÖÖÙ�
ñòèìíóóü ñ� ú×Ø�×ûü â� �êæêèéêèîæó �èéêëèìíêèõð Fíðîêèõð õ� ñèçò �÷÷óèîæìèóèê�ãüçf�nd`j fk åmmj�_l æ_g�`d�gh \ôü ÖØ�êÖØ��
�ôæðýü �� � èòü @� úÖÙÙ�ûü âFæèóíëò �æêæ �ðæó�éèé Eèêô ��êòðçòç ñòèìíóó�èéêëèìíêèõðãü èfqq�d�g`e�fdh �d ^e`e�he�ghò ^�q�j`e�fd `dl èfqm�e`e�fd�éú�ûü ��Øê�ØÖ�
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