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ÀÁ Â2*$%-ÃÄÄ(Å2

ÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÌ ÊÈÑÌÍÌÉÑ ÒÎÉ ÏÌÌÈ ÉÒÇÓÈ ÊÈ ÑÒÌ ÔÎÉÑ ÏÕ ÉÌÖÌÍÎÐ ÍÌÉÌÎÍ×ÒÌÍÉ ÑÇ ØÌÎÙÉÚÍÌ ÑÒÌ ÐÌÖÌÐÉ ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕÜ ÆÚÍÍÌÈÑÐÕ ÊÈ ÑÒÌ ÝÌÖÌÐÇÔÊÈÞ ßÎÑÊÇÈÉà ÑÒÌ ÛÇÍ×Ì
ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÉ ÉÑÊÐÐ ÒÊÞÒ ÎÑ ÑÒÌ ÕÇÚÈÞÌÍ ÎÞÌÉ ÔÎÍÑÊ×ÚÐÎÍÐÕ ËÚÍÊÈÞ ÑÒÌ ÊÈÛÎÈ×ÕÜáÈÛÎÈÑ ÎÈË ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÍÌØÎÊÈ ËÊÉÑÚÍÏÊÈÞÐÕ ÒÊÞÒ ÊÈ ËÌÖÌÐÇÔÊÈÞ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉ ËÌÙÉÔÊÑÌ ÑÒÌ ÉÊÞÈÊâ×ÎÈÑ ËÌ×ÐÊÈÌ ÊÈ ØÇÉÑ ÔÎÍÑÉ ÇÛ ÑÒÌ ËÌÖÌÐÇÔÌË ÓÇÍÐËÜ ãÒÌ ÉÑÎÑÌ ÇÛ ÑÒÌÓÇÍÐËäÉ ×ÒÊÐËÍÌÈ ÊÈËÊ×ÎÑÌË ÑÒÎÑ ÎÏÇÚÑ »¼Üå ØÊÐÐÊÇÈ ×ÒÊÐËÍÌÈ ËÊÌ ÌÖÌÍÕ ÕÌÎÍ ÊÈ ÑÒÌËÌÖÌÐÇÔÊÈÞ ÓÇÍÐË æçßáÆèé »åêëìÜ íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÇÍ ÊÈÛÎÈÑÉ ÎÈË ×ÒÊÐË ÚÈËÌÍ ÑÒÌ ÎÞÌ ÇÛî ÕÌÎÍÉ ÎÍÌ ÌïÔÍÌÉÉÌË ÎÉ ÑÒÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ËÌÎÑÒÉ ÊÈ Î ÞÊÖÌÈ ÔÌÍÊÇËÜ áÈÛÎÈÑ ØÇÍÑÎÐÊÑÕÊÉ ËÌâÈÌË ÎÉ ËÌÎÑÒ ËÚÍÊÈÞ ÑÒÌ âÍÉÑ ÕÌÎÍ ÇÛ ÐÊÛÌ ÎÈË ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÎÉ ÑÒÎÑ ÏÌÑÓÌÌÈÑÒÌ âÍÉÑ ÎÈË âÛÑÒ ÏÊÍÑÒËÎÕÉÜ ãÒÌ ËÌÎÑÒÉ ËÚÍÊÈÞ ×ÒÊÐËÒÇÇË ÉÚðÌÍ ÛÍÇØ ÉÚÏÉÑÎÈÑÊÎÐËÌÞÍÌÌ ÇÛ ÌÍÍÇÍÉÜ çÉÚÎÐÐÕ ÌÍÍÇÍÉ Ç××ÚÍÉ ËÚÌ ÑÇ ÍÌ×ÎÐÐ ÐÎÔÉ ÓÒÊ×Ò ÍÌÉÚÐÑ ÊÈ ÇØÊÉÉÊÇÈ
ÇÛ ÌÖÌÈÑÉà ØÊÉÔÐÎ×ÌØÌÈÑ ÇÛ ËÌÎÑÒÉ ÎÈË ÑÒÌ ËÊÉÑÇÍÑÊÇÈ ÇÛ ÍÌÔÇÍÑÉ ÇÈ ÑÒÌ ËÚÍÎÑÊÇÈ ÇÛ
ÖÊÑÎÐ ÌÖÌÈÑÉÜ

ãÒÌ ØÇÉÑ ÊØÔÇÍÑÎÈÑ ÛÎ×ÑÇÍÉ ÛÇÍ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÎÍÌ ÛÇÇË ÉÒÇÍÑÎÞÌÉà ×ÇÈÑÎØÊÙÈÎÑÌË ÓÎÑÌÍ ×ÍÇÓËÌË ÎÈË ÉÚÏÙÉÑÎÈËÎÍË ÒÇÚÉÊÈÞà ÚÈ×ÒÌ×ñÌË ÊÈÛÌ×ÑÊÇÚÉ ËÊÉÌÎÉÌÉà ÑÒÌ
ÎÏÉÌÈ×Ì ÇÛ ËÎÕ ×ÎÍÌ ÛÎ×ÊÐÊÑÊÌÉ ÛÇÍ ÑÒÌ ×ÒÊÐËÍÌÈ ÇÛ ÓÇÍñÊÈÞ ØÇÑÒÌÍÉ ÎÈË ÑÒÌ ÐÎ×ñ
ÇÛ ØÊÈÊØÎÐÐÕ ÎËÌòÚÎÑÌ ÎÈË ÛÍÌÌ ØÌËÊ×ÎÐ ×ÎÍÌÜ ãÒÌ ÊÈóÚÌÈ×ÌÉ ÇÛ ØÇÉÑ ÇÛ ÑÒÌÉÌÛÎ×ÑÇÍÉ ÎÍÌ ÎÏÉÌÈÑ ÊÈ ÑÒÌ ÔÍÌÉÌÈÑ ÎÍÌÎÉ ÇÛ ÑÒÌÉÌ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉ ÚÈËÌÍ ÉÑÚËÕÜ ôÇÓÌÖÌÍàÉÇØÌ ÚÈØÌÎÉÚÍÌË ÞÌÈÌÑÊ×à ÌÈÖÊÍÇÈØÌÈÑÎÐ ÎÈË ÏÌÒÎÖÊÇÚÍÎÐ ×ÇØÔÇÈÌÈÑÉ ÉÑÊÐÐ ÍÌØÎÊÈ
ÈÇÈÈÌÞÐÊÞÊÏÐÌÜ

áÈ ËÌØÇÞÍÎÔÒÕ ÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÎÍÌ ÚÉÌÛÚÐ ÎÉ Î õÌÈÉÊÑÊÖÌ áÈËÌï ÇÛ Î ßÎÑÊÇÈäÉ
ôÌÎÐÑÒ ÆÇÈËÊÑÊÇÈÉ ÎÈË ÎÉ ÞÚÊËÌË ÛÇÍ ÑÒÌ ÉÑÍÚ×ÑÚÍÊÈÞ ÇÛ öÚÏÐÊ× ôÌÎÐÑÒ öÍÇÞÍÎØØÌÉÜÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÉ ÊÈÑÌÍÍÌÐÎÑÌË ÑÇ ÉÇ×ÊÎÐà ×ÚÐÑÚÍÎÐà Ì×ÇÈÇØÊ×à ÔÒÕÉÊÇÐÇÞÊ×ÎÐ ÎÈË ÇÑÒÌÍÛÎ×ÑÇÍÜ ãÒÌ ÒÊÞÒ ÍÎÑÌ ÇÛ ÊÈÛÎÈÑ ÎÈË ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÉÒÇÓÉ Î ÐÇÓÙÐÌÖÌÐ ËÌÖÌÐÇÔØÌÈÑ
ÇÛ ÑÒÌ ÒÌÎÐÑÒ ÔÍÇÞÍÎØØÌ ÎÈË ÎÐÉÇ ÛÇÍ ÑÒÌ ßÎÑÊÇÈäÉÜ áÈÛÎÈÑ ÎÈË ÆÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕÒÎÉ ÏÌÌÈ ÇÛ ÊÈÑÌÍÌÉÑ ÇÛ ÍÌÉÌÎÍ×ÒÌÍÉ ÎÈË ËÌØÇÞÍÎÔÒÌÍÉ ÏÌ×ÎÚÉÌ ÇÛ ÊÑÉ ÎÔÔÎÍÌÈÑ ÍÌÙÐÎÑÊÇÈÉÒÊÔ ÓÊÑÒ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÎÈË ÊÈËÊÍÌ×Ñ ÍÌÐÎÑÊÇÈÉÒÊÔ ÓÊÑÒ ÑÒÌ Î××ÌÔÑÎÈ×Ì ÇÛ ØÇËÌÍÈ
×ÇÈÑÍÎ×ÌÔÑÊÖÌ ØÌÑÒÇËÉ æ÷ÎÏÊÍ ø ùØÊÍ »ååúìÜ

õÇØÌ ÎÑÑÌØÔÑÉ ÒÎÖÌ ÏÌÌÈ ØÎËÌ ÑÇ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÑÒÌ ÐÌÖÌÐÉ ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÏÕ ÚÉÊÈÞËÎÑÎ ÎÖÎÊÐÎÏÐÌ ÛÍÇØ ÑÒÌ ËÊðÌÍÌÈÑ ÉÚÍÖÌÕ ÎÈË ÇÑÒÌÍ ÉÔÌ×Êâ× ÉÇÚÍ×ÌÉÜ ôÊÐÐ ø ÝÌÖÊËæ»åêåì ÒÎÖÌ ÉÚÞÞÌÉÑÌË ÎÈ ÎÔÔÍÇÎ×Ò ÛÇÍ ÌÉÑÊØÎÑÊÈÞ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÍÇØ ÎÐÐ ÏÊÍÑÒÉ
ÓÒÊ×Ò ÒÎÖÌ ÑÎñÌÈ ÔÐÎ×Ì ÊÈ ÐÎÉÑ âÖÌ ÕÌÎÍÉ ÏÌÛÇÍÌ ÑÒÌ ÉÚÍÖÌÕÜ ôÇÓÌÖÌÍà ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌ
ÇÏÑÎÊÈÌË ÑÒÍÇÚÞÒ ÑÒÊÉ ØÌÑÒÇË ÎÐÉÇ ÉÚðÌÍÉ ÛÍÇØ ÑÒÌ ÔÍÇÏÐÌØ ÇÛ ÚÈËÌÍ ÍÌÔÇÍÑÊÈÞæöÎÑÒÎñ ÌÑ ÎÐÜ »åå»ìÜ áÈ ÑÒÌÉÌ ×ÊÍ×ÚØÉÑÎÈ×ÌÉà Î ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ÎÑÑÌØÔÑÉ ÒÎÖÌ ÏÌÌÈ ØÎËÌÑÇ ÉÑÚËÕ ÑÒÌ ÎÞÌ ÔÎÑÑÌÍÈ ÇÛ ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÏÕ ÚÉÊÈÞ ØÇËÌÐÉ æûÇÐËÏÐÎÑÑ »åêåà ôÌÐÊÞØÎÈ
ø öÇÐÐÎÍË »åêüà ÷ÍÊÉÒÈÎÈ ø ýÊÈ »ååúà þÇÈÎÐË ø ÿÎÓÍÌÈ×Ì »åå¼à ãÒÊÌÐÌ »åë¼ìÜáÈÊÑÊÎÐÐÕà ÷ÌÕâÑ æ»åëëì ÚÉÌË Î ÒÕÔÌÍÏÇÐÊ× ÛÚÈ×ÑÊÇÈ ÑÇ ÉÑÚËÕ ÑÒÌ ÊÈÛÎÈÑ ÎÈË ×ÒÊÐË
ØÇÍÑÎÐÊÑÕÜ ÿÎÑÌÍà ùÍÈÇÐË æ»ååúì ÚÉÌË ÔÎÍÌÑÇ ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ� ÷ÍÊÉÒÈÎÈ ø ýÊÈ æ»ååúì
ÎÈË ÆÒÎÚÒÎÈ æ»ååëì ÎÔÔÐÊÌË âÈÊÑÌ ÍÎÈÞÌ ØÇËÌÐ ÛÇÍ ÑÒÌ ÉÎØÌÜ

�ÍÎÉÉ æ»ååî�à »ååî�ì ÊÉ ÇÈÌ ÇÛ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÈÌÈÑÉ ÇÛ ÊÈËÊÍÌ×Ñ ØÌÑÒÇË ÇÛ ØÇÍÑÎÐÙÊÑÕ ÌÉÑÊØÎÑÊÇÈÜ ôÌ ÏÎÉÌË ÒÊÉ ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÇÈ ÍÌÑÍÇÉÔÌ×ÑÊÖÌ ËÎÑÎ ÞÊÖÌÈ ÏÕ
ÓÇØÌÈ ÇÛ ÍÌÔÍÇËÚ×ÑÊÖÌ ÎÞÌ ÇÈ ÑÒÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐËÍÌÈ ÌÖÌÍ ÏÇÍÈ ÎÈË ÑÒÌÊÍ ÉÑÎÑÚÉæÌÊÑÒÌÍ ËÌÎÑÒ ÇÍ ÐÊÖÊÈÞìÜ �ÑÒÌÍ ×ÇÈÑÍÊÏÚÑÇÍ ÊÈ ÑÒÊÉ ÐÊÈÌ ÊÈ×ÐÚËÌÉ öÍÌÉÑÇÈ ø öÎÐÐÇÈÊ
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æ»åëëìÜ ôÇÓÌÖÌÍà ÊÈËÊÍÌ×Ñ ÊÈÛÎÈÑ ÎÈË ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÌÉÑÊØÎÑÌÉ ÍÌÉÚÐÑ ÛÍÇØ ÔÇÇÍàÊÈÎËÌòÚÎÑÌ ÎÈË ÊÈ×ÇØÔÐÌÑÌ ËÎÑÎà ÌÉÔÌ×ÊÎÐÐÕ ÊÈ ËÌÖÌÐÇÔÊÈÞ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉÜ íÇÉÑ ËÌÎÑÒÉ
ÇÚÑÉÊËÌ ÒÇÉÔÊÑÎÐ ÔÍÌØÊÉÌÉ ÓÌÍÌ ÈÇÑ ÍÌ×ÇÍËÌË ÎÈË ÑÒÎÑ ØÎÈÕ ÔÌÇÔÐÌ ËÇ ÈÇÑ ÍÌ×ÇÍËÊÈÛÎÈÑ ËÌÎÑÒÉ ÏÌ×ÎÚÉÌ ÑÒÌÕ ÇÈÐÕ ñÌÌÔ ÑÍÎ×ñ ÇÛ ÉÚ×Ò Ç××ÚÍÍÌÈ×Ì ÎÉ ØÊÉÛÇÍÑÚÈÌÉà ÎÈË
ÓÒÌÈ ÍÌ×ÇÍËÌËà ÑÒÌ ÎÞÌ ÎÑ ËÌÎÑÒ ÓÌÍÌ ÌÊÑÒÌÍ ÚÈËÌÍ ÇÍ ÇÖÌÍÉÑÎÑÌËÜ

ãÒÌ ËÊÍÌ×Ñ ØÌÎÉÚÍÌÉ ÇÛ ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÏÌÊÈÞ ÈÇÑ ÍÌÐÊÎÏÐÌà ÑÒÌ ÔÍÇÏÐÌØ ØÎÕ ÏÌ ÇÖÌÍÙ×ÇØÌ ÏÕ ÑÒÌ ÍÌ×ÌÈÑÐÕ ËÌÖÌÐÇÔÌË ØÇËÌÐ ÏÚÊÐËÊÈÞ ÎÔÔÍÇÎ×ÒÌÉ ÓÒÊ×Ò ØÎñÌ ÊÑ ÔÇÉÉÊÏÐÌÑÇ ÇÏÑÎÊÈ ÌÉÑÊØÎÑÌÉ ÛÍÇØ ÊÈÛÇÍØÎÑÊÇÈ ÇÑÒÌÍ ÑÒÎÈ ÖÊÑÎÐ ÉÑÎÑÊÉÑÊ×ÉÜ áÈ ÑÒÊÉ ×ÇÈÈÌ×ÙÑÊÇÈà õÍÊÖÎÉÑÎÖÎ æ¼üü»ì ÒÎÉ ÏÌÌÈ ÔÍÇÔÇÉÌË Î ÔÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ ØÇËÌÐ ÛÇÍ ÑÒÌ ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ
ÇÛ ÛÎØÊÐÕ Î××ÇÍËÊÈÞ ÑÇ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉ æÝÌÎÑÒÉ ÓÊÑÒÊÈ ÑÒÌ âÍÉÑ âÖÌ ÕÌÎÍÉ
ÇÛ ÐÊÛÌìÜ ãÒÌ ØÎÊÈ ÇÏ$Ì×ÑÊÖÌ ÇÛ ÑÒÊÉ ÔÎÔÌÍ ÊÉ ÑÇ ØÇËÊÛÕ ÑÒÌ õÍÊÖÎÉÑÎÖÎ æ¼üü»ì ØÇËÌÐÏÕ ÑÎñÊÈÞ ÑÒÌ âÈÊÑÌ ÍÎÈÞÌÜ

%Á #$%&'&()(*+ ,%-.)

ÿÌÑ x
ËÌÈÇÑÌ ÑÒÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉ ÊÈ Î ÛÎØÊÐÕ ÎÑ ÑÒÌ ÉÚÍÖÌÕ ÔÇÊÈÑÜ ãÒÌÈÑÒÌ ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÇÛ x

ÊÉ ËÌÍÊÖÌË ÚÈËÌÍ ÑÒÌ ÛÇÐÐÇÓÊÈÞ ÎÉÉÚØÔÑÊÇÈÜ
»Ü �ÈÐÕ ÑÒÇÉÌ ÛÎØÊÐÊÌÉ ÎÍÌ ×ÇÈÉÊËÌÍÌË ÊÈ ÓÒÊ×Ò ÎÑ ÐÌÎÉÑ ÇÈÌ ÏÊÍÑÒ ÔÍÊÇÍ ÑÇ ÑÒÌ

ÉÚÍÖÌÕ ÒÎÉ Ç××ÚÍÍÌËÜ
¼Ü ùÑ ÑÒÌ ÉÚÍÖÌÕ ÔÇÊÈÑà Î ÛÎØÊÐÕ ÌÊÑÒÌÍ ÒÎÉ ÌïÔÌÍÊÌÈ×ÌË Î ×ÒÊÐË ÐÇÉÉ ÇÍ ÈÇÑÜ ÿÌÑ

α ÎÈË (1 − α)
ÏÌ ÑÒÌ ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌ ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈÉÜ

úÜ �ÚÑ ÇÛ α ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉà ÐÌÑ β
ÏÌ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ ÊÈ ÓÒÊ×Ò

ÇÈÐÕ ÇÈÌ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒ ÒÎÉ Ç××ÚÍÍÌËÜ
&Ü þÌØÎÊÈÊÈÞ (1−β)α ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉà ÌïÔÌÍÊÌÈ×ÊÈÞ ØÚÐÑÊÔÐÌ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉàÛÇÐÐÇÓÉ Î ËÊÉÔÐÎ×ÌË ÞÌÇØÌÑÍÊ× ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÓÊÑÒ ÔÎÍÎØÌÑÌÍ p Î××ÇÍËÊÈÞ ÑÇ ÑÒÌ

ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉÜ
çÈËÌÍ ÑÒÌÉÌ ÎÉÉÚØÔÑÊÇÈÉà ÑÒÌ ÔÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÇÛ X

ÊÉ ÞÊÖÌÈ ÏÕ

P [X = 0] = (1 − α), k = 0

P [X = 1] = αβ, k = 1

P [X = k] =
(1 − β)αpqk−2

1 − qN
, k = 2, 3, . . . , N






æ»ì

'ÒÌÍÌ p
ËÌÈÇÑÌÉ ÑÒÌ ÉÚ××ÌÉÉ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉ ÊÈ Î ÛÎØÊÐÕ ÎÈË q = 1−p Ü áÛ ÓÌ ÔÚÑ

qN = 0 à ÑÒÌÈ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ æ»ì ÍÌËÚ×ÌË ÑÇ õÍÊÖÎÉÑÎÖÎ æ¼üü»ìÜ ãÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌËØÇËÌÐ æ»ì ÊÉ ÎÈ ÊØÔÍÇÖÌØÌÈÑ ÇÖÌÍ ÑÒÌ õÍÊÖÎÉÑÎÖÎ æ¼üü»ì ØÇËÌÐ ÏÕ ÑÎñÊÈÞ Î ×ÇÈ×ÌÔÑ
ÇÛ âÈÊÑÌ ÍÎÈÞÌ ØÇËÌÐ ÊÜÌÜ k = 0, 1, 2, 3, . . . , N Ü
()*) +,-./0-.12 34-516 17 /1/42-

ãÒÌ ØÌÑÒÇË ÇÛ ØÇØÌÈÑÉ ÊÉ ËÊÉ×ÚÉÉÌË ÑÇ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÑÒÌ ÛÇÚÍ ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉ αà β à
p ÎÈË N ÇÛ ÑÒÌ ÔÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ ÛÚÈ×ÑÊÇÈ æ»ìÜ ßÇÓ ÊÑ ÊÉ ËÊ8×ÚÐÑ ÑÇ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÎÐÐ ÑÒÌÉÌ
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ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉà ÉÇ ÊÑ ÊÉ ÎÉÉÚØÌË ÑÒÎÑ N
ÊÉ ÑÒÌ ØÎïÊØÚØ ÈÚØÏÌÍÉ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉ

Ç××ÚÍÍÌËÜ ÿÌÑ (x, f)
ÏÌ Î ÛÍÌòÚÌÈ×Õ ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÓÒÇÉÌ ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉ ÑÇ ÏÌ ÌÉÑÊÙØÎÑÌË ÛÍÇØ ÑÒÌ ÇÏÉÌÍÖÌË ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈÉ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ Î××ÇÍËÊÈÞ ÑÇ ÑÒÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐËËÌÎÑÒÉÜ ãÒÌ ÛÇÐÐÇÓÊÈÞ ÌÉÑÊØÎÑÊÇÈ ÑÌ×ÒÈÊòÚÌ ÊÉ ÌØÔÐÇÕÌË ÛÇÍ ÌÉÑÊØÎÑÊÈÞ ÍÌÉÑ ÇÛ ÑÒÌ

ÔÎÍÎØÌÑÌÍÜèòÚÎÑÊÈÞ ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈÉ ÇÛ 9ÌÍÇth ×ÌÐÐà âÍÉÑ ×ÌÐÐ ÛÍÌòÚÌÈ×Õ ÎÈË ÉÊØÔÐÌ ØÌÎÈ ÑÇ ÑÒÌÊÍ
×ÇÍÍÌÉÔÇÈËÊÈÞ ÇÏÉÌÍÖÌË ÖÎÐÚÌÉ ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕà ÓÒÊ×Ò ÊÉ ×ÇÈÖÌÍÑÌË ÊÈÑÇ ÑÒÌ ÛÇÐÐÇÓÊÈÞ
ÌòÚÎÑÊÇÈÉà

f0

f
= 1 − α

æ¼ì

f1

f
= αβ

æúì

X = αβ + (1 − β)α

[(
1 − qN−1

)

p(1 − qN )
−

NqN−1

(1 − qN )
+

1

(1 − qN )

] æ&ì

'ÒÌÍÌà
f0 = �ÏÉÌÍÖÌË ÖÎÐÚÌ ÇÛ 9ÌÍÇth ×ÌÐÐ ÛÍÌòÚÌÈ×Õ
f1 = �ÏÉÌÍÖÌË ÖÎÐÚÌ ÇÛ âÍÉÑ ×ÌÐÐ ÛÍÌòÚÌÈ×Õ
f = ãÇÑÎÐ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ÇÏÉÌÍÖÎÑÊÇÈÉ =

∑
i fi

X = õÎØÔÐÌ ØÌÎÈ ÇÛ ÑÒÌ ÇÏÉÌÍÖÌË ÖÎÐÚÌÉÜ
()() 34-516 17 30:./;/ <.=4>.5116

ãÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ ÊÈÖÇÐÖÌÉ ÛÇÚÍ ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉ αà β à p ÎÈË N
ÑÇ ÏÌ ÌÉÑÊØÎÑÌËÛÍÇØ ÑÒÌ ÇÏÉÌÍÖÌË ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ Î××ÇÍËÊÈÞ ÑÇ ÑÒÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉàÏÚÑ ÊÑ ×ÎÈÈÇÑ ÏÌ ÔÇÉÉÊÏÐÌ ÑÇ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÎÐÐ ÑÒÌÉÌ ÉÊØÚÐÑÎÈÌÇÚÉÐÕ ÏÕ ÑÒÊÉ ØÌÑÒÇËà ÉÇÑÒÌ ÖÎÐÚÌ ÇÛ N

ÒÎÉ ÏÌÌÈ ÑÎñÌÈ ÎÉ ØÌÑÒÇË ÇÛ ØÇØÌÈÑÉÜ ÿÌÑ x1, x2, x3, . . . , xn

ÏÌ Î
ÍÎÈËÇØ ÉÎØÔÐÌ ÇÛ ÉÊ9Ì N

ÛÍÇØ ÑÒÌ ÔÇÔÚÐÎÑÊÇÈ æ»ìÜ ãÒÌ ÐÊñÌÐÊÒÇÇË ÛÚÈ×ÑÊÇÈ L
ÛÇÍÑÒÌ ÞÊÖÌÈ ÉÎØÔÐÌ ×ÎÈ ÏÌ ÌïÔÍÌÉÉÌË ÎÉ

L = (1 − α)f0(αβ)f1 ×

[
(1 − β)αp

1 − qN

]f2
[
α{1 − β − (1 − β)p}

1 − qN

]f−f0−f1−f2 æîì

ãÎñÊÈÞ log
ÏÇÑÒ ÉÊËÌÉà ÓÌ ÞÌÑ

log L = f0 log(1 − α) + f1 log(αβ) + f2 log

[
(1 − β)αp

1 − qN

]
+

(f − f0 − f1 − f2) log

[
α(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}]
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ßÇÓà ÔÎÍÑÊÎÐÐÕ ËÊðÌÍÌÈÑÊÎÑÊÈÞ ÓÜÍÜÑÜ αà β ÎÈË p ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕ ÎÈË ÌòÚÎÑÊÈÞ ÑÇ9ÌÍÇÜ
∂ log L

∂α
= −

f0

(1 − α)
+

f − f0

α
= 0

æ?ì

∂ log L

∂β
=

f1

β
+

f − f0 − f1

1 − β
= 0

æëì

∂ log L

∂p
=

f2

[(
1 − qN

)
− pN(1 − p)N−1

]

p
(
1 − qN

) −

(f − f0 − f1 − f2)

[(
1 − qN

)
− pN(1 − P )N−1

[(
1 − pN

)
− p

] (
1 − pN

)
]

= 0
æêì

õÇÐÖÊÈÞ ÌòÚÎÑÊÇÈÉ æ?ìà æëì ÎÈË æêìà ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÇÛ αà β ÎÈË p ×ÎÈ ÌÎÉÊÐÕ ÏÌ
ÇÏÑÎÊÈÌË ÎÉ

α =
f − f0

f

β =
f1

f − f0

p(
1 − qN

) =
f2

f − f0 − f1

ãÒÌ ÉÌ×ÇÈË ÔÎÍÑÊÎÐ ËÌÍÊÖÎÑÊÖÌÉ ÇÛ log L ÇÏÑÎÊÈÌË ÊÉ

∂2 log L

∂α2
= −

f0

(1 − α)2
−

f − f0

α2

æåì

∂2 log L

∂β2
= −

f1

β2
−

f − f0 − f1

(1 − β)2
æ»üì

(
∂↑2 log L

)
(
∂p↑2

) =

(
f↓2[N(1 − N)(1 − p)↑(N − 2)]

)
(
1 − q↑N

)

−

(
f − f↓0 − f↓1 − f↓2

) [{{
(1 − q↑)↑2p

(
1 − q↑

)} {
N(N − 1)p(1 − p)↑(N − 2)

}}]
[
(1 − q↑N)↑2

] ����

ßÇÓà ÔÎÍÑÊÎÐ ËÌÍÊÖÎÑÊÖÌ ÇÛ ∂ log L
∂α

à ∂ log L
∂β

ÎÈË ∂ log L
∂p

ÓÜÍÜ ÑÇà β à p ÎÈË α ÍÌÉÔÌ×ÙÑÊÖÌÐÕ ÓÌ ÞÌÑ ÎÉ ÛÇÐÐÇÓÊÈÞà

∂2 log L

∂α∂β
=

∂2 log L

∂β∂p
=

∂2 log L

∂p∂α
= 0

æ»¼ì
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ôÌÍÌà

E(f0) = f(1 − α)

E(f1) = fαβ

E(f2) =
f(1 − β)αp

1 − qN

E(f − f0 − f1 − f2) = fα(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}

çÉÊÈÞ ÑÒÌ ÎÏÇÖÌ ÛÎ×ÑÉà ÑÒÌ ÌïÔÌ×ÑÌË ÖÎÐÚÌ ÇÛ ÑÒÌ ÉÌ×ÇÈË ÔÎÍÑÊÎÐ ËÌÍÊÖÎÑÊÖÌÉ
ÇÏÑÎÊÈÌË ÎÉ

φ11 = E

[
−∂2 log L

∂α2

]

f
=

[
1

1 − α
+

1

α

] æ»úì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] æ»&ì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] æ»îì

ÑÒÌ ×ÇÖÎÍÊÎÈ×Ì ÏÌÑÓÌÌÈ ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÇÍÉ ÏÌ×ÇØÌÉ 9ÌÍÇ ÉÊÈ×Ì

E

(
∂2 log L

∂α∂β

)
= E

(
∂2 log L

∂βδp

)
= E

(
∂2 log L

∂α∂p

)
= 0

æ»?ì

ãÒÚÉà ÑÒÌ ÎÉÕØÔÑÇÑÊ× ÖÎÍÊÎÈ×ÌÉ ÇÛ ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÇÍ ×ÎÈ ÏÌ ÇÏÑÎÊÈÌË ÎÉ

V (α̂) =
1

φ11
, V

(
β̂
)

=
1

φ22
, V (p̂) =

1

φ33

æ»ëì

@Á "AA)(Ä'*(%2

ãÒÌ ÉÚÊÑÎÏÊÐÊÑÕ ÇÛ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ ÊÉ ÌïÎØÊÈÌË ÑÇ ÑÒÌ ÉÑÚËÕ ÑÒÎÑ ÒÎÉ ÏÌÌÈ
×ÇÈËÚ×ÑÌË ÊÈ ßÇÍÑÒÙèÎÉÑÌÍÈ ÿÊÏÕÎ ÉÑÍÌÑ×ÒÊÈÞ ÛÍÇØ �ÌÈÞÒÎ9Ê ÑÇ èØÉÎÎËÜ éÍÇØ ÑÒÌ
ÉÑÚËÕ ÎÍÌÎà ë ÐÇ×ÎÐÊÑÊÌÉ ÇÚÑ ÇÛ ¼ë ÒÎÖÌ ÏÌÌÈ ÉÌÐÌ×ÑÌË ÏÕ ÔÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ ÔÍÇÔÇÍÑÊÇÈÎÐÑÇ ÈÚØÏÌÍÉ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ ÊÈ ÑÒÌ ÐÇ×ÎÐÊÑÊÌÉÜ ãÒÌ ËÎÑÎ ÇÈ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÎÈË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÚÈËÌÍ
ÎÞÌ î ÎÐÇÈÞ ÓÊÑÒ ÉÇØÌ ÇÑÒÌÍ ËÌØÇÞÍÎÔÒÊ× ×ÒÎÍÎ×ÑÌÍÊÉÑÊ×É ÒÎÖÌ ÏÌÌÈ ×ÇÐÐÌ×ÑÌË ÛÍÇØ»à¼î¼ ×ÇÚÔÐÌÉ ÇÛ ×ÒÊÐËÏÌÎÍÊÈÞ ÎÞÌÉ ÇÛ ÉÌÐÌ×ÑÌË ÐÇ×ÎÐÊÑÊÌÉÜ ùÏÇÚÑ ÇÈÌÙÑÒÊÍË æúîÜëÔÌÍ×ÌÈÑì ÇÛ ÑÒÌ ÊÈÖÌÉÑÊÞÎÑÌË ØÇÑÒÌÍÉ ÒÎÖÌ ÐÇÉÑ ÎÑ ÐÌÎÉÑ ÇÈÌ ×ÒÊÐËÜ ãÒÌ ÔÌÍ×ÌÈÑÎÞÌ
ÇÛ ØÚÐÑÊÔÐÌ ×ÒÊÐË ÐÇÉÉ ØÇÑÒÌÍÉ ÊÉ »»Üú ÎÈË ÑÒÌÉÌ ØÇÑÒÌÍÉ ÒÎÖÌ ÞÊÖÌÈà ÇÈÌ ÎÈ ÎÖÌÍÎÞÌà
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»ü ÇÍ ØÇÍÌ ÏÊÍÑÒÉÜ ãÒÌ ËÊðÌÍÌÈÑÊÎÐ ÊÈ ×ÒÊÐË ÐÇÉÉ ÏÕ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÐÌÖÌÐ ÊÉ ÒÊÞÒÐÕ ÉÊÞÈÊâ×ÎÈÑÜ
ôÇÓÌÖÌÍà ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÑÇ ØÇÑÒÌÍÉ ÒÎÖÊÈÞ ÐÇÓÌÍ ÎÈË ËÊðÌÍÌÈÑÊÎÐ ÊÈ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕÏÕ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÊÈ ÈÇÍÑÒÙÌÎÉÑÌÍÈ ÿÊÏÕÎ ú¼î ØÌËÊÚØ æ? ÌÖÌÍ ÏÇÍÈ ×ÒÊÐËÍÌÈì ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÊÉ
ÉÊØÊÐÎÍÜ ãÒÊÉ ÉÑÚËÕ ÊÈËÊ×ÎÑÌÉ ÑÒÎÑ ÒÊÞÒ ÔÎÍÊÑÕ ÎÈË ÒÊÞÒ ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ØÇÖÌ ÊÈ ÑÒÌ
ÉÎØÌ ËÊÍÌ×ÑÊÇÈ æ�ÒÚÕÎÈ ø ÝÌÇÞÍÎÑÊÎÉ »åååì ÎÈË ÇÈÌ ÉÌÑ ÇÛ ËÎÑÎ ÒÎÉ ÏÌÌÈ ÑÎñÌÈÛÍÇØ Î ôÇÚÉÌÒÇÐË õÎØÔÐÌ õÚÍÖÌÕ ÊÈ �ÍÎ9ÊÐ ÊÈ »åêëÜ ÝÌÑÎÊÐÉ ÎÍÌ ÞÊÖÌÈ ÊÈ õÎÉÑÍÕæ»ååëìÜ �ÑÒÌÍ ÑÓÇ ÉÌÑ ÇÛ ÉÎØÔÐÌ ËÎÑÎ ÓÌÍÌ ×ÇÐÐÌ×ÑÌË ÚÈËÌÍ Î õÚÍÖÌÕ ÌÈÑÊÑÐÌË BèðÌ×Ñ
ÇÛ ÏÍÌÎÉÑÛÌÌËÊÈÞ ÇÈ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÊÈ ßÇÍÑÒ þÚÍÎÐ áÈËÊÎC ÊÈ »ååî ÎÈË Bù ÝÌØÇÞÍÎÔÒÊ×
ÉÚÍÖÌÕ ÇÈ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ ÎÈË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÈ ÍÚÍÎÐ ßÌÔÎÐD ù õÑÚËÕ ÇÛ öÎÐÔÎ ÎÈË þÚÔÎÈËÌÒÊ
ÝÊÉÑÍÊ×ÑÉC ÊÈ ¼üüüÜ ãÒÌ ËÌÑÎÊÐÉ ÇÛ ÑÒÌÉÌ ÑÓÇ ÉÌÑ ÇÛ ËÎÑÎ ÎÍÌ ÞÊÖÌÈ ÊÈ õÍÊÖÎÉÑÎÖÎæ¼üü»ìÜ

ãÒÌ ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉ ÇÛ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ ÒÎÖÌ ÏÌÌÈ ÌÉÑÊØÎÑÌË ÏÕ ÑÒÌ ØÌÑÒÇË ÇÛ
ØÇØÌÈÑ ÎÈË ØÌÑÒÇË ÇÛ ØÎïÊØÚØ ÐÊñÌÐÊÒÇÇËÜ ãÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌË ÖÎÐÚÌÉ ÇÛ ËÊðÌÍÌÈÑ
ÔÎÍÎØÌÑÌÍÉ ÎÍÌ ÞÊÖÌÈ ÊÈ ÑÎÏÐÌÉ » ÑÇ & ÛÇÍ ÑÒÌ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒÉÜ

ãÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌË ÖÎÐÚÌ ÇÛ α ÎÍÌ üÜúëîúà üÜ¼»úåà üÜ¼?êú ÎÈË üÜúîëü ÛÇÍ áÈËÊÎà ßÌÔÎÐàßÇÍÑÒ èÎÉÑ �ÍÎ9ÊÐ ÎÈË ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎà ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕÜ áÑ ÍÌÔÍÌÉÌÈÑÉ ÑÒÎÑ ÑÒÌ ÔÍÇÙÔÇÍÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ ÌïÔÌÍÊÌÈ×ÊÈÞ Î ×ÒÊÐË ÐÇÉÉ ÓÎÉ ÛÇÚÈË ÉÐÊÞÒÑÐÕ ÒÊÞÒÌÍ ÊÈ áÈËÊÎæüÜúëîúì ÑÒÎÈ ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎ æüÜúîëüìà ßÇÍÑÒ èÎÉÑ �ÍÎ9ÊÐ æüÜ¼?êúì ÎÈË ßÌÔÎÐæÜ¼»úåìÜ ãÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌ ÇÛ β ÎÍÌ üÜîêîëà üÜëî¼êà üÜ?î?ü ÎÈË üÜ?ê&?à ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕà ÛÇÍáÈËÊÎà ßÌÔÎÐà ßÇÍÑÒ èÎÉÑ �ÍÎ9ÊÐ ÎÈË ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎÜ áÑ ØÌÎÈÉ ÑÒÎÑ ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÍÙÑÊÇÈ ÇÛ ÛÎØÊÐÊÌÉ ÒÎÖÊÈÞ ÇÈÐÕ ÇÈÌ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒ ÓÎÉ ÛÇÚÈË ÞÍÌÎÑÌÍ ÛÇÍ ßÌÔÎÐ æüÜëî¼ëìÎÉ ×ÇØÔÎÍÌË ÑÇ ÇÑÒÌÍ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉÜ ãÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÌË ÖÎÐÚÌÉ ÛÇÍ ÑÒÌ ÔÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ ÇÛ ÉÚ×Ù×ÌÉÉ ÇÛ ËÌÎÑÒ Ô ÎÍÌ üÜîêêåà üÜ?¼îëà üÜ?&åü ÎÈË üÜ??úü ÏÕ ÑÒÌ ØÌÑÒÇË ÇÛ ØÇØÌÈÑ
ÎÈË üÜ?ü¼¼à üÜë»»üà üÜ?»ëê ÎÈË üÜ?îå¼ ÏÕ ÑÒÌ ØÎïÊØÚØ ÐÊñÌÐÊÒÇÇËà ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕàÛÇÍ ÑÒÌ ÎÏÇÖÌ ØÌÈÑÊÇÈÌË ×ÇÚÈÑÍÊÌÉÜ ãÒÌ ÎÖÌÍÎÞÌ ÈÚØÏÌÍ ÇÛ ×ÒÊÐË ËÌÎÑÒ ÔÌÍ ÛÎØÊÐÕ
αβ + (1 − β)α

[
(1−qN−1)
p(1−qN )

− Nq(N−1)

(1−qN )
+ 1

(1−qN )

] ÛÇÍ èÎÉÑÌÍÈ çÑÑÎÍ öÍÎËÌÉÒ æáÈËÊÎìà
ßÌÔÎÐà ßÇÍÑÒ èÎÉÑ �ÍÎ9ÊÐ ÎÈË ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎ ÓÌÍÌ ÛÇÚÈË ÑÇ ÏÌ üÜ?úà üÜúüà üÜ&»ÎÈË üÜîú ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕÜ ãÒÊÉ ÉÒÇÓ ÑÒÎÑà ÇÈ ÎÈ ÎÖÌÍÎÞÌà ÑÒÌ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÉ ÒÊÞÒÊÈ èÎÉÑÌÍÈ çÑÑÎÍ öÍÎËÌÉÒ æáÈËÊÎìÜ ãÒÌ ÌïÎ×Ñ ÖÎÍÊÎÈ×ÌÉ ÇÛ ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÇÍÉ ÇÏÑÎÊÈÌËÏÕ ØÎïÊØÚØ ÐÊñÌÐÊÒÇÇË ØÌÑÒÇË ÎÍÌ ÎÐÉÇ ÞÊÖÌÈÜ ÛÇÍ èÎÉÑÌÍÈ çÑÑÎÍ öÍÎËÌÉÒ æáÈËÊÎìà
ßÌÔÎÐà ßÇÍÑÒ èÎÉÑ �ÍÎ9ÊÐ ÎÈË ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎ ÓÌÍÌ ÛÇÚÈË ÑÇ ÏÌ üÜ?úà üÜúüà üÜ&»ÎÈË üÜîú ÍÌÉÔÌ×ÑÊÖÌÐÕÜ ãÒÊÉ ÉÒÇÓ ÑÒÎÑ ÇÈ ÎÈ ÎÖÌÍÎÞÌ ÑÒÌ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÉ ÒÊÞÒ ÊÈèÎÉÑÌÍÈ çÑÑÎÍ öÍÎËÌÉÒ æáÈËÊÎìÜ ãÒÌ ÌïÎ×Ñ ÖÎÍÊÎÈ×ÌÉ ÇÛ ÑÒÌ ÌÉÑÊØÎÑÇÍÉ ÇÏÑÎÊÈÌË ÏÕ
ØÎïÊØÚØ ÐÊñÌÐÊÒÇÇË ØÌÑÒÇË ÎÍÌ ÎÐÉÇ ÞÊÖÌÈÜ

ÆÒÎÈÞÌÉ ÊÈ ÐÌÖÌÐÉ ÇÛ ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ØÎÕ ÏÌ ÎÑÑÍÊÏÚÑÌË ÑÇ ÉÇ×ÊÇÌ×ÇÈÇØÊ× ÛÎ×ÑÇÍÉ ÉÚ×Ò
ÎÉ ÊØÔÍÇÖÌØÌÈÑÉ ÊÈ ÔÍÊØÎÍÕ ÒÌÎÐÑÒ ×ÎÍÌ ÉÌÍÖÊ×ÌÉà ×ÇÈÑÍÇÐ ÇÛ ÌÔÊËÌØÊ×Éà ÎÖÎÊÐÎÏÊÐÊÑÕ
ÇÛ ÒÌÎÐÑÒ ×ÎÍÌ ÛÎ×ÊÐÊÑÊÌÉà ÎÈË ÓÊÑÒ ÑÒÌ ÊØÔÍÇÖÌØÌÈÑ ÊÈ Ì×ÇÈÇØÊ× ×ÇÈËÊÑÊÇÈ ÎØÇÈÞÐÇÓÌÍ ÔÎÍÊÑÕ ÓÇØÌÈà ÑÒÌÍÌ ÊÉ Î ËÇÓÈÓÎÍË ÉÒÊÛÑ ÊÈ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕÜ ôÇÓÌÖÌÍ Ì×ÇÙÈÇØÊ× ×ÇÈËÊÑÊÇÈ ÎÈË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ØÇÖÌ ÊÈ ÑÒÌ ÉÎØÌ ËÊÍÌ×ÑÊÇÈ ÎØÇÈÞ ÒÊÞÒ ÔÎÍÊÑÕ
ÓÇØÌÈÜ ÝÊðÌÍÌÈÑÊÎÐ ÊØÔÎ×ÑÉ ÇÛ ÎÞÌ ÇÛ ÛÌØÎÐÌ ÉÔÇÚÉÌ ÎÑ ØÎÍÍÊÎÞÌ ÎÍÌ ÇÏÉÌÍÖÌË
ÎØÇÈÞ ØÇÑÒÌÍÉ ÇÛ ËÊðÌÍÌÈÑ ÔÎÍÊÑÕ ÐÌÖÌÐÜ

ù ÊÈóÎÑÌË ÞÌÇØÌÑÍÊ× ËÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈ ÛÇÍ âÈÊÑÌ ÍÎÈÞÌ ÔÍÇÖÊËÌÉ Î ÉÚÊÑÎÏÐÌ ËÌÉ×ÍÊÔÑÊÇÈ
ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÎÑ ØÊ×ÍÇ ÐÌÖÌÐà ÊÜÌÜ ÎÑ ÑÒÌ ÛÎØÊÐÕ ÐÌÖÌÐ æãÎÏÐÌÉ » ÑÇ &ìÜ ãÒÌ ÖÎÐÚÌÇÛ χ2 ÎÍÌ ÊÈÉÊÞÈÊâ×ÎÈÑ ÎÑ î ÔÌÍ×ÌÈÑ ÐÌÖÌÐ ÇÛ ÉÊÞÈÊâ×ÎÈ×Ì ÛÇÍ ÎÐÐ ÉÌÑ ÇÛ ËÎÑÎÜ ãÒÌ
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ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ âÑÑÌË ÉÎÑÊÉÛÎ×ÑÇÍÊÐÕ ÎÈË ËÌÉ×ÍÊÏÌË ÑÒÌ ÔÎÑÑÌÍÈ ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕÑÇ ÉÌÖÌÍÎÐ ÉÌÑÉ ÇÛ ÉÎØÔÐÌ ËÎÑÎ ÊÈ áÈËÊÎÈ õÚÏ×ÇÈÑÊÈÌÈÑÉÜ
EFGHI JK ��uxv���x��� �y L�u�v��w !�w �} �~x�w M����v �y N!�����u� !~~�vw��� x� xt�

M����v �y �t��w ��!xtu �� �!ux�v� Oxx!v �v!w�ut PQ�w�!R�S³¬�§¤ T�¨§¤�§µ U§¸±¥µ ¥¦ U¥¬§²¸ U§¸±¥µ ¥¦ UV®¬³¬³¬ W®X§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ YZ YZ©[ YZ©[� �[\ �[\©]^ �[\©]^� [Z []©_��] [Y©^ZY^_ _� _©YY� _©��[[] \ ��©YZ^ ��©�Y Z Y©�Z__ ]©[[^�Z _ �©���Z �©^[[ � �©�Z�\ �©Y�^
¥̀¸¯ \� \�© \�©
α̂

©_[Y_ ©_[Y_
β̂

©Y\Y[ ©Y\Y[
p̂

©Y\\^ ©Z�_
V (α̂)

©�\^
V

(
β̂
) ©[^\

V (p̂)
©_Z

χ2
�©�\]� �©_^\_

d.f.
] ]

a¥³¤¹§° a¤®�¨¸� ����

EFGHI bK ��uxv���x��� �y L�u�v��w !�w �} �~x�w �����v �y N!�����u� c~~�vw��� x� xt�
M����v �y �t��w ��!xtu �� M� !��S³¬�§¤ T�¨§¤�§µ U§¸±¥µ ¥¦ U¥¬§²¸ U§¸±¥µ ¥¦ UV®¬³¬³¬ W®X§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ ZZ^ ZZ\©^[�� ZZ\©^[��� �_[ �_[©_�] �_[©_�]� _� �\©�Y _�©Z^^Z_ Z �©Y_ZY ^©�][^] _ _©^]_\ �©Z[�ZY � �©][Z� ©[[�]Z � ©YY�Y ©Y�_�[  ©__\Y ©[Z\

¥̀¸¯ \Y� \Y�© \Y�©
α̂

©��_^ ©��_^
β̂

©[Y�\ ©[Y�\
p̂

©Z�Y[ ©[��
V (α̂)

©�^Z
V (β̂)

©���
V (p̂)

©Z_Y�
χ2

[©��[ [©_[^^
d.f.

] ]
a¥³¤¹§° a¤®�¨¸� ����
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EFGHI dK ��uxv���x��� �y L�u�v��w !�w �} �~x�w M����v �y N!�����u� !~~�vw��� x� xt�
M����v �y �t��w ��!xtu �� M�vxt �!ux ev!����S³¬�§¤ T�¨§¤�§µ U§¸±¥µ ¥¦ U¥¬§²¸ U§¸±¥µ ¥¦ UV®¬³¬³¬ W®X§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ [Z^ [Z^©�Z[ [Z^©�Z[� �\Y �\]©^\� �\]©^\�� Z Z�©^^\Z Y^©^^^^_ �Z ��©���Y ��©^_�] ^ [©[Z�Y \©[Z]ZY � �©[�]_ _©_]^\Z � ©^YZ� �©�\_[  ©]]^� ©Z[Y[

¥̀¸¯ �Y� �Y�© �Y�©
α̂

©�Z\_ ©�Z\_
β̂

©ZYZ ©ZYZ
p̂

©Z]^ ©Z�[\
V (α̂)

©��Y
V (β̂)

©\
V (p̂)

©]Y�
χ2

�©YZZ_ �©\��
d.f.

] ]
a¥³¤¹§° a¨¸¤¶ ��^^[�

EFGHI fK ��uxv���x��� �y L�u�v��w !�w �} �~x�w M����v �y N!�����u� !~~�vw��� x� xt�
M����v �y �t��w ��!xtu �� M�vxt �!ux ���{!�S³¬�§¤ T�¨§¤�§µ U§¸±¥µ ¥¦ U¥¬§²¸ U§¸±¥µ ¥¦ UV®¬³¬³¬ W®X§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªV´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ \Y \Y©_Z \Y©_Z� _Z _Y©^^�Z _Y©^^�Z� ^_ ^_©Y��Y ^�©^[YY_ _Z _�©Y�_] _�©Z^Y_] [ �©Z� �©\]^Y � _©Y[\^ _©Z\_]Z � �©�Z� �©�YY[[ � ©Y]�Y ©YY[Z

¥̀¸¯ ��Y� ��Y�© ��Y�©
α̂

©_Y[ ©_Y[
β̂

©Z\]Z ©Z\]Z
p̂

©ZZ_ ©ZY^�
V (α̂)

©�[�
V (β̂)

©]\_
V (p̂)

©�]Y[
χ2

Z©Y�_� Z©][[�
d.f.

] ]
a¥³¤¹§° g±³¶² h i§¥j¤¸®¨ ��^^^�
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kÁ 1%2Ä)Ãl(%2

éÍÇØ ÑÒÌ ÎÏÇÖÌ ËÊÉ×ÚÉÉÊÇÈ ÇÛ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ ÍÌÐÎÑÌË ÓÊÑÒ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÑ ÊÉ
×ÇÈ×ÐÚËÌË ÑÒÎÑ ÊÈÛÎÈÑ ÎÈË ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÎÍÌ ÉÑÊÐÐ ÒÊÞÒÌÍ ÊÈ ÝÌÖÌÐÇÔÊÈÞ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉÐÊñÌ áÈËÊÎà ßÌÔÎÐà ßÙè �ÍÎ9ÊÐ ÎÈË ßÙè ÿÊÏÕÎ ÎÉ ÉÒÇÓÈ ÊÈ ãÎÏÐÌÉ » ÑÇ &Ü ÆÒÎÈÞÌÉ ÊÈÑÒÌ ÐÌÖÌÐ ÇÛ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÉ ËÊÍÌ×ÑÐÕ ÇÍ ÊÈËÊÍÌ×ÑÐÕ ÎÉÉÇ×ÊÎÑÌË ÓÊÑÒ ÉÇ×ÊÇÌ×ÇÈÇØÊ×ÛÎ×ÑÇÍÉ ÔÍÌÖÎÊÐÊÈÞ ÊÈ ÑÒÎÑ ×ÇÚÈÑÍÊÌÉÜ

ãÇ ÇÖÌÍ×ÇØÌ ÑÒÌ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÉÔÍÌÎË ÇÛ ÌËÚ×ÎÑÊÇÈ ÊÉ âÍÉÑ ÎÈË ÛÇÍÌØÇÉÑ ÌÉÉÌÈÙÑÊÎÐ ÛÎ×ÑÇÍÜ �Õ ÊØÔÎÍÑÊÈÞ ÌËÚ×ÎÑÊÇÈ ÑÇ ÑÒÌ ÔÎÍÌÈÑÉ ÎÈË ÛÎØÊÐÕ ØÌØÏÌÍÉ ÑÒÌÕ ÓÊÐÐÏÌ ×ÇÈÉ×ÊÇÚÉ ÎÈË ÎÓÎÍÌ ÑÇ ÑÒÌ ÒÌÎÐÑÒ ÇÛ ÑÒÌ ×ÒÊÐËÜ ãÇ ñÌÌÔ ÑÒÌÊÍ ×ÒÊÐË ÒÌÎÐÑÒÕ ÎÈË
ÉÇÚÈË ÑÒÌÕ ÓÊÐÐ ÛÇÐÐÇÓ ÑÒÌ ÎËÖÊ×Ì ÇÛ ÑÒÌ ËÇ×ÑÇÍÉ ÛÍÇØ ÑÒÌ ËÎÑÌ ÓÒÌÈ ÑÒÌ ØÇÑÒÌÍ ÊÉ
×ÇÈ×ÌÊÖÌËÜ öÎÍÌÈÑÉ ÓÊÐÐ ÎËÒÌÍÌ ÑÒÌ ÑÊØÌ É×ÒÌËÚÐÌ ÑÇ ÖÎ××ÊÈÎÑÌ ÑÒÌ ×ÒÊÐË ÑÇ ×ÇÈÑÍÇÐËÊðÌÍÌÈÑ ËÊÉÌÎÉÌÉÜ ãÒÌÕ ÓÊÐÐ ÎÐÉÇ ×ÎÍÌ ÛÇÍ ÒÕÞÊÌÈÊ× ÎÑØÇÉÔÒÌÍÌ ÎÈË ×ÐÌÎÈÈÌÉÉÜ÷ÌÌÔÊÈÞ ÎÐÐ ÖÊÌÓÔÇÊÈÑÉà ÑÒÌ ÔÍÇÔÇÉÌË ØÇËÌÐ ÊÉ ÎÈ ÌÉÉÌÈÑÊÎÐ ÑÇÇÐ ÛÇÍ ÔÍÌËÊ×ÑÊÈÞÑÒÌ ×ÒÊÐË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÐÌÖÌÐ ÇÛ ÎÈÕ ×ÇÚÈÑÍÕ ÎÈË ÊÑ ×ÎÈ ÏÌ ÚÉÌË ÎÉ ÎÈ ÊÈËÊ×ÎÑÇÍ ÇÛ ÞÇÇËÒÌÎÐÑÒ ×ÇÈËÊÑÊÇÈ ÇÛ ÑÒÌ ÉÇ×ÊÌÑÕÜ

"Äm2%n).-o.4.2*

ãÒÌ ÎÚÑÒÇÍÉ ÎÍÌ ÖÌÍÕ ÑÒÎÈñÛÚÐ ÑÇ ÍÌÛÌÍÌÌÉ ÛÇÍ ÑÒÌÊÍ ÖÎÐÚÎÏÐÌ ÉÚÞÞÌÉÑÊÇÈÉÜ
[pqrstsuvw x yzsv uq {||} ~ �rq���uvw usrsq�t�q uq {||}]

�./.$.2Ä.l

ùÍÈÇÐËà �Ü ÆÜ æ»ååúìà �öÎÍÌÑÇ ÝÊÉÑÍÊÏÚÑÊÇÈÉäà ����������� ������������� �Ü
�ÒÚÕÎÈà ÷Ü ÆÜ ø ÝÌÇÞÍÎÑÊÎÉà þÜ æ»åååìà ��È Î öÍÇÏÎÏÊÐÊÑÕ íÇËÌÐ ÛÇÍ ÆÒÊÐË íÇÍÙÑÎÐÊÑÕ öÎÑÑÌÍÈ ÊÈ ßÇÍÑÒ èÎÉÑ ÿÊÏÕÎäà ������� ������� �� ���������� �������æ¼»ìà úú�úêÜ
�ÍÎÉÉà 'Ü æ»ååî�ìà ù õÊØÔÐÌ ÎÔÔÍÇïÊØÎÑÊÇÈ ÛÇÍ ÑÒÌ ÑÊØÌ ÿÇ×ÎÑÊÇÈ ÇÛ èÉÑÊØÎÑÌÉ

ÇÛ ÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÍÇØ öÍÇÔÇÍÑÊÇÈÉ ËÌÎË ÏÕ ÎÞÌ ÇÛ íÇÑÒÌÍà �� �ùËÖÎÈ×ÌÉ ÊÈ
íÌÑÒÇËÉ ÛÇÍ èÉÑÊØÎÑÊÈÞ éÌÍÑÊÐÊÑÕ ÎÈË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÍÇØ ÿÊØÊÑÌË ÎÈË ÝÌÛÌ×ÑÊÖÌ
ÝÎÑÎäà ÿÇÈËÇÈ õ×ÒÇÇÐ ÇÛ ôÕÞÊÌÈÌ ÎÈË ãÍÇÔÊ×ÎÐ íÌËÊ×ÊÈÌà ÿÇÈËÇÈà ÔÔÜ »�»?Ü

�ÍÎÉÉà'Ü æ»ååî�ìà ãÒÌ ÝÌÍÊÖÎÑÊÖÌ ÇÛ ÿÊÛÌ ãÎÏÐÌÉ ÛÍÇØ þÌÑÍÇÉÔÌ×ÑÊÖÌ èÉÑÊØÎÑÌÉ ÇÛÆÒÊÐË ÎÈË ùËÚÐÑ íÇÍÑÎÐÊÑÕà �� �ùËÖÎÈ×ÌÉ ÊÈ ØÌÑÒÇËÉ ÛÇÍ ÌÉÑÊØÎÑÊÈÞ ÛÌÍÑÊÐÊÑÕ
ÎÈË ØÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÍÇØ ÐÊØÊÑÌË ÎÈË ËÌÛÌ×ÑÊÖÌ ËÎÑÎäà ÿÇÈËÇÈ õ×ÒÇÇÐ ÇÛ ôÕÞÊÌÈÌÎÈË ãÍÇÔÊ×ÎÐ íÌËÊ×ÊÈÌà ÿÇÈËÇÈÜ

ÆÒÎÚÒÎÈà þÜ ÷Ü æ»ååëìà �ûÍÎËÚÎÑÊÇÈ ÇÛ áÈÛÎÈÑ ÝÌÎÑÒÉ ÏÕ ùÞÌäà ����������  ����
¡æ¼?ìà ¼?»�¼ë&Ü

ûÇÐËÏÐÎÑÑà öÜ �Ü æ»åêåìà �íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÏÕ õÇ×ÊÎÐ ÆÐÎÉÉà »åë»Ùêîäà ���������� ������æî?ìà ?�»îÜ
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ôÌÐÊÞØÎÈà ÿÜ ø öÇÐÐÎÍËà ýÜ ôÜ æ»åêüìà �ùÞÌ öÎÑÑÌÍÈ ÇÛ íÇÍÑÎÐÊÑÕäà ������� ��  �¢
������� �� £�������� æ»»ëìà &å�êüÜ

ôÊÐÐà ùÜ ûÜ ø ÝÌÖÊËà ôÜ öÜ æ»åêåìà íÌÎÉÚÍÊÈÞ ÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÈ ÑÒÌ ãÒÊÍË'ÇÍÐËà
�� ßÜ õÇÚÍ×ÌÉ ø ßÜ ùÔÔÍÇÎ×ÒÌÉà ÌËÉà �áçõõö öÍÇ×ÌÌËÊÈÞ ÇÛ áÈÑÌÍÈÎÑÊÇÈÎÐÆÇÈÛÌÍÌÈ×Ìäà ßÌÓ ÝÌÐÒÊà áÈËÊÎÜ

÷ÎÏÊÍà íÜ ø ùØÊÍà þÜ æ»ååúìà �éÎ×ÑÇÍÉ áÈóÚÌÈ×ÊÈÞ ÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÊÈ �ÎÈÞÐÎËÌÉÒ
ÎÈË ãÒÌÊÍ áØÔÐÊ×ÎÑÊÇÈÉ ÛÇÍ ÑÒÌ ßÎÑÊÇÈÎÐ ôÌÎÐÑÒ öÍÇÞÍÎØØÌäà £���¢����¤����������� ������� ¥æúìà ú»�&?Ü

÷ÌÕâÑà ßÜ æ»åëëìà £������ ¦����������� ����������à ýÇÒÈ 'ÊÐÌÕà ßÌÓ §ÇÍñàçÈÊÑÌË õÑÎÑÌÉÜ
÷ÍÊÉÒÈÎÈà öÜ ø ýÊÈà §Ü æ»ååúìà �ù õÑÎÑÊÉÑÊ×ÎÐ íÇËÌÐ ÇÛ áÈÛÎÈÑ íÇÍÑÎÐÊÑÕäà����������� ¨¨æ¼ìà ?ë�ë»Ü
öÎÑÒÎñà ÷Ü �Üà öÎÈËÌÕà ùÜ ø íÊÉÒÍÎà çÜ õÜ æ»åå»ìà ��È èÉÑÊØÎÑÊÈÞ ×ÚÍÍÌÈÑ ÿÌÖÌÐÉ

ÇÛ éÌÍÑÊÐÊÑÕ ÎÈË ÆÒÊÐË íÇÍÑÎÐÊÑÕ ÛÍÇØ ÑÒÌ ÝÎÑÎ ÇÈ �ÔÌÈ �ÊÍÑÒ áÈÑÌÍÖÎÐ ÎÈË
õÚÍÖÊÖÎÐ õÑÎÑÚÉ ÇÛ ÑÒÌ ÐÎÉÑ ÆÒÊÐËäà ����������� ©æ»ìà »î�¼&Ü

öÍÌÉÑÇÈà õÜ ôÜ ø öÎÐÐÇÈÊà ùÜ æ»åëëìà �éÊÈÌÙãÚÈÊÈÞ �ÍÎÉÉ ãÕÔÌ íÇÍÑÎÐÊÑÕ èÉÑÊØÎÑÌÉ
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