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Resumen

Se presentan fórmulas cerradas para calcular el tamaño de la muestra
requerido en la estimación de la media aritmética de una distribución log-
normal para datos censurados y no censurados. Las fórmulas son el resultado
del ajuste de modelos no lineales para los tamaños de la muestra exactos re-
portados por Pérez (1995) en función de la desviación geométrica estándar,
el porcentaje de diferencia a la verdadera media aritmética y niveles de confi-
anza del 90 %, 95% y 99 %. Las fórmulas presentadas evitan en gran medida
el problema de subestimación que se presenta en otras fórmulas reportadas
en la literatura estad́ıstica.
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Abstract

We present close formulae to calculate the required sample size to es-
timate the arithmetic mean of a lognormal distribution for censored and
non-censored data. These formulae were obtained by adjusting non linear
models for the exact sample sizes estimates reported by Perez (1995). The
formulae presented are functions of the estimated geometric standard devi-
ation, the proportional precision from the true arithmetic mean and using
confidence levels of 90%, 95% and 99%. These new close formulae correct
the underestimation problem in other formulae presented in the statistical
literature.
Keywords: Concentration Levels, Censoring, Geometric Standard Devia-
tion, Hougaard Asymmetry Measurement.

1. Introducción

Existen muchas variables con distribución lognormal. Esta distribución se en-
cuentra muy frecuentemente en investigaciones sobre el medio ambiente. Usual-
mente los niveles de concentración de contaminantes en el agua, aire o tierra siguen
una distribución lognormal, Schorp et al (2002), Lu (2002), Filmon et al (2000),
Potts et al (2000) y Smith et al (2000). En general los niveles de concentración
de cualquier elemento casi siempre siguen una distribución lognormal como lo de-
muestran las investigaciones de Panayi et al (2002) y Kendall (2001).

De otra parte, cuando se busca una medida resumen para una variable lognor-
mal, dependiendo del objetivo de la investigación, se tienen a disposición medidas
como la media aritmética, la media geométrica, un ĺımite de tolerancia, etc. Leidel
y Busch (1985) discuten las diferentes opciones en varios contextos. Las estrategias
de muestreo enfocadas en la media aritmética a menudo son eficaces cuando se pre-
tende evaluar la exposición a materiales tóxicos, debido a que la media aritmética
de la distribución lognormal se relaciona con la frecuencia de las exposiciones que
exceden concentraciones particulares en el aire, Evans (1988), Rappaport (1988).

Durante la determinación de los niveles de concentración de los contaminantes
se encuentra el problema de los datos censurados, por ejemplo cuando al medir
concentraciones diminutas de contaminantes en el medio ambiente, ni siquiera
los instrumentos de medición de alta tecnoloǵıa pueden detectar la concentración
real. Usualmente, las mediciones pueden ser censuradas por varias razones, como
por ejemplo si la señal producida por el contaminante es demasiado pequeña y
la medición no puede diferenciarla del ruido de fondo. La censura a la izquierda
puede ocurrir cuando la señal registrada es identificada con el compuesto de interés
pero está por debajo de un umbral, Lambert (1991).

Investigaciones cuyos componentes involucran hipótesis de variables que siguen
la distribución lognormal, la media aritmética como medida resumen, la desviación
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geométrica estándar (GSD) y la presencia o no de censura, requieren del cálculo
del tamaño de la muestra mı́nimo para proporcionar resultados estad́ısticamente
válidos. Harris (1991) consideró una fórmula para estimar el tamaño de muestra
donde se determina la media aritmética dentro de una fracción especificada de la
GSD, a un nivel de confianza espećıfico. La fórmula para calcular el tamaño de
la muestra de una variable lognormal sin censura, reportada por Hewett (1995)
requiere de una muestra piloto para proporcionar estimaciones suficientemente pre-
cisas de los parámetros de la distribución y se basa en una precisión proporcional a
la localización de la verdadera media aritmética. Pérez y Lefante (1997) reportan
tablas con los tamaños de muestra exactos incluyendo situaciones sin censura o
con censura a la izquierda y se basan también en la precisión proporcional a la lo-
calización de la verdadera media aritmética. Estos autores probaron sus resultados
mediante el uso de simulaciones de Monte Carlo. Sin embargo, el uso de las tablas
para calcular el tamaño de la muestra hace que el proceso sea incómodo para el
investigador. Armstrong (1995) basa sus estimaciones en la precisión absoluta a la
media aritmética para datos sin censura.

1.1. Tamaño de la muestra para estimar la media aritmética
de la distribución lognormal sin censura

Pérez (1995) describió cuatro técnicas existentes para calcular el tamaño de
la muestra requerido en la estimación de la media aritmética de una distribución
lognormal con base en la amplitud del intervalo de confianza. La primera es la
aproximación clásica a través del teorema del ĺımite central; la segunda es me-
diante la aproximación descrita por Hewett (1995) haciendo uso de información
a priori; la tercera es el método exacto usando funciones lineales de los ĺımites
estándar y métodos de Monte Carlo para su cálculo; y la cuarta hace uso de mod-
elos lineales polinomiales del tamaño de la muestra, para niveles de confianza del
90%, 95% y 99%, respectivamente. Los autores describen como la aproximación
dada por el teorema del ĺımite central subestima los tamaños requeridos. El uso
de la fórmula reportada por Hewett (1995) obliga a los investigadores a realizar
una muestra piloto para poder obtener los estimadores insesgados requeridos por
la fórmula. El cálculo exacto del tamaño de la muestra requiere de algoritmos
computacionales y no es una fórmula cerrada, por esta razón los autores reportan
tablas en sus resultados. La cuarta forma que se basa en los cálculos del tamaño
de la muestra exactos, ajustando modelos lineales polinomiales, lamentablemente
presenta subestimaciones del valor real del tamaño de la muestra necesario en
diferentes escenarios.
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1.2. Tamaño de la muestra para estimar la media aritmética
con censura

En la actualidad, la única referencia en la literatura estad́ıstica para calcular el
tamaño de la muestra cuando se desea estimar la media aritmética de la distribu-
ción lognormal cuando existe censura, está reportada por Pérez y Lefante (1997).
El mı́nimo tamaño requerido se basa en la amplitud del intervalo de confianza para
la media aritmética de una variable aleatoria con distribución lognormal. Básica-
mente, es necesario especificar el porcentaje de diferencia respecto de la verdadera
media aritmética (π), la desviación geométrica estándar estimada (GSD) y el por-
centaje de censura esperado. Nuevamente los autores calculan los tamaños de la
muestra exacta pero es necesario contar con algoritmos computacionales para su
uso. Por esta razón reportan tablas con los resultados.

Por los problemas antes mencionados, el interés de este trabajo se centra en
hallar una fórmula cerrada que facilite y aśı mismo evite en gran medida los prob-
lemas de subestimación en el cálculo del tamaño de muestra exacto requerido para
la estimación de la media aritmética de la distribución lognormal, basados en el
porcentaje de diferencia respecto de la verdadera media aritmética (π) y en la
desviación geométrica estándar (GSD), para determinados niveles de confianza en
el caso de datos sin censura y con censura a la izquierda.

2. Metodoloǵıa

A partir de las ecuaciones reportadas por Pérez (1995) para el caso sin cen-
sura y niveles de confianza del 90 %, 95% y 99%, cuya forma general es n =
exp(β0)GSDβ1GSDβ2 ln(GSD)πβ1 se inicio la construcción de la ecuación que ajuste
los tamaños exactos de la muestra reportados por Pérez y Lefante (1997). Las ecua-
ciones de la forma señalada anteriormente son linealizables mediante el uso de la
función logaritmo natural, obteniendo

ln(n) = β0 + β1 ln(GSD) + β2 ln(GSD)2 + β1 ln(π)

A pesar de las subestimaciones del tamaño de muestra que presenta esta
ecuación, la descripción del comportamiento del tamaño de la muestra es ade-
cuada, es decir, sigue una forma exponencial como la presentada por los datos
exactos. Por tanto, como el objetivo es encontrar un modelo que presente un mejor
ajuste, se tomó el anterior modelo como punto de inicio para la construcción de
una fórmula no-lineal que ajuste mejor el tamaño exacto de la muestra con el
menor grado de subestimación posible.

El primer paso en la metodoloǵıa fue seleccionar el mismo modelo linealizable
reportado por Pérez (1995) y agregar una constante para ajustar la subestimación,
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con lo cual se obtuvo el modelo no lineal presentado en la ecuación 1.

n = β0 + exp(β1)GSDβ2GSDβ3Ln(GSD)πβ4 (1)

Este modelo no es linealizable mediante transformaciones y debe ser abordado
por métodos no lineales. El modelo de la ecuación (1) mostró un mejor ajuste y
un menor grado de subestimación del tamaño de la muestra comparado con lo
obtenido en la ecuación anteriormente reportada. Sin embargo de forma gráfica
se notó la presencia de una relación entre el porcentaje de diferencia respecto de
la verdadera media aritmética π y la desviación geométrica estándar (GSD), por
ello se decidió adicionar un nuevo término de interacción, generando el modelo
presentado en la ecuación 2.

n = β0 + β1(π ∗GSD) + exp(β2)GSDβ3GSDβ4Ln(GSD)πβ5 (2)

Al graficar la ecuación (2) se observó que para valores pequeños de la GSD
se obteńıan subestimaciones del tamaño de la muestra, mientras que para valores
grandes de la GSD el ajuste del modelo a los datos era bastante cercano. Por
tanto, se decidió ajustar dos nuevos modelos usando la ecuación (2), el primero
para situaciones reales donde se tiene una GSD¡2.5 y el segundo modelo, tomando
sólo los tamaños de la muestra para valores de la GSD de 2.5 o mayores.

En el caso de datos censurados, los tamaños de la muestra para los distintos
niveles de confianza teńıan un comportamiento similar al encontrado en el caso sin
censura, aśı, la metodoloǵıa empleada fue la misma. Sin embargo, en contraste con
lo presentado en el caso sin censura, se encontró que la subestimación depend́ıa
más del porcentaje de diferencia respecto de la verdadera media aritmética π, que
de la desviación geométrica estándar (GSD); es por ello que se ajustó el modelo
dependiendo del (π) que de desee en la estimación de la media aritmética. Los
modelos ajustados para este caso se presentan en la tabla 2.

Para obtener las estimaciones de los parámetros se empleó el método iterativo
de Gauss-Newton y como valores iniciales de los parámetros se tomaron las es-
timaciones presentadas en los modelos lineales mostrados por Pérez(1995). Para
la evaluación del modelo no lineal ajustado se calculó la medida de asimetŕıa de
Hougaard (1983), mediante el procedimiento NLIN del sistema SAS 8.2. Adicional-
mente se planeó la evaluación de las medidas de no linealidad intŕınseca y el efecto
del parámetro estimado, Bates y Watts (1980), por medio de las subrutinas del
programa RENOL (1994).

Adicionalmente, con el programa estad́ıstico Stata 6.0 se calculó el coeficiente
de concordancia y correlación de Lin (1989) para medir la concordancia entre el
valor exacto del tamaño de la muestra y el tamaño de la muestra ajustado mediante
los modelos no lineales.
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3. Resultados

Las ecuaciones ajustadas, corresponden a modelos no lineales de la forma n =
β0 +β1(π×GSD)+exp(β2) GSDβ3GSDβ4 ln(GSD)πβ5 , las cuales se presentan con
los valores de los parámetros en las tablas 1 y 2. En la tabla 1 se presentan los
modelos no lineales para estimar el tamaño de la muestra requerido en el caso de
no censura, según el valor de la GSD y niveles de confianza del 90 %, 95% y 99 %,
respectivamente.

Tabla 1. Tamaño de la muestra para estimar la media aritmética de
una distribución lognormal para niveles de confianza del 90%, 95 % y
99%, cuando no hay censura.

Nivel de Confianza Modelo Estimado

90% Si GSD<2.5
n = 13,86 + 0,86(π ∗GSD) + exp(−4,51)GSD15,01GSD−9,75Ln(GSD)π−1,72

Si GSD≥2.5
n = 2,30 + 2,84(π ∗GSD) + exp(−1,22)GSD3,98GSD−0,68Ln(GSD)π−1,73

95% Si GSD<2.5
n = 11,32 + 1,57(π ∗GSD) + exp(−4,23)GSD15,34GSD−10,14Ln(GSD)π−1,73

Si GSD≥2.5
n = 11,68 + 4,17(π ∗GSD) + exp(−0,78)GSD3,92GSD−0,67Ln(GSD)π−1,71

95% Si GSD<2.5
n = 18,92 + 2,30(π ∗GSD) + exp(−3,56)GSD15,24GSD−10,12Ln(GSD)π−1,70

Si GSD≥2.5
n = 12,87 + 6,78(π ∗GSD) + exp(−0,06)GSD3,82GSD−0,64Ln(GSD)π−1,66

GSD = Desviación geométrica estándar.
π =porcentaje de diferencia respecto de la verdadera media aritmética

La tabla 2 contiene los modelos no lineales según el porcentaje de diferencia
respecto de la verdadera media aritmética π, para estimar el tamaño de la muestra
requerido cuando se tiene diferentes porcentajes de censurados (10 %, 20 % y 50 %)
y para niveles de confianza del 90 %, 95% y 99%, respectivamente. La medida
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de asimetŕıa de Hougaard (1983) fue calculada para todos los parámetros y en
todos los casos se obtuvo un valor menor que 0,1, lo cual permite asumir un
comportamiento aproximadamente lineal de sus estimadores.

Los valores calculados del estad́ıstico de Lin (1989) para todos los casos sin
censura y con censura mostrados en las tablas 1 y 2, fueron mayores de 0.999 con
intervalo de confianza aproximado del 95% de [0.99; 1]. Este valor del estad́ıstico
de Lin (1989) corresponde a una excelente concordancia entre el tamaño de la
muestra exacto y el ajustado.

La gráfica 1 correspondiente al diagrama de dispersión del tamaño de la mues-
tra exacto contra el tamaño de la muestra ajustado para el caso de no censura,
intervalo de confianza del 90 % y GSD <2.5, muestra una ĺınea recta con intercepto
0 y pendiente 1, que corresponde a una perfecta concordancia. Para los demás ca-
sos presentados en las tablas 1 y 2, el gráfico de dispersión muestra una ĺınea recta
de iguales caracteŕısticas, lo cual refleja el buen ajuste de los modelos propuestos
y está disponible a través de los autores.

Gráfica 1. Diagrama de dispersión del tamaño de la muestra exacto contra el
tamaño de la muestra ajustado para el caso de no censura, I.C. 90% y GSD<2.5.
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Tabla 2. Tamaño de muestra para estimar la media aritmética de una distribución
lognormal cuando hay censura, para niveles de confianza del 90%, 95% y 99% y
porcentajes de censura del 10%, 20 % y 50%.

Modelo Estimado

I.C.90% Censura 10 %
Si π <0.08 n = 37,26− 280,4(π ∗GSD) + exp(−2,15)GSD6,91GSD−2,37Ln(GSD)π−1,66

Si π ≥0.08 n = 15,60− 4,25(π ∗GSD) + exp(−1,41)GSD4,71GSD−1,00Ln(GSD)π−1,70

I.C.90% Censura 20 %
Si π < 0,08 n = 22,0− 136,5(π ∗GSD) + exp(−2,10)GSD6,80GSD−2,30Ln(GSD)π−1,70

Si π ≥ 0,08 n = 18,12− 4,72(π ∗GSD) + exp(−1,20)GSD4,67GSD−1,00Ln(GSD)π−1,67

I.C.90% Censura 50 %
Si π < 0,13 n = 32,18− 57,01(π ∗GSD) + exp(−1,14)GSD6,14GSD−1,82Ln(GSD)π−1,70

Si π ≥ 0,13 n = 9,71− 6,81(π ∗GSD) + exp(−0,48)GSD4,45GSD−0,92Ln(GSD)π−1,61

I.C.95% Censura 10 %
Si π <0.10 n = 20,47− 80,37(π ∗GSD) + exp(−1,92)GSD6,76GSD−2,27Ln(GSD)π−1,72

Si π ≥0.10 n = 14,74− 5,30(π ∗GSD) + exp(−0,97)GSD4,63GSD−0,97Ln(GSD)π−1,67

I.C.95% Censura 20 %
Si π < 0,13 n = 22,57− 35,83(π ∗GSD) + exp(−1,36)GSD5,94GSD−1,73Ln(GSD)π−1,67

Si π ≥ 0,13 n = 13,34 + 5,50(π ∗GSD) + exp(−0,73)GSD4,50GSD−0,92Ln(GSD)π−1,64

I.C.95% Censura 50 %
Si π < 0,18 n = 38,87 + 16,40(π ∗GSD) + exp(−1,06)GSD5,80GSD−1,58Ln(GSD)π−1,73

Si π ≥ 0,18 n = 13,54− 7,79(π ∗GSD) + exp(−0,02)GSD4,30GSD−0,85Ln(GSD)π−1,58

I.C.99% Censura 10 %
Si π <0.18 n = 29,43 + 18,87(π ∗GSD) + exp(−0,99)GSD5,62GSD−1,50Ln(GSD)π−1,72

Si π ≥0.18 n = 14,42 + 6,28(π ∗GSD) + exp(−0,30)GSD4,50GSD−0,91Ln(GSD)π−1,62

I.C.99% Censura 20 %
Si π < 0,16 n = 19,81− 2,28(π ∗GSD) + exp(−0,89)GSD5,91GSD−1,71Ln(GSD)π−1,7

Si π ≥ 0,16 n = 9,73− 7,74(π ∗GSD) + exp(−0,08)GSD4,44GSD−0,91Ln(GSD)π−1,70

I.C.99% Censura 50 %
Si π < 0,24 n = 26,18 + 31,42(π ∗GSD) + exp(−0,29)GSD5,57GSD−1,50Ln(GSD)π−1,68

Si π ≥ 0,24 n = 9,22 + 10,50(π ∗GSD) + exp(0,61)GSD4,21GSD−0,83Ln(GSD)π−1,54

GSD = Desviación geométrica estándar. π= Porcentaje de diferencia respecto de la verdadera
media aritmética.
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4. Conclusiones

La metodoloǵıa presentada consiguió producir una formula cerrada que facilita
la estimación del tamaño de la muestra y reduce en forma considerable las difer-
encias entre el valor exacto del tamaño de la muestra y su valor estimado. Si bien,
se dispońıa de fórmulas aproximadas, éstas presentan algunas limitaciones, princi-
palmente porque subestiman los tamaños de la muestra, produciendo en algunos
casos resultados con caracteŕısticas estad́ısticas diferentes a las planeadas en la
etapa inicial de una investigación (Ej.: Niveles de potencia y confianza).

En conclusión, el ajuste de las ecuaciones no lineales a los valores exactos repor-
tados por Pérez y Lefante (1997), en los casos de censura y sin censura consiguieron
reducir de forma considerable las diferencias entre el valor exacto del tamaño de
la muestra y su valor estimado (una diferencia promedio de 8 unidades por enci-
ma del tamaño exacto). En la mayoŕıa de las situaciones, los modelos estimados
presentan pequeñas sobre-estimaciones del tamaño de la muestra requerido para
estimar la media aritmética de la distribución lognormal, lo cual desde el punto
de vista de precisión en la estimación de la media aritmética, asegura de forma
conservativa la validez estad́ıstica de las estimaciones.

Las fórmulas obtenidas tienen la ventaja de permitir el cálculo del tamaño de
la muestra para valores de π y de la GSD que no se reportan en las tablas del
tamaño de la muestra presentadas por Pérez (1995).

Por último, el resultado del cálculo de la medida de asimetria de Hougaard
(1983) garantiza que los estimadores de los parámetros tienen un comportamiento
aproximadamente lineal, Bates y Watts , y el valor 1 con intervalo de confianza del
95%[0.99; 1] del coeficiente de concordancia y correlación de Lin (1989) entre el
valor exacto del tamaño de la muestra y el tamaño de la muestra con los modelos
no lineales, refleja el buen ajuste de los modelos propuestos.
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