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RBSUMEN. En la aplicación de las técnicas estadísticas es común el uso 
de transform aciones que permitan simplificat el análisis cuando loe datos son 
generados por distribuciones asimétricas cuando existen observaciones atíiacas 
en nni de las colas de la distribución. Para el análisis de esta clase de datos, 
este documento presenta un estimador de la transformación de potencia que 
simetñza el conjunto de datos (Castaño, 1994) y nn estimador de bajo sesgo de 
la media retransformada que no hace uso del supuesto de normalidad. El aso de 
la téciica de bootstrap permite obtener tanto el error estándar del estimador de 
la traufbrmadón como el de la media retransformada. Los resultados obtenido* 
a través de simnladón muestran que el procedimiento propuesto parece ser un 
competidor del método de máxima verosimilitud, al menos para loe casos estu
diados. 

1. Introduccidn 

En el tiabajo estadístico apUcado es común el empleo de transformaciones que 

permitan simplificar el análisis de un coi^unto de datos cuando son generados por 

distribuciones asimétricas o cuando existen observaciones atípícas en una de las colas 

de la distribución. El objeto de este artículo es t.) presentar una tramsformación 

de potencia para simetría basada en loe cuantiles de los datos y, í>.) obtener un 

estimador de la media retransformada que no hace uso del supuesto de normalidad de 

los datos transformados. Más precisamente, para una muestra aleatoria yi,y2, • --¡yn, 

con j/i > O para todo i = 1,2,.. .n, la transformación propuesta elige una potencia A 
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en la familia de transformaciones potenciales introducida por Box y Cox (1964), 

í {yj' - 1 ) 

X 

IniVi) <i A = O 

T{Yi,X)={ 
«i A i¿ O 

^ (1) 

de forma tad que 

T(Yi,\) = 0 + ei, 

donde 0 eala. medida de la distribución de los datos transformados y e ,̂ t = 1,2,.. n 

son variables aleatorias iíd con media cero, varianza «r̂  y distribución simétrica, y 

sí el interés del análisis son los datos origínales, se presenta un estimador para la 

medía retransformauia que no depende del supuesto de normalidad. El empleo de 

la técnica de bootstrap (Efron (1982a), Efron y Tíbshírani, (1986)) permite la ob

tención del error estándar del estimador y de un intervalo de confiamza tanto para 

la transformau:ión de simetría así como para la medía retransformada. El plan del 

documento es el siguiente: la sección 2 presenta la transformación de simetría y el 

cálculo de su error estándar usando bootstrap; im estimador de bajo sesgo para la 

media de la distribución de los datos originales, así como el procedimiento bootstrap 

para calcular su error estándar son derivados en la sección 3; la sección 4 presenta 

algunos resultados empíricos; por último, el sección 5 se presenta algunas conclusiones. 

2. El estimador de la trauísformackSn de simetría y su error estándar 

Suponga que y es una variable adeatoria continua con f.d.p. f(y) y cuyo p-ésimo 

cuantÜ es íp, O < p < 1, es decir F{^p) = p(¡/ < íp) = P- Una transformación 
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potencial T{y, X) en la famUía (1) que simetrice a / (y ) debe ser tal que 

T i U , \) = '^i^P'^) '^T{i, .p,X) ^2) 

para todo p, O < p < 1. 

Por ejemplo, si ¡/ es una variable aleatoria con distribución lognormal (p,<r^), 

entonces existe A en (1) tal que r(y,A) sea simétrica. En efecto, sí A = O, la dis

tribución de T{y, X) = In (y) es la distribución normal (/i, <T )̂ la cual es simétrica con 

respecto a p y entonces la propiedad (2) es satisfecha exactamente. En la práctica no 

todas las distribuciones son exactamente simetrizables, pero es posible obtener una 

aproximación a la simetría. En este caso (2) será satisfecha sólo aproximadamente. 

Ahora bien, suponga que yi,y2,.., yn es una muestra adeatoria de / (y) y que (p ee 

el p-ésimo cuantU muestrad, es decir que si y(i), y(2),..., y(„) son los vadores muestraleí 

ordenados entonces fp es y(m) donde m = \pn] -f 1 , donde [pn] denota el mayor entero 

que no excede a pn; si pn es entero el vador de fp no es único y toma cualquier vadoi 

entre y(pn) y y(pn+i)i P° ' ejemplo, si n = 50 y p = .5 entonces la mediana muestra! 

.̂5 cae entre y(25) y ŷ êy, generalmente .̂5 = <<"> ^ "t^'l es empleada para obtener li 

mediana muestral. 

De au:uerdo con lo anterior la transformación T(y, A) que simetríza / (y ) deb» 

simetrízar aproximadamente el coiyunto de datos yi, y?, •••,yn , es decir debe tener li 

propiedad 

/ - X T ( í p , A ) - h r ( 6 _ p , A ) 
(31 

para todo p, O < p < 1. 
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Como en general, / (y) es desconocida también lo será A y debemos emplear el 

conjunto de datos para estimarla de forma tal que (3) sea satisfecha. Un procedimiento 

que permite la obtención de un estimador de A está basado en (3) y es el siguiente 

(Castaño, 1994): 

j) Para cada valor de A obtenga T{yi,X), i = 1,2, ..,n, y calcule los cuantiles 

r ( í p. A) para valores O < p < 1. 

ii) Calcule SA(A) = 5 3 
,(^^^,^ T{Í^)+T{i..p,x) 

0 < p < 1 
p 

iii) El estimador de A es el valor A que minimice 5A(A). En otras palabras, A 

es el valor de A que minimiza las desviaciones absolutas de la semisuma loe cuamtUes 

p y 1 — p con respecto a la mediana, para todo p. 

NOTA: El procedimiento anterior puede ser implementado haciendo uso de los 

valores letra definidos en análisis exploratorio de datos. (Tukey (1977), Velleman 

y Hoaglm (1980)). Dichos valores letra conesponden aproximadamente a los cuam-

tíles p = 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, etc. El paquete estadístico MINITAB facilita el 

proceso de estimación de A hatciendo uso de dichas medidas resumen. Un ma^rropro-

cedimíento llamado SIMETRÍA.MTB está disponible y puede ser empleado para el 

cálculo de A . 

Consbtencia de A : 

La consistencia de A está íntímaunente relacionada con la consistencia de {p como 

estimador de (p. Mosteller (1946) prueba que sí yj, y2,..., yn es una muestra aleatoria 

de una distribución con f.d.p. / (y) continua/ diferencíable en la vecindad de los cuan

tiles poblacionales ^p y /({p) / O, entonces la distribución coiyuntadeíp,,4p3, ...,¿pn, 

con 0 < p i < p 2 < •• <Pk < 1,68 aproximadamente normal ir — variante con vector 
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de medíais í^pj ¡(p^, •••,ÍpA y matriz de covariamzas cuyo (j — i) — ésimo elemento es 

de la forma 

covi 

Del resultado anterior se deduce que ip es un estimador consistente para {p, para 

todo p, puesto que; 

.) l ím„_ooí:(4) =íp> Vp, 0 < p < l , y 

ii) hm„-oo VAR (íp) = O 

Además los Ip. son mutuamente independientes asintóticamente. 

Proposicidn: 

Bajo las condiciones anteriores, suponga que A es la potencia (desconocida ) en 

la famiha (1) que simetríza (exacta o aproximadamente) a /(y) .Entonces A es un 

estimaulor consistente de A si y solo si Dp protO, para todo p, O < p < 1, donde 

{- -N T ( Í P , X ) ^ T ( L . P , ) ) 
Dp = T [ U X) - - ^ ' - ^ ^ 

NOTA: i) Si / (y) es exactamente simetrizable, 

np = Tiu,x).lSkiMmzi,^., 

en caso contrarío Dp ':iQ. 

ií) En la proposición lo relevante es el sí. El sólo si no es de utilidad práctica. 



46 ELKIN CASTAÑO V. 

Prueba: 

Suponga que A es la potencia en la familia (1) que simetríza ^ f{y) y que A es 

consistente para A. Veamos que Dp p,(,tO,para todo p, O < p < 1. 

En efecto, 

, . plímT(íp,Á)+plimT(^"i_p,Á) 
plímDp = p l imT(í5 ,Aj ^ ¿— > í-, 0 < p < l 

Puesto que T es continua y íp y A son consistentes, obtenemos que 

, . p l ímT( íp ,A)+p l imr ( í i_p ,Á) 
plimDp = pl imT(í .5, A) ^̂  ¿ ^ í̂  ^ 

T{U,X)-lSklMphllR,^j>^ü<p<\. 

Como A es simetrizante 

r(í.s,A)-I(Í£^li^^í^i=£^, Vp, O<p< 1. 

por tanto D, pro» O, para todo p, O < p < 1. 

Ahora, suponga Dpprob^ para todo p, O < p < 1. veamos que A es consistente. 

Sí .DpppotO entonces 

pii.„r(a,A)-^""^(^"^)7"°^(^-"^)-= O, para todo p, O < p < 1 
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decir 

, , r (phm¿,,plimÁ)-l-T(plim^i_p,plímÁ) 
r(plímí.5,plimÁ) - -í^ L-—1 ¿ = 0 

De la consistencia de $p la expresión anterior la podemos escribir como 

TUp,plimX)-i-TUx.p,plimX) 
TUs.plímAJ i i——^ i - = 0, paroíodop, 0 < p < 1 

lo qiK significa que plímA simetríza la dístíbudón. Por tanto p lim A = A. 

Error estamdar de X : 

ES posible cadcular el error estándar de X empleamdo la técnica computacionad de 

bootitrap (Efron, (1982a), Efron y Tíbshírani, (1986)). Los pasos a seguir son los 

siguientes: 

t) usando el procedimiento de estimador obtenga A tad que 

T(yj,Á) = 0 + éi, i = l , 2 , . . . , n 

donde ;? es un estimador de la medía de los datos transformados y ¿ es el i - e'stmo 

residual. 

lí) obtenga una muestra con reemplazamiento £* t = 1,2,..., n, de ios residuales 

¿i. Calcule yj = T-í (^-I- ¿J,Á) , es decir obtenga, 

y: = [l-t-AT(/?-t-£7,A)j i = l,2,...,n. 
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iti) Calcule un nuevo estimador Á* de A , para los datos y*. 

iv) repita el proceso ii) y iii) un número de B veces. La colección de todos los A* 

forma la distribución de bootstrap de A. El estimaido de su error estándar es la rauz 

cuauirada positiva de 

donde Á ' = gJ2'^*J-

El macroprocedimiento SIMBOOT.MTB desarrollado en el pawjuete estadístico 

MINITAB permite obtener la distribución Bootstrap de A. 

3. Un estimador de la media retransformada 

Si el interés en el análisis está centrado en la medía de los datos originales, es 

bien conocido que la sola retransformau;ióii produce un estimador para la medía de 

los datos originales que puede tener sesgos importantes (Gramger y Newbold (1977), 

Miller (1984), Taylor (1986)). Ahora bien, la eliminación de ellos depende de la 

distribución de los datos transformados T (y,, A) = /3 -t- e<. 

Consideraremos que: 

A)£.~iV(0,(r2) , i = l , 2 , . . . , n . 

Para esta situación Miller (1984) y Taylor (1986) encuentra las expresiones de bajo 

sesgo para el estimador de la media retransformada en las transformaciones logaritmo 

naturad, potencias fraccionaría» positivas, inversas o potencias fraccionarías negativas. 

B) £i tiene una distribución simétrica de medía cero y varianza ir̂  .Este es el 

caso de mayor interés en la práctica. Siguiendo a Guerrero (1993), es posible una 
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aproximación obtener a la medía retianstormada como: 

p^T-'{EiT{y,X))].CF{X) 

donde 

C í ' ( A ) = . 
|o.5±0.5[l-2A(A-l)írS[l- |-2A£'(T(y,A))]-^]^'n si A í̂ O 

e " ' /^ 81 A = 0 

donde se escoge el signo '-)- ' de forma tal que p ^ E{T(y. A)) si A ,̂  1, lo que es una 

consecuencia de la monotonicidad en A de la transformación. 

Un estimador de bajo sesgo para p está dauio por: 

/i = r - i [É(T(y,A))] .CF(A) 

Error estándar de p. 

El cálculo del error estándar de ¡¡ utiUza el siguiente procedimiento de bootstrap; 

i) Para A fyo, de T (y,,Áj = ;á -I- éj, i = 1,2, ...,n, obtenga una muestra con 

remplazamiento ¿í de tamaño n de f,-. 

it) Calcule r* (yi.Áj =/?-(- ¿J, i = 1,2, ...,n, y use la expresión (14) para para 

obtener un nuevo estimador/i* delamediaretramsformadareemplazamdoT íy, Ajpor 

T* (y,Xj y ar̂  por <r'*, donde <r*' es la varianza de T* {yi,X\. 

iii) repita k» pasos «) y ii) B veces y obtenga la distribución de boostrap de p. 
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Calcule el error estándar de p como la raíz cuadrada positiva de 

;=1 

j B 

donde/i" = ^X^AJ B . 

El macroprocedimiento llamado MEDBOOT.MTE escrito para el paquete MINITAB 

permite obtener la distribución de bootstrap para p. 

4. Algunos resultados empíricos 

Con el fin de comparar el comportamiento del procedimiento de retramsformau;ión 

se simularon observaciones de diferentes distribuciones conocidas. Para cada dis

tribución se usó una muestra de tamaño 50 y otra de tamaño 200. Se empleó el 

método de máxima verosimiUtud para obtener la estinación directa de la media de la 

distribución, que se denotará por p¡4v , y su error estándar se (pidv) • A continuau;ión 

se obtuvo la transformación de simetría para cada una de las muestras y se calculó 

la media retransformada usamdo (14). Se empleó la medía aritmética y la varianza 

insesgada de los datos como estimadores de E (T í j . A) ) y «r̂  . Su error estándar 

se encontró usando 250 repeticiones de bootstrap. Los resultados se presentan en la 

tabla 1 a continuación. 
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TABLA 1. Compor tamien to del es t imador de la media re t ransformada. 

Dial ribo cid V 

Lo|[DoraL(l,3) 

Sspon«ac ( l ) 

B«t*(a.3) 

W«b*U(ñ,3) 

0%miii«(a,l) 

n 

50 

200 

50 

200 

50 

200 

50 

200 

50 

200 

E(V) 

12.185 

12.185 

1.000 

1.000 

.625 

.625 

2.780 

2.780 

2.000 

2.000 

^ M V 

11.522 

12.613 

1.022 

.929 

.663 

.618 

2.888 

2.799 

1.970 

1.884 

S E Í d M v ) 

1.626 

.892 

.145 

.066 

.018 

.011 

.076 

0.41 

.193 

.092 

s 

-.10 

-.09 

.27 

.30 

1.60 

1.50 

1.60 

1.60 

.500 

.300 

A 

12.034 

12.295 

1.031 

.940 

.662 

.617 

2.884 

2.801 

1.969 

1.885 

SBW) 

1.719 

.979 

.129 

.064 

0.19 

.010 

.075 

.041 

.166 

.087 

Estos resultados muestran que el procedimiento propuesto funciona adecuada

mente frente ad método de máxima verosimilitud, teniendo a su favor que no se ha 

hecho ningún supuesto sobre la forma explícita de la dbtribución de los datos 

originales ni transformaulos. Aunque sólo hemos usado una muestra para cada tamaño 

muestrad y cada distribución, es interesante observar que para la distribución lognor

mal el estimador de la media retransformada parece tener la menor eficiencia relativa. 

En los otros casos la evidencia empírica no es tam fuerte. 
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Experimentos Monte Cario 

A continuación trataremos de vadidar los resultados de la Tabla 1 a través de 

experimentos Monte Cario. La Tabla 2 muestra los resultados del comportamiento 

de la media retransformada medía retransformada en 500 simulaciones para tamaños 

muéstrales de 50, 100 y 200 observaciones y diferentes tipos de distribuciones. 

DABLA 2. Comportamiento de la media retransformada en 500 simula

ciones. 

DiiltibaciiS» 

LofBorm(a,l) 

B«U(S,3) 

E .pOD. .c ( l ) 

a»Dni*(3.1) 

• 

50 

100 

200 

50 

100 

200 

50 

100 

200 

1 50 

100 

200 

B(Y) 

12.185 

12.185 

12.185 

.625 

.625 

.625 

1.000 

1.000 

1.000 

2.000 

2.000 

2.000 

*MV 1 

12.440 ' 

12.223 

12.292 

.626 

.625 

.626 

.998 

j 1.050 

1.000 

1.989 

1.985 

1,991 

S E ( d M V ) 

2.182 

1.576 

1.060 

.023 

.0154 

.012 

.144 

.100 

.073 

.193 

.140 

.097 

t 

12.688 

12.336 

12.326 

.627 

.626 

.627 

1.010 

1.014 

1.010 

1.999 

1.990 

1.994 

8"(*) 

2.489 

1.679 

1.107 

.023 

.0156 

.012 

.148 

.103 

.074 

.194 

.140 

.097 

•fie 

.77 

.88 

.92 

.98 

.98 

1 .00 

.95 

.95 

.96 

.99 

1.00 

1.00 

De estos resultados concluímos que el estimador para la medía retransformada en 



ESTIMACIÓN DE LA MEDIA EN DISTRIBUCIONES ASIMÉTRICAS 53 

el caso de la distribución lognormal posee la menor eficiencia relativa. Este resultado 

eüá de acuerdo con lo obtenido en otros estudios como el de Taylor (1986), que 

muestra que para valores de A iguales o cercanos a O (y <r grande) el estimador de la 

medía retransformada es menos eficiente . Como resultauio de la consistencia de A, a 

medida que n crece la eficiencia aimienta. 

Sin embargo, cuamdo las distribuciones no son exactamente simetrizables, el esti

mador de la medía retramsformada es un fuerte competidor del método de máxima 

verosimilitud (ad menos para los cauos estudiados), teniendo a su favor, como se men

cionó anteriormente, que no se ha hecho ningún supuesto sobre la forma explícita de 

la distribución de los datos originales ni transformados. 

S.Condusionea 

i) El procedimiento de la medía retransformawla parece ser un competidor del 

método de máxima verosimilitud especiadmente cuando la distribución que genera los 

datos no es exactamente simetrizable. En este caso, el primer estimador es muy lla

mativo ya que su obtención es fácil a diferencia del segundo método que con frecuencia 

emplea procedimientos no Uneales. 

ii) El procedimiento de la media retramsformada no hau;e ningún supuesto sobre 

la forma explícita de la f.d.p. Esta es una gran ventaja sobre el método de maíxima 

verosimilitud, donde el éxito en la estimación depende del conocimiento de la f.d.p; 

desafortunadamente este conocimiento, en general, no es fácil de obtener (aulemás 

las f.d.p se consideran como aproximaciones a los procesos que readmente generan loa 

datos) y muchas veces se maximíza la función de verosimilitud equivocada, teniendo 
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siguiente caso: se simuló una distribución gamma de parámetros 2, 0.5 para tamaños 

muéstrales de 50, 100 y 200 observaciones; suponga que una persona que no sabe 

el origen de los datos asume que fueron generados por una lognormal y procede a 

estimar U medía. Para 500 repeticiones de cada uno de loe tamaños muéstrales, los 

resultados de máxima verosimilitud y de la medía retransformaula están en la tabla 3 

TABLA 3. Máxima verosimilitud equivocada y media retransformada 

Dutrib><i«i> 

a%mm>(3,.5) 50 

100 

200 

B(Y) 

1.000 

1.000 

1.000 

* M V 

1.055 

1.053 

1.050 

S B W M V ) 

.117 

.084 

.057 

« 

1.001 

.998 

.997 

SB(*) 

.099 

.073 

.050 

«ac 

1.37 

1.30 

1.30 

Estos resultados muestram la pérdida de eficiencia del procedimiento de máxima 

verosimilitud frente a un estimador de la medía retransformada. 

iii) Para el caso de la distribución lognormal, cuando la distribución es exacta

mente simetrizable, el método propuesto presenta la menor eficiencia (Taylor, (1986) 

también señala este hecho). En este caso la verdadera transformación de simetría es 

A = O y mientras que el método de máxima verosimilitud siempre hace uso de ella, el 

procedimiento de la medía retransformada usa A la cual no es siempre es cero. Este 

caiso es útil para ilustrar el efecto de la estimación de A sobre la varíamza del estimador 

de la medía retransformada. 

tt;) Es importante investigar el efecto de la varianza <r̂  sobre la eficiencia del es

timador retransformado. 
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