KOMUNIKACIJE

PRIMJENA LINEARNOG PROGRAMIRANIA
U REGRESIONOJ ANALIZI

1. UVOD

U statistici postoji viSe problema koji se mogu formulirati kao pro-
blemi matemati¢kog programiranja. Takayv pmstup statistiCkim problemima
ved se koristi u medusektorskoj analizi i operativnom istraZivanju. Radi se
o nekim problemlma iz teorije uzoraka i regresione analize. Vjerojatno je da
ce. taJ krug problema uskoro biti mnogo $iri.

Y-+ < Uzmimo, na primjer, problem optimalne alokacije uzorka na ‘stratume
i etape -izbora. Kad se iz uzorka .Zeli dobiti-informacija .samo:o jednom obi-
ljeZju,.optimalna. alokacija se odreduje klasiénim metodama,;. tako da se mi-
nimizira iznos resursa za fiksnu preciznost ocjene, izraZenu varijancom, . ili
se minimizira varijanca ocjene uz date resurse. Kad dva ili vie obilje#ja
treba ocijeniti simultano, problem alokacije postaje jako kompliciran. Opti-
malni raspored uzorln za jedno obiljeZje nije nuZzno optimalan za neko drugo
obiljezje. Neki autori kac R. Jagannathan [7, 8] rje$avaju taj problem tako
da minimiziraju funkciju trofkova uz uVJet da varijanca oc_;ene svakog obi-
1jéZja ne prelazi datu gornju granicu i uz JOS neka ogramcenja (npr. da
veli¢inu uzorka u ‘svakom stratumu) Radi se, dakle, o problemu vezanoo
ekstrema s ogramcenjxm'\ u formi nejednadzbi, koji po svojoj prirodi spada
1 matematitko programu‘anje

' Sli¢ni problemi javljaju se u regresmnOJ analizi kad se po Lrlten]u
najmanjih kvadrata trazi najbolje slaganJc sa datim podacima a zna se a
priori da neki parametri. zadovoljavaju linearne nejednadzbe. Na takve pro-
bleme primjenjuju se metode kvadratnog programiranja (vidjeti P. Wol[e
[181).

Linearno programhanje u’ regresionoj analizi je posebna tema koju
¢emo ovdje nastojati Sto potpumje obraditi.

U 2. odjeljku pokazat demo kako se problem linearne videstruke regre—
sije svodi na ekvivalentnj problem linearnog programiranja. Ukazat demo i
na mogucnosti pro$irenja takvog postupka na neke slu€ajeve nelinearne re-
gresije. U 3. odjeljku bavit demo se CebiSevim kriterijem optimalnosti ocje-
ne. Pokazat demo kako se problem ocjene parametara linearne funkcije ve-
gresije po tom kriteriju svodi na jedan specijalni problem intervalnog line-
arnog programiranja pa ¢emo u vezi s tim upozoriti na neke nove metode
1 linearnom programiranju. U. nastavku rada- zabiljeZit demo dva primjera
iz prakse, jedan iz operativnog istraZivanja a drugl iz medusektorske analize.
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2. KRITERIJ NAJTMANJTH APSOLUTNIH DEVIJACIJA

Dobro je poznato da metoda najmanjih kvadrata nije jedina i u sva-
koj prilici najbolja metoda. Da bi ta metoda dala optimalne ocjene, treba da’
budu ispunjene neke pretpostavke (naroito sluajni izbor i normalna di-
stribucija). U protivnom sluaju metoda najmanjih kvadrata moZe dati
pretjeranu teZinu ekstremno velikim devijacijama. :

Jedna alternativa minimiziranju sume kvadrata je minimiziranje sume
apsolutnih devijacija. Ta alternativa ima prednost u tome $to se moZe izra-
ziti kao problem linearnog programiranja.

Uzmimo problem ocjene parametara u linearnoj regresiji
(1) Y = bi 4 b + bz-;xd_‘j"::,--"l': bk Xy
iz ovih podataka
T Y *u RICERE )fvc
)’2 x2,1,.¢’:c22 e Xog L
_sy'ﬂ an x'nz ead x:nk‘“

dje'x”, (i=1,2,..., ;)7 = 1, ‘2 k) predstavlja I-tO opazanje ha ]tDJ

»nezavisnoj« varijabli dok je ¥; odgovarajuca vm_]ednost »zavisne« - vamgable
Zele sé oc1_]en1t1 parametn b}, ( 7o=-1,2,.. k) tako da. mmlmmmgal
ovu sumu o . S = :
2y - . . S(bx,b_zr..:,bk):.vzl_[yi-—-Yl.]
S . _ ) i= o

Buduc1 da je funkcua S konveksna problem nije Jjednostavan. T1m proble-
mom bavilo se viSe matematiéara (Edgeworth, Rhodes Singleton, Karst — da
SPOmEnemo samo autore novijih radova) ali bez osob1tog uspjeha, ]er su
se njihove metode pokazale jednostavne i praktiéne samo u dvodimenzional-
nom slu¢aju. Tek 1955. je poSlo za rukom Charnesu, Cooperu i Fergusonu
(4] da svedu taj probIem na problem linearnog programiranja.

_ »Vertikalna« dev:gacua moZe se ovakg prikazati:
(3) _ . vw—Yi=u—vw(i=12..,n}
pri demu je u, = 0, v; = 0. Kad se uvrsti (1) u (3), dobije se ovaj sister
" ) ’

4 Cbe A EIx b; +u—v -_.y,, (i=1,2...,n)

od n linearnih jednadZbi sa 2n + k& + 1 repoznanica u;, v; i b;. Sistem (4) je
takve prirode da njegovo bazitno rjeSeénje ne sadrii w; > 01 v,-> 0 ni za
jedno i. Naime, vektori koeficijenata tih varijabli su-jedinic¢ni vektori sup-
rotnog predznaka; dakle linearno zavisni. Prema tome, ako je u bazi u; ne
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“mo¥e u njoj biti v; i obratno. Ograni¢imo li se, dakle, na bazi¢na rjeSenja,
f - moremo pisati

|2ty — v,.[: u; ¥ v

pa svaku vrijednost koju uzima funkcija S iz (2) moZe uzeti ova funkcija:
( ' Lo - . Coon . n .
() 121 (u; + v;)

Na taj nadin ta funkcija postaje kriterij optimalnosti rjeSenja sistema (4).
Minimiziranje funkcije (5) uz uvjete (4) i uvjet nenegativnosti u;, v; = 0
je problem linearnog programiranja ekvivalentan problemu minimuma funk-

cije (2).1) » ' o
Ako parametre bi izrazimo ovako:
by=bj —b, > ( , b=0)

i to uvrstmlo u (4) dobuemo sistem od n lmearmh Jednadzbl u?2 (n + E+ 1

nenegativnih varijabla. Optimalno rje$enje moZe se tada.dobiti po simpleks

Y metodi. Inicijalna baza je odmah pri ruci a sastoji se od n vektora koefi-

iﬁ" cijenata varijabla u; i v, Naime, kad Je y = 0, u bazi je u; a kad je y; < 0,
u bazi je v,

Ako je funkcija regresije nehnearna i achtxvna u smislu da se dade

napisati u ovome obliku: .

o '
Y =J_§l f; (x;),

moZe se transformirati u jednu linearnu funkciju nekom transformacijom
nezavisnih-varijabli kao Sto se ¢esto radi u regresiji po metodi najmanjih kva-
drata. To prosto znadi da je x; = log z; ili x; = 2/ 1 sli¢no. Na primjer z = ax®
y¢ je takva funkcija. Ona je linearna u logaritmima od z, x 1 y, tj. log z = log
¢ -+ blog x + c log y. M. H. Wagner [17] je iSao korak dalje pa je pokazao
da se nelinearni model regresije moZe tretirati metodama linearnog progra-
miranja kad su ispunjeni stanoviti blagi uvjeti na prirodu nelinearnosti, kao
Sto su monotonost i konkavnost.

Treba upozoriti na jednu tegkodu u'provodenju opisane procedure, koja
nastaje kad je i velik broj. MoZe se, naime, desiti da »n broji-hiljadu i viSe
opservacija a broj parametara k je relativno malen. U tom sluaju sistem (4)
postaje pregolem 1 :racunski tesko savladiv. Izlaz je u tome da se ide na
dualni problem.

max EV ¥ 4
; .

>d;, =0
i .

'} Taj naéin. lxnearlzacxje konveksnog funkcicnala primijenio je nedavno B. Contini {5]
u jednom problemu optimalne preizvodne sekvencije u strojogradnji.

’

6 Ekonomska analiza
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(6) .~ .. 2xii'di=0' (i=12...,k)
d=1,({i=12 .., n)
—d; = 1

ili, ako piemo f; = d; + 1, (i = 1, 2, ..., #), 1 uvrstimo gore, dobijemo
max > (¥ fi — 1)
{

s fi =
N

0<f <2 (i= 1,2,...,n)'

Taj problem sa 1 odozgo omedenih varijabli 4; ima samo k + 1 ogranicenja.
MoZe se rije$iti npr. Wagnerovom dualnom metodom i kao nu@produkt daje
optimalne vrijednosti parametara b;.

3, KRITERTS CEBISEVA

CebiSevljev princip aproksimacije je ekvivalentan minimiziranju mak-
simalne apsolutne vrijednosti devijacija, to jest

® T Y-y |}
ili
min | max x
8’ : Y xgby—yil b,
(8" b,{ P2 Jtl} '

gdje je x;,, = 0 za svako i

Ako uvedemo ovu oznaku:

€ max | 3 xiy by —yi|=e,
i
moZemo pisati

(10) [qub;-—yz]gs ' (i=12, ..., n}
J

Odatle slijedi

(11) —e< (}T‘,xu by—y) <& : (i=1,2,...,%)
j

pri femu se traZi

(12) min e

uz |

(13) T =0
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blem(11) (12)-1 (13).je specijalni problem intervalnog linearnog ‘progra-
anja (Vidjeti npr. Lj. Martié [10]). A_ko uvedemo novu varijablu

Max v

—1 = (S a0y —yw) S 1, (i=12...,n)
j : ‘
gdje je

Sada vidimo da doista imamo posla sa intervalnim linearnim programom.
Problem (14), (15) i {16) moZe se rijeSiti standardnim metodama (vidjeti H.
M. Wagner [16]). Od 1968. god. raspolaZzemo sa dvije posebne iterativne me-
_tode za takve sludajeve, Autor je P, D. Robers [12]. A. Charnes i A. Ben-
. Tsrael [2] dali su eksplicitno rjeSenje problema intervalnog linearnog pro-
gramiranja, ali za sada to rjeSenje ima samo teoretske prednosti pred dobro
poznatim iterativnim metodama linearnog programiranja.

Interesantna je veza izmedu Lrlten]a najmanjih kvadrata i Cebxse\'
_IJeva kriterija.
Ako dcvuacue poslije primjene metode najmanjih kvadrata oznadi-

mo sa
Pis Py« euy Pps
to jest .
(17) Min 2 (Ylv—y()z=2 912’
1 H
tada je o&igledno |
(18) ? 91’2 = ? ":'2 s

gdje je.r; oznaka za devijaciju empiri¢ke od teoretske vrijednosti, izracu-
patu na neki drugi nadin.

Iz (18) slijedi

(19) - B .' 5‘—\1 P?_S? r?‘S ”"im;
a odatle
20 3.
(20) v -l g_pf_s'rm“
n

&*
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Ako je r,,, proizaslo iz primjene CebiSevljeva kriterija, to jest, .

e

(21) S Imez = min max!Yl-—yt] ,
by i

tada je

(22) ' Tmax = Pruax

No, iz (20) i (22) slijedi

Z e
{23 Tt
) —_ rmdx S pmax
n
il
(239 T = Toar = Py

Na taj nacin u stanju smo ograditi CebiSevljevu »distancu« sa veli¢inama 3to
proizlaze iz primjene Gausove metode najmanjih kvadrata,

s

4, PRIMJENE U OPERATI‘IVNOI\'I'ISTRAZIVANJU 1
MEBUSEKTORSKOI ANALIZI

1, Nagradivanje osoba na rukovodeéem polofajii u poditzeéu. A. Char:
nes u suradnji sa W. W. Cooperom i R. O. Fergusonom razvio je jednu eks-
plicitnu formulu koja je trebala da slu#i kao uputstvo za nagradivanje ru-
kovodioca s obzirom na njihov nivo odgovornosti i na njihovu poténcijalnu
vrijednost i izglede u organizaciji. U tu svrhu klasificirani su- svi poslovi
odnosno poloZaji u organizaciji, odreden iznos svakog faktora (inicijativa,
iskustvo, obrazovanje itd.), koji se zahtijeva na svakom nivou posla, utvr-
dene donje i gornje granice za primanja itd. Konadno postavljena je for-
mula u ovome obliku:

(24) S_an

S = placa;
y; = iznos faktora i koga posjeduje osoba &iju placu treba odrediti;

a; = tezina (ponder) koji se dodjeljuje faktoru i.
Nadalje

Xy je poznati iznos faktora i izraZen u bodovima, koji se traZi na nivou
posla k = 1,2, ...., L Poslovi su rangirani u opadajuéem redoslijedu od 1
do L, tako da k oznadava poziciju posla u organizacijskoj hijerarhiji. Plade
pridruZene tim poslovima su isto tako u opadajucdem redoslijedu.

S,ri S, su gornja odnosno donja granica place. Ako je potrebno, mogu
se upotrebiti i neke meduvrijednosti.
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fif UVJeu problema mogu se ‘ovako formulirati:

(25) o

a; = 0 za svako 1

Problem se sastoji u tome-da se nadu teZine a; tako da suma apsolut-
nih devijacija od tih nivoa bude minirhalna, to jest

. _ ‘ L
(26) : min 3 | 3 ar xie — Se|.
AeXK  i=1

gdje je K skup indeksa od plafona, osnovice i intermedijarnih nivoa plada.
Kad se tako ocijene teZine a;, uvrste se u formulu (24) i plaéa je odredena
(usporediti A. Charnes and W..W. Cooper [3], Chapter X). -

2. Ocjenjivanje strukturalnih koeficijenata. U medusektorskoj analizi
ocjenjuju se-»input-output« kocficijenti a; za jednu godinu iz ove relacije

Yl

(27) . . X = a,.. :c. =+ u.,

gdje x; predstavlja tok iz sektora i u sektor j, x; je »outpute-j-tog sektora a ti;
je sluca;na varijabla sa sredn;om vrijednosti O

Druga metoda ocjene koeficijenata a;; se S\’Odl na puhfroc‘hvame re-
lacije '

7

_lrt

I
b4+
2

a
+
oh

(28)

I

L
4
&
R

podacima o »outputimac X i finalnoj potrainji f; u nekom periodu vremena
uz pretpostavku da se a; ne mijenjaju u tom periodu. Primjena ove metode
zahtijeva dovoljno -duge vremenske serije »outputa« i finalne potraZnje.

Kenneth J. Arrow i Marvin Hoffenberg [1] sa grupom istraZivaca iz
poznate RAND korporacije po3li su od pretpostavke da za sektore industrije
potro$nih dobara koeficijenti a;; variraju u vremenu u skladu sa ovom re-
Iacuom

(29) a; (1) = by + c; (t) + d{jw (1) + ey (t) -+ fi [v; (t) 1% (1),
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gdje je t oznaka za vrijeme a 1w, ¥y i v su mjere participacije: ekonomije u
ratu, realni raspoloZivi dohodak po glavi odnosno stupanj obrazovanja radne
snage Arrow i Hoffenberg ocijenili su strukturalne koeficijente bq, i i

; 1 f;; metodama linearnog programiranja, tako da minimiziraju sumu apso-
lutmh devijacija u bilancnim jednadZbama (28), to jest

n

(30) min 2 I xi () —j_};{ ay (1) x5 () — fi(®) |

uz jo§ neke uvjete na varijable.

Fakultet ekonomskih nauka, Ljubomir MARTIC
Zagreb
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