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0O JEDNOM BIKRITERIJALNOM PROBLEMU IZBORA PROJEKTA

Ljubomir MARTIC*
1. UVOD

U mojoj knjizi "Kvantitativne metode za financijske i radunovodst-
vene analize” ¢itavo jedno poglavlje bavi se primjenama cjelobrojnog
programiranja u investicionom odludivanju. Posljednji odjeljak tog po-
glavlja nosi naslov "Izbor projekta po wiSe kriterija”. U njemu sam iz-
bor optimalne kombinacije projekata zapisao kao problem bikriterijal-
nog programiranja ovako:
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U prvoj funkciji cilja t; > 0 je vrijeme povrata uloZenih sredstava u
j-ti projekt, a u drugoj funkciji cilja ¢; > 0 je sadaSnja neto vrijednost
tog jitog puojekta. Parametri u ogranicenjima dobiveni su diskontira-
njem. Naime, aj; je sadadnja vrijednost izdataka na projekt j u periodu
i, dok je b; sadasdnja vnijednost plafona na izdatke u periodu i. Zapravo,
sve su to ofekivane vrijednosti. Iz prirode problema prooizlazi da de iz
bor pasti bar na jedan projekt, tj. da x.= 0 nije rjeSenje probléma.

Rje¥avanje problema (1) moZe se svesti na rjefavanje jednokriteri-
jalnog problema: : s
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(—t') x
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xeS,

gdje je Lx=z,,c5:=zz> 0,28 je skup mogudih riefeni j

= 128 u Jesenja problema (1), tj.
skup mogu¢ih 0—1 to?ak}a. Naime, s jedne strane problem (2) ekvif/a)leri-
tan Je problemu kontinuiranog hiperboli¢kog programiranja:

(—t)=x -

)

cx

XE&convs,

gdje je conv S oznaka za konveksnu ljusku 0—1 tolaka iz S. Sa druge
strane poznato je da je optimalno rjedenje problema (3) efikasno rjede-
nje kontinuiranog bikriterijalnog problema: min Z;, Max z;, X € conv S,1)
Konaé_no, ‘ta_]' kontinuirani problem ekvivalentan je prioblemu (1) u smis-
luvda im je zajedni¢ki skup efikasnih bazi¢nih rjeSenja. Naime, svaka
toCka iz skupa S ekstremna je tocka skupa conv S. '

U spom.enutoj knjizi ilustrirao sam rjeSavanje problema (1) na jed-
nom numeri¢kom primjeru. Jedno efikasno rjeSenje dobio sam sekvenci-
Jal‘qun optimalizacijom.?) Problem (2) u knjizi je samo zapisan ali nije
1 rijeSen. To demo ovdje uraditi. U trecem odjeljku pokazat éemo kako se
prob.lerr{ (2) rje$ava jednom specijalizacijom Dinkelbachove metode iz
kontmuxrzwogg hiperbolickog programiiranja, a u &etvrtom odjeljku ovo-
ga rla}fia r_uefix; ¢emo tom metodom spomenuti numericki primjer. Za-
nimljivo je se u svakom ciklusu e i i j '
efikasno rjesenje problema . Paeg algoritma dobiva po Jedno

2. PROBLEM HIPERBOLICKOG 0—1 PROGRAMIRANTA

Razmotrimo problem:
cx 4+ ¢,

Maxg(x) = —— G
dx+d,

XES={xEBn | Ax < b},

gdje je dx+d, >0 za x€S, a Bn, je kombinirani n-produkt od B, =
= {0,1}. Problem (4) je specijalni problem pseudobooleovog programira-

") Vidi Lj. Mamti¢ [6], teorem 5.1, str. 49,

7 O sekvencijalnom pristupu problemu wisekriterijalnog programiranja -

vidi u 1fj. Marti¢ (6], str. 4.
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nja, bududi da su i razlomljena funkcija cilja § linearne funkcije u ogra-
ni¢enjima pseudobooleove funkcijed) Svaki lokalni maksimum funkcije
z(x), pod pretpostavkom da joj je nazivnik pozitivan, jest globalni mak-
simum.f) Ka¥e se, naime, da z(x) ima lokalni maksimum u itodki x*, ako

n
je z(x) = z(x*) za svaki vektor x takav da je ¥ [x]-—x*ﬂ =1.
=il

Peter L. Hammer (Ivanescu) i Sergiu Rudeanu [4] prwi se bave pro-
blemom hiperboli¢kog 0-—1 programiranja. Oni minimaliziraju funkciju
z, pretpostavljajud da je ;= 014d;>0, §=0,1,..,,n). I Pierre Robil-
lard [8] razmatra minimum funkcije z uz iste pretpostavke na paramet-
re. On je razvio dva algoritma; prvi za sludaj neogranicene, a drugi za
sludaj ograni€ene minimalizacije. M. Florian i P. Robillard [2] studiraju
nedto opdenitiji problem hiperboli¢kog bivalentnog programiranja. Nai-
me, oni pretpostavljaju samo da je d; > 0 za svako j. Florian i Robillard
razvili su algoritam, slian Isbell-Marlowljevoj proceduri, po kojem se
rje$avanje hiperboli¢kog problema svodi na rje$avanje konalnog niza li-
nearnih problemas) Jo§ dva autora koriste se metodom J. R. Isbella i
W. H. Marlowa. To su M. Grunspan i M. E. Thomas [3] koji razmatraju
opéi problem hiperboli¢kog cjelobrojnog programiranja. Kad se ogra-
niée ma rje$avanje hiperboli¢kog bivalentnog problema, pokaZe se da je
njihov algoritam sasvim sli¢an Florian-Robillardovom.

3. ALGORITAM

Neka je x° bilo koja tocka iz S. Nadalje, neka je z,(x) oznaka za
brojnik, a z,(x) oznaka za nazivnik funkcije z(x). Tada je ogigledno da je

z/(x)
Max (.
25(x)

—2(x9) =0, x ES. (5)

Bududi da je z,(x) > 0 za svaki x € S, iz (5) slijedi da je

Max (z,(x) — 2(x*) 2o(x)) = 0, x € S. 4(5)

To se mofZe zapisati ionako:

Max ([¢'—z2(x°) '] x -+ c,—2(x°} d,) =0, x € S. W)
ili

Max ([¢’ —z(x°) 'l x = z(x°) dy—c,, X € S. ' W)

) Ndka funkcija fje pseuwdobooleova ako su joj argumenti 1 Booleov:y
allgebrii B; = {0,1} a vrijednasti u skupu realnih brojeva R.

‘) Vidi dokaz teorema 8§ na istr. 65 u knjini Hammera i Rudeanua [4]. -

’) Vidi prikiaz ITsbelldMarlowljeve metode u radu Lj. Mantié [5].
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Evidentno je da je x° optimalno rjedenje problema (4), ako § samo
ako je maksimum u (6) jednak nuli odnosno maksimum -u (7') jednak
z(x%) dy — €. Ako je rjeSenje od (6) vektor x! = x°, supstituira se x! za x°,
pa se rijesi novi problem (6) itd.5) :

Algoritam se moZe saZeti u slijededa &etiri koraka.

1. Nac‘!e.se neko moguce rjefenje x° € S i stavi k = 1.
2. Definira se slijedeci problem linearnog 0—1 programiranja.

Mas fyfx) = [¢'—2()) d1x,x €S, | ®

" -3. Rije$i se problem (8) nekom pogodnom. metodom, recimo Bala-
sovokm metodom implicitne enumeracije. Optimalno rjefenje oznadi ce
sa xX, -

4. Ako je maxfi(x) = z(x*~1) d,—c,, tada je xk =x*! optimalno rje-
Senje problema (4). U protivnom slu€aju prelazi k u k + 1 pa se ide na-
trag na korak 2.

Opisani algoritam konvergira, jer skup S sadr?i konagno mnogo nio-
gudih rjefenja.- Algoritam generira konadan niz todaka (x¥) tako da je
z(x*~1) < 2(x¥) za svako k. Kad za neko k dode do jednakosti z(xk-1) =
=z(x¥), to povladi za sobom fj = z(xk-!) d; —c, pa je xk-1 = xk optimal-
no rjesenje hiperboli¢kog problema.

Interesantna je veza izmedu optimalnog rje$enja problema (8) i sku-
pa efikasnih rjefenja problema (1). O tome govori slijededi teorem.

Teorem [. Optimalno rjefenje problema (8) za svako k=1,2,...
efikasno je rjeSenje bikriterijalnog linearnog problema (1).

Dokaz. Funkdija cilja u (8) je varijabilni dio funkcije cilja u (6). U
problemu (6) je z(x?) < 0. Naime, problem (1) ekvivalentan je problemu
(2), a funkcija dilja u problemu (2) je z(x) < 0 za svakio x € S. Prema to-
me, u (6) se maksimalizira linearna kombinacija (ponderirana suma)
funkeija z;(x) 1 z,(x) sa pozitivnim koeficijentima (ponderima) ;=1 i
)2 =—z(x°}. No, poznato je (Vidi npr. G. R. Bitran [1], str. 132) da je
ooptimalno rjefenje takvog problema ujedno i efikasno rje$enje odgova-
rajudeg bikniterijalnog problema, tj. problem (1).

Na$ algoritam u svakom svom ciklusu producira, dakle, po jedno
efikasno rjeSenje xx. Posljednje efikasno rjefenje x*, itj. optimalno rjese-
nje hiperbolitkog problema, mofe se tretirati kao najbolje s obzirom na
dodatni knilerij izraZen hiperboli¢kom funkcijom cilja. Naime, po tom
kriteriju program investicija x* prufa maksimalnu sadasnju neto vrijed-
nost po jedinici vremena povrata uloZenih sredstava (Vidi numericki
primjer),

Algoritam se moZe geometrijski interpretirati na slijedeéi nalin.

Podle se od neke to€ke x° € S i skupa tolaka

N = {xlzl(x) = 0: Zz(x) = 0) x € R"} . (9)

. .') Opisana .metoda u sudtini - je specijalizirana Dinkelbachova metoda,
svojedobno rezvijena za Kontinuirani problem hiperbolikog progremiranja
a 1n}r‘rﬁﬁ)cn)alo se mazlikuje od dsbell-Marlowljeve mebode (Vidi Lj. Maxti¢ [6],
str, 44). : .
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To dvoje, to¢ka x¢ i skup N odreduju hiperravninu

y(x)—z(x°) 2(x) = 0 (19)
ili

fx) = 2(x)do—c,. - (10)

U tredem koraku a-lgoritmé ta hiperravnina se translatira do opti-
malne ekstremne tolke x! konveksne ljuske od S. Sada togka x! i skup N
odreduju novu hiperravninu

fz(x) = Z(xl} do—" Co - ' (l l)

U prvom aiklusu algoritma hiperravnina (10} prelazi, zapravo, rola-
cijom oko N u hiperravninu (11). Ako je (11) potporna hiperravnina kon-
veksne ljuske skupa S, algoritam se zaustavlja. Tocka x! je optimalna za
funkciju z(x). U protivnom sluéaju hiperravnina (11) se translatira do
optimalne ekstremne tocke x? jtd.

4, Primjer izbora projekia po dva kriterija
Treba nadi efikasno rjeenje slijededeg bikriterijalnog problema:
Minz, = 3z + 4x; + ij + 6x; 4 6x5 + 3x5 + 6% A Sx5 + 4x, - Txy

Max z, = 20x, + 18, 4 17, + 15%, + 155 + 10%; + 5%, 4 3, +
+ Xy Xy -

30x; + 25x, + 20x; 4 18x, - L7 + I g 4 57 F 2265 + Xg b2 < 55
x=0ilil, (j=1,2...,10) '

Taj problem svodi se na problem hiperbali¢kog bivalentnog progra-

. miranja:

—3x) — 4x,— S — 6x;— ﬁxs e 32— 62y — 5x5 — 4xg — TXpg
Maxz =. :

20x; - 182, + 17x; 4 15x4 -+ 15x5 -+ 10x5 + 537 4 33 -+ X9 + Xp

uz islo ogranicenje.
Polazimo od mogudeg rjeSenja

xo=1(0,0,0,1,1,1,1,1,1,1)

To je, naime, rjeSenje linearnog problema maxz; uz gornja ograni
: 37
genja na vauijable. z(x°) = -——.
50
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U drugom koreku definfiramo problem:

59 233 379 51 51
Maxfx) = ——x + ——x,+ Xyt — X+ —x5 4+
5 25 50 10 10
22 - 23 139 163 313
XX — Xy Xy——————Xp
10 50 50 50

30%, + 250, 4 ...+ 2, < 55, 5, €0, 1}

Taj problem rijesili smo Balasovom aditiviom metodom. Maksi-
: 7
mum od £(x) ppstiie se u to¢ki x! = (1,1,0,...,0) az(X) = ———.

38
Sada se aditivna metoda primijeni na problem:

1 .
Max fy(x) = —— (2626; — 263, — 71 x;— 123x,— 123x; —
38 .

— 44— 193, — 1695 — 145, — 2595,,)
uz ista ogranienja na varijable.

Funkcija f,(x) postiZe maksimum u tocki 2= (/,0,...,0) gdje ;e
3
2(x) = ———.

20
Sada treba rijesiti problem:

. . 1
Max fy(x) = ——— (26, + 492, + 75%, + 75x5 + 30x5 +
20

o+ 105x; - 91y + TTx5 -+ 137x)

uz ista ograni¢enja. Ocigledno je da je najbolje rjeSenje x3=(1,0,...0).
No, x® = x? pa je x? optimalno rjeSenje razmatranog hiperboliCkog biva-
lentnog problema. Prema teoremu 1 oba rjeSenja, x! 1 x%, su efikasna
rjedenja nafeg bikriterijalnog problema izbora projekia. Prema rjesenju
x! treba izabrati prva dva projekta od deset ponudenfh, a prema rjese-
nju x? treba izabrati samo prvi projekt. Izbor x! je bolji po kriteriju
maksimalne sadadnje neto vrijednosti od izbora x?, ali je 2 bolji od x*
po kriteriju minimalnog vremena povrata uloZenih sredstava. Prema to-
me, postoji indiferencija u odludivanju jzmedu x! i x2, Oba izbora su
kompromisna rjeSenja s obzirom na spomenuta dva kriterija. Drugo
. kompromisno rjedenje je bolje utoliko $to daje veéu.sada$nju neto vri-
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jednost po jedinici vremena povrata uloZenili sredstava. Naime, sadas-
nja neto vrijednost prvog projekta odnosi se prema vremenu povrata
uloZenih sredstava kao 20:3 dok je za prva dva projekta taj omjer samo
38:7. Treba primijetiti da je i poetno rjeSenje x° efikasno Sto sam utvr
dio u citiranoj knjizi, uzevsi da je sada$nja neto vrijednost prvostepen
a vrijeme povrata ulofenih sredstava drugostepeni kriterij izbora pro-
jekta. Stoga je x° bolje rjedénje po tom prvom kriteriju od x! 4 %3, ali i
gore po drugom kriteriju od ta dva rjeSenja, Osim toga podetno rjeenje
ima najniZi omjer (50:37) sada¥nje neto vrijednosti i vremena povrata
uloZenih sredstava.

Primljeno: 5. 2. 1980.
Prihvacdeno: 15. 2. 1980.
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ON A BICRITERION PROJECT SELECTION PROBLEM
Ljubomir MARTIC
Summary

In this paper we study a capital budgeting problem expressed as a
bicriterion pseudo-Boolean programming problem (1). The symbol i in
the first function and ¢; in the second objacli?e function represent the
payback period and the present net value of investment project j, res-
pectively. In Section I we show that one solution 1o problem (J)' can ba
obtained by solving problem (2), and that is the 0—1 hypcrbo{zc prog-
ramming problem. Namely, the optimal solution (0 problem (2} is one of




—

286 : LIUBOMIR MARTIC

the basic efficient solutions to problem (1)..In Section 2 we show how
the 0—! hyperbolic programming problem has been solved by different
authors; from Hammer and Rudeanu [4) to Grunspan and Thomas [3].
In Section 3 we show an algorithm similar {o the one by Florian-Rob-
bilard [21, by which problem (4) is reduced to solving series of linear
problems (8).. . - : ’

Then, theorem I is proved, according to which the optimal solution
to problem (8) is the efficient solution to the bicriterion linear problem.
Thus, our algorithm, in each of its cycles, produces one efficient solu-
tion xk. The last efficient solution x*; and that is the optimal solution
{o the hyperbolic problent, can be (reated as the best one, regarding
the criterion expressed by the fractional objective function. Namely, ac-
cording (o this criterion, the investment programme x* gives maximum
present net value per payback unit. At the end of Section 3, a geomelri-
cal interpretation of the proposed algorithm is given.

In the last section, the algorithm from Section 3 is illustrated using
a numerical example. In each cycle,” Balas' additive method is applied
lo the problem (8). The results are two efficient solutions, x! and x%.
the last of which is the optimal solution 1o the hyperbolic problem.
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UTIECAY PROMIENA-U TEHNOLOSKOJ MATRICI
NA PROIZVODNJU POTEDINIH SEKTORA

o , ‘
Mate BABIC* o

UVvOoD

U procesu jzrade planz inputoutput model se integrira s drugim
analitickim modelima. Prednost je input-output quf_:l.a., p_refi drugim
modelima, u tome §to input-output model povezuje parcijalne 3 globalne
analifitke pristup€ iha taj na¢in omogucuju s‘ir'pul:ta_no planiranje »med_u—
savisrih dijelova privrednog sistema, kao I pmech;uh a§pek_ata funkcio-
niranja cjelokupnog procesa reprodukcije. ‘Na‘ taj n‘aém mput:outpu.t
model daje cjelovitu kvantitativnu sliku o promvodmm- meduzavisnosti-
ma pojedinih dijelova procesa reprodukoije. Zbog toga mput:m_l»lput mo-
deli predstavljaju nenadoknadiv okvir za koordinaciju razvojnih odluka
pojedinih subjekata planiranja (OOUR-a). . .

Osim strukturnog uskladivanja i bilanciranja, kojim se u procesu.

jzrade plana ispituje konzistentnost ciljeva, a time i ‘sama.lizvedi\lost é)o-
jedinih planskih proporcija, input-output modcl'_c‘nnogqéuge. da se vec u
procesu izrade plana ispituju sloZene reperkususa pqedl_mh ‘\’al_‘l_}ﬂn'l'l
plana na sve elemenlte privredne strukture. Na taj se naé}n mogu qlﬁku-
ti osnovnd strukturni problemi, prije svega u prOiZVOdl}OJ sferi, koji se
u planskom razdoblju mogu otekivati. Tako se._pombéu mPL{t-otftp‘u't mo-
dela mogu identificirati proizvodni sektori koji predstavl]z_qu limitiraju-
¢e faktore razvoja i dovode u pitanje ostvarivanje p}ans_loyh P_ropor.cljaf
ali i ﬁ(rjb'te i na&ine njihova uskladivanja i sloZene implikadije koje bi
takva uskladivanja imala na sve elemente privredne strukture.

FORMULIRANJE INPUT-OUTPUT MODELA ZA PLANIRANJE
Osnovna prednost i;xput-output modela pred drugim amodelima jest

njegova primjena u analizi strukiure proizvodnih meduzavisnosti svih
sektora na koje je naiodna privreda ra¥¢lanjena.’)

* Fakultet za vangdku thirgoviinn,. Zagreb, . . o

b} Oa;roblanﬁn?am dezagregiranja vidi opSimnije m: M. Babié: -»O»&g"nqvqeﬁ:x
putoutput amalize«, Narodne novine, Zagreb, 1978. 1 M., Selkuli¢: "M]!]Zag :
stmukturmih, modela 1 pianiranju puivrednog razvoje«,; Narodoe novine, &
reb, 1968. ‘ . Sl . . .



